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Abstrakt

Tato préce se zabyva oblasti S-pakovaciho barveni grafu. Necht S = (a4, as, as,
...) je neklesajici posloupnost ptirozenych ¢isel. Funkei f, kterd ptifazuje barvy
vrcholim grafu G v zavislosti na dané sekvenci S, nazveme S-pakovacim barvenim
grafu, jsou-li vrcholy obarvené barvou i ve vzajemné vzdalenosti vétsi nez a;, i =
1,2,3,.... Zamérime se na obecné S-pakovaci barveni a jeho nékteré specialni
varianty, konkrétné na pakovaci barveni a distan¢ni barveni.

V této praci jsou shrnuty znamé poznatky z oblasti distanc¢niho, pakovaciho
a S-pakovaciho barveni grafi, a uvedeny nové vysledky pro S-pakovaci barveni
distan¢nich grafi s distanéni mnozinou D = {2,t} pro sekvence S obsahujici
pouze jednicky a dvojky. Distanénim grafem pfitom minime graf G s V(G) = Z,

v némz jsou hranou spojeny kazdé dva vrcholy i,j7 € Z s |i — j| € D.



Abstract

This thesis deals with an S-packing coloring of graphs. Let S = (a1, as, as, .. .)
be a non-decreasing sequence of positive integers. The mapping f which assigns
colors to vertices of a graph G depending on the given sequence S is an S-packing
coloring of a graph, if the pairwise distance of the vertices colored with a color ¢ is
bigger than a;,i = 1,2,3,.... We focus on a general S-packing coloring and its
some special variations, specifically on a packing coloring and a distance coloring.

The thesis sumarizes known results on a distance coloring, a packing coloring
and an S-packing coloring and some new results for an S-packing coloring of
distance graphs with a distance set D = {2,¢} for sequences S that contain
1s and 2s. The distance graph is a graph G with V(G) = Z and two vertices
i,j € Z are adjacent if and only if |i — j| € D.
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1 Uvod

Necht S = (a1, a9, as, . .. ) je neklesajici posloupnost ptirozenych ¢isel. Pojmem
S-pakovaci barveni grafu minime funkci f, kterd pfifazuje vrcholim grafu G
barvy z mnoziny {1,2,3,...} v zavislosti na dané sekvenci S. Vrcholy obarvené
barvou ¢ jsou ve vzajemné vzdalenosti vétsi nez a;. Nejmensi pfirozené ¢islo k, pro
které ma graf G S-pakovaci barveni barvami 1,2, ...k, nazveme S-pakovacim
chromatickym ¢islem yg(G). Toto barveni zobectiuje nékteré typy vrcholového
barveni, napiiklad piipustné barveni (je-li S = (1,1,1,...)), d-distan¢ni barveni
(je-i S = (d,d,d,...)) nebo pakovaci barveni (je-li S = (1,2,3,...)).

V pripustném barveni grafu G pozadujeme, aby sousedni vrcholy byly obar-
vené odlisnou barvou. Z pohledu S-pakovaciho barveni tedy vrcholy obarvené
stejnou barvou musi byt ve vzajemné vzdalenosti vétsi nez 1. Pripustné barveni
grafi se intenzivné studuje jiz nékolik desetileti, my se jim zde vSak zabyvat ne-
budeme. V této praci uvazujeme barveni se silnéjsi podminkou na vzajemnou
vzdalenost vrcholt obarvenych stejnou barvou.

Jeden z prirozenych zptsobtu jak zesilit pozadavek na vzdalenost je ten, zZe
vrcholy obarvené stejnou barvou musi byt ve vzdalenosti vétsi néz d. Potom se
z hlediska S-pakovaciho barveni jedna o jiz zminéné distanc¢ni barveni.

Jiny zpiisob jak zménit pozadavky na vzdalenost dvou vrcholt se stejnou bar-
vou je zohlednéni typu barvy. Pro vrcholy obarvené barvou ¢ lze pozadovat vza-
jemnou vzdalenost vétsi nez ¢. Tento koncept byl predstaven Goddardem a spol.
v ¢lanku [24] pod nézvem prenosové barveni (anglicky Broadcast coloring). Vy-
chézel z aplikace pfifazovani kmitoc¢tt. Méjme danou sit vysilaci, ve které néjaké
dva vysilace pouzivaji stejnou vysilaci frekvenci. Signaly téchto dvou vysilac¢t se
budou rusit, nebudou-li umistény dostatecné daleko od sebe. Vzdalenost, v jaké
budou vysilace umistény, pfimo souvisi s vykonem jejich signali. Vysilace lze
reprezentovat vrcholy v grafu a vykon signalu typem barvy. Dalsi aplikaci by
mohlo byt umisténi zdroji nebo vyzkum biologické rozmanitosti. Naptiklad dva
rizné biologické druhy v dané oblasti mohou vyzadovat odlisné velikosti teritorii.
Pozdéji bylo toto barveni Bresarem a spol. [9] pfejmenovano na pakovaci barveni.
Tyto a dalsi typy vrcholového barveni zobecnili Goddard a Xu v [26] pod pojem
S-pakovaci barveni.

Tato prace je rozdélena na dvé hlavni ¢asti. V prvni ¢asti jsou shrnuty znamé
vysledky o pakovacim, distanénim a S-pakovacim barveni. Je-li sekvence S tvaru
(1,2,3,...), jedna se o pakovaci barveni, kterému je vénovana kapitola 4. V ka-
pitole 5 jsou shrnuty zndmé poznatky o d-distan¢nim barveni, které odpovida S-
pakovacimu barveni se sekvenci S = (d,d,d,...). Znamé vysledky S-pakovaciho

barveni jsou zpracovany v kapitole 6.



Ve druhé c¢asti jsou sepsany vlastni vysledky S-pakovaciho barveni a distan-
¢niho barveni na distan¢nich grafech s distanéni mnozinou D = {2,t}. Kapitola
7.1 se zabyvéa sekvencemi S tvofenymi jednickami a dvojkami, nebot tyto sekvence
se nachazi mezi pripustnym barvenim a 2-distan¢nim barvenim. V kapitole 7.2

jsou uvedeny vlastni vysledky z oblasti distan¢niho barveni.

2 Definice pojmu

V této kapitole uvedeme nékteré pojmy a znaceni z teorie grafl, které bu-
deme v praci pouzivat. Dalsi znaceni je pfevzato predevsim z [13], kde lze nalézt
i zakladni definice z oblasti teorie grafi.

V celé této praci se zabyvame souvislymi neorientovanymi a tzv. prostymi
grafy, tedy grafy bez smycek a nasobnych hran. V grafu G pouzivame zna-
¢eni V(@) pro mnozinu vrcholi a H(G) pro mnozinu hran. Hranu mezi vrcholy
T a Yy zapisujeme zy.

Pro maximalni stupen grafu G uzivime symbol A(G) a pro stupen vrcholu x je
pouzivano znaceni dg(x). Délkou cesty rozumime pocet hran cesty. Vzdalenost
dvou vrchola z,y v grafu G znacime distg(z,y) a rozumime ji délku nejkratsi
cesty mezi vrcholy x a y. Primér grafu je maximalni vzdéalenost dvou vrcholt
v grafu G, znacime diam(G). Klikovost grafu w(G) je ¢islo udavajici velikost
nejvétsi kliky (tj. uplného podgrafu) v daném grafu G. Mnozina B C V(G) se
nazyva pokryti grafu G, jestlize pro kazdou hranu zy € H(G) je z € B nebo
y € B. Pokryvaci ¢islo f(G) grafu G je pocet prvki nejmensiho pokryti grafu G.
Mnozina A C V(G) se nazyva nezavisla mnozina grafu G, jestlize zadné dva vr-
choly mnoziny A nejsou spojeny hranou. Nezavislost «(G) grafu G je pocet prvki
nejvétsi nezavislé mnoziny grafu G. Souvisly graf nazveme k-vrcholové souvisly
(zkracené k-souvisly), pokud i po odebrani libovolnych nejvyse k — 1 vrcholu
z GG zustane vysledny graf souvisly. Graf nazveme d-regularni, ma-li vSechny vr-
choly stupné d. Graf nazveme d-irregularni, nema-li zadné sousedni vrcholy stupné
d. Subkubickym grafem rozumime graf, ve kterém mé kazdy vrchol stupen nej-
vyse 3. Graf nazveme kubickym, mé-li kazdy vrchol stupen pravé 3. Podrozdéleni
grafu G, znac¢ime S(G), vznikne z grafu G nahrazenim kazdé hrany zy € H(G)
ptvodniho grafu G cestou délky 2. Bipartitnim grafem rozumime graf, jehoz
mnozinu vrcholil 1ze rozdélit na dvé skupiny vrcholit X a Y takové, ze X NY =0
a zaroven X UY = V(G), a pro kazdou hranu zy plati x € X ay € Y (nebo
naopak). Graf G 1ze ulozit do roviny, jestlize existuje né&jaké jeho rovinné nakres-
leni, tj. jestlize jej lze znazornit pomoci vrchol a hran do roviny tak, ze zadné

dvé hrany nemaji spolecny vnitini bod. Graf G je rovinny, pokud ho lze ulozit do



roviny. Potom se oblasti (¢asti roviny), které jsou vymezeny hranami, nazyvaji
stény grafu G. Vnéjsi sténou nazveme sténu, ktera neni omezena.

Kolem W, rozumime graf, ktery vznikne z kruznice C),_; pfiddnim jednoho
dalsiho vrcholu, ktery je spojen se vSemi vrcholy kruznice C,_;. Graf nazveme
stromem, je-li souvisly a neobsahuje zadnou kruznici. Nekonec¢na cesta P, je graf
s mnozinou vrcholt V(P) = Z a mnozinou hran H(P) = {{i,i + 1}, € Z}.
Necht G a G5 jsou grafy. Kartézskym soucinem G = G10G, je graf s mnoZzinou
vrchollt V(G) = {(x1,22) : 1 € V(G1),22 € V(Ga)}, kde (x1,22)(y1,y2) €
H(G) & (1 = y1\x2ys € H(G3)) nebo (z1y1 € H(G1)Axe = 140) : 21,11 € V(G)
a To,ys € V(Gq). Kartézsky soucin P,,00P,, nazveme nekonecnou ¢tvercovou
siti a znacime jej Z?. Nekonec¢nou trojthelnikovou sif znadime 7 a nekonec¢nou
Sestitthelnikovou sif znac¢ime #H. Poznamenejme, Ze nekonecéné Ctvercova sit je
4-regularni graf, nekonecné trojihelnikova sit je 6-regularni graf a nekonecna
Sestitthelnikova sif je 3-regularni graf. Symbolem G* znaéime graf k-té mocniny
grafu G. Tento graf ma mnozinu vrcholtt V(G*) = V(G) a xy € H(G*) prave
tehdy, kdyz distg(z,y) < k.

Vrcholové barveni je funkce, kterd prirazuje vrcholim grafu G barvy v zavis-
losti na dané podmince. Nejvice zkoumanym vrcholovym barvenim je tzv. pii-
pustné barveni, kde sousedni vrcholy jsou obarveny rtiznymi barvami. Pakovaci
barveni je vrcholové barveni, kde vrcholy s barvou ¢ jsou ve vzdalenosti vétsi nez
¢. Distanc¢ni barveni s parametrem d je vrcholové barveni, kde vrcholy se stejnou
barvou jsou ve vzdalenosti vétsi nez d. VSechny zminéné typy vrcholového barveni
zobeciiuje S-pakovaci barveni, kde vrcholy se stejnou barvou ¢ jsou ve vzdéalenosti
vetsi nez a;. Hodnoty a; zavisi na dané posloupnosti S = (ay, as, .. .).

Cilem této prace je mimo jiné vyzkum S-pakovaciho barveni distanc¢nich grafi.
Distan¢ni graf G(D) s distanéni mnozinou D = {ds,...,dy},d; e Nyi=1,... k,
je graf s mnozinou Z jakozto mnozinou vrcholt a hrany jsou mezi vrcholy ¢, 7 pravé
tehdy, kdyz |i—j| € D, kde 7,j € Z. Poznamenejme, Ze distanc¢ni graf s distanéni
mnozinou D = {1} je nekoneéna cesta P,, a distan¢ni graf s D = {1,2,3,...,k}
je k-t4 mocnina nekonecné cesty P.

V této praci budeme rovnéz pouzivat tato znaceni: Symbolem e znac¢ime Eu-
lerovo ¢islo. Nejvétsi spolecny délitel nsd(zy, xo, . . ., xy) Cisel x1, xo, . .., x) je nej-
veétsi prirozené cislo takové, ze beze zbytku déli ¢isla x1,xs, ..., xx. Symbolem

a | b (resp. a{b) minime, Ze ¢islo b lze (resp. nelze) délit ¢islem a beze zbytku.



3 Typy barveni

V této kapitole jsou popsany typy barveni, na které se tato prace zameéruje.
Konkrétné se jedna o pakovaci barveni, distan¢ni barveni a S-pakovaci barveni,

které zobecnuje predchozi typy barveni.

3.1 Pakovaci barveni

Pakovacim barvenim minime funkei f, kterd pfifazuje mnoziné vrcholi V(G)
barvy (hodnoty) z mnoziny N tak, Ze vrcholy obarvené barvou i jsou ve vzda-
lenosti vétsi nez i. Tedy plati Vz,y € V(G) : f(z) = f(y) = 1 = distg(z,y) >
iproi=1,23,.... Rekneme, Ze pakovaci barveni grafu G je fadu k, pokud bar-
veni vyuziva barvy (hodnoty) {1,2,...,k}. Nejmensi ¢islo k, pro které existuje
pakovaci barveni fadu k£ grafu G nazveme pakovacim chromatickym ¢islem grafu
G a znacime jej x,(G).

Toto barveni lze téz definovat pomoci pakovacich tiid. Pakovaci tfidou X;,
1 =1,2,..., ozna¢ime mnozinu obsahujici vrcholy, které jsou ve vzajemné vzdale-
nosti vétsi nez i. Pakovacim barvenim fadu £k grafu G rozumime rozklad mnoziny
vrcholi V(G) grafu G na pakovaci t¥idy Xi, Xs,..., Xk, kde vrcholy tfidy X;
jsou obarveny barvou i (¢ = 1,...,k). Pakovaci t¥idy Xj,..., X} jsou po dvou
disjunktni a |Jf_, X; = V(Q).

3.2 Distan¢ni barveni

Distan¢nim barvenim s parametrem d (zkracené d-distanénim barvenim) mi-
nime funkci f, kterd pfifazuje mnoziné vrcholia V(G) barvy (hodnoty) z mnoZiny
N tak, ze vrcholy obarvené stejnou barvou jsou ve vzajemné vzdalenosti vetsi
nez d. Tedy plati Vz,y € V(G) : f(z) = f(y) = distg(z,y) > d, kde d € N.
Cislo d nazveme parametr distanéniho barveni. Rekneme, Ze distanéni barveni
s parametrem d grafu G je fadu k, pokud barveni vyuziva barvy (hodnoty)
{1,2,3,...,k}. Nejmensi ¢islo k, pro které existuje distanéni barveni s parame-
trem d grafu G pomoci k barev, nazveme d-distan¢nim chromatickym cislem

a znacime jej xq(G).

3.3 S-pakovaci barveni

S-pakovaci barveni zobectiuje mnoho vrcholovych barveni (napiiklad pfipustné

barveni, pakovaci barveni a distan¢éni barveni).



Necht S = (aq,as,...) je neklesajici sekvence piirozenych ¢isel a; > 1, i =
1,2,.... Potom S-pakovacim barvenim grafu G rozumime funkci f, kterd pfita-
zuje mnoziné vrcholtt V(G) barvy (hodnoty) z mnoziny N tak, Ze vrcholy s bar-
vou i musi byt ve vzdéalenosti vétsi nez a;. Tedy plati Vz,y € V(G) : f(z) =
fly) = 1 = distg(z,y) > a; proi = 1,2,3,.... Graf G nazveme S-obarvitelny,
jestlize existuje S-pakovaci barveni grafu G pro danou sekvenci S. Rekneme,
ze S-pakovaci barveni grafu G je fadu k, pokud barveni vyuziva barvy (hodnoty)
1,2,...,k. Nejmensi ¢islo k, pro které existuje S-pakovaci barveni fadu k grafu
G, nazveme S-pakovacim chromatickym ¢islem grafu G a znac¢ime jej ys(G).

Toto barveni lze téz definovat pomoci pakovacich t¥id. Pakovaci tfidou X,,,
1 =1,2,..., oznacime mnozinu obsahujici vrcholy, které jsou ve vzajemné vzdale-
nosti vétsi nez a;; Casto takovou pakovaci t¥idu nazyvame a;-pakovaci tiidou. Pa-
kovacim barvenim fadu k rozumime rozklad mnoziny vrcholt V(G) grafu G na pa-
kovaci tiidy X,,, Xa,, - -, Xa,, kde vrcholy tfidy X, jsou obarveny barvou i (i =
1,..., k). Pakovaci tiidy X,,, ..., X,, jsou po dvou disjunktni a Ule X., = V(G).

Poznamenejme, jak jiz bylo feceno diive, ze je-1i S = (1,1,...), potom se jedna
o klasické pifipustné barveni, je-li S = (1,2,3,...), potom se jedna o pakovaci
barveni a je-li S = (d,d,d,...), potom se jedna o distan¢ni barveni s parametrem

d.



4 Zpracovani znamych vysledki v oblasti pako-

vaciho barveni

Pakovaci barveni je specidlni typ S-pakovaciho barveni, ve kterém je S ve
tvaru aritmetické posloupnosti (1,2,3,...). Na zacatku této kapitoly uvedeme
néktera ziejma tvrzeni.

Pakovaci chromatické ¢islo x,(G) grafu G lze zespoda odhadnout chromatic-
kym ¢islem x(G) grafu G, tedy pro libovolny graf G plati x(G) < x,(G) [24]. Déle
lze pro spodni odhad pakovaciho chromatického ¢isla grafu G vyuzit pakovaciho

chromatického ¢isla jeho podgrafu H.
Tvrzeni 4.1 [24]. Necht G je graf a H jeho podgraf. Potom x,(H) < x,(G).

Trividlni horni mezi pakovaciho chromatického ¢isla grafu G' fadu n je n, ne-
bot kazdému vrcholu lze pfifadit jednoznac¢né celé ¢islo mezi 1 az n. Tedy plati
X,(G) < n. Této horni meze nabyva napiiklad pakovaci chromatické ¢islo plnych
grafu K, [9]. Vétsina grafi ma vyrazné nizsi pakovaci chromatické ¢islo nez n. Pro

presnéjsi odhad pakovaciho chromatického ¢isla lze vyuzit pokryvaci ¢islo .

Tvrzeni 4.2 [24]. Necht G je graf a B(G) pokryvaci ¢islo grafu G. Potom
X,(G) < B(G) + 1. Rovnost nastdva pro graf s primérem 2.

Bipartitni grafy s primérem 3 maji hodné blizké pakovaci chromatické ¢islo
pakovacimu chromatickému ¢islu grafti s primérem 2 a jeho hodnota témér od-

povida pokryvacimu ¢islu 3.

Tvrzeni 4.3 [24]. Necht' G je bipartitni graf priiméru 3. Potom 3(G) < x,(G) <
B(G) + 1.

Nyni se budeme vénovat pakovacimu barveni zakladnich t¥id grafi. Timto
tématem se zabyvali pfedevsim Goddard a spol. v ¢lanku [24]. Pro cestu P, na
n vrcholech dokdzali, Ze x,(FP,) = 2 pro 2 < n < 3 a x,(P,) = 3 pron > 4
[24]. Pro kruznici C,, ur¢ili pakovaci chromatické ¢islo rovno 3, je-li n = 3 nebo
n = 4l pro | € N, a rovno 4 v ostatnich piipadech [24]. Déale dokazali, ze graf
G ma pakovaci chromatické ¢islo 2 pravé tehdy, kdyz G je hvézda Ky, [24].
Poznamenejme, Ze tento vysledek vyhovuje tvrzeni 4.2, nebot hvézdy jsou grafy
priuméru 2 a pokryvaci ¢islo S(K;,) = 1. Tedy x,(Ki,) =1+1=2.

Dalsi skupinou grafti, kterou se Goddard a spol. zabyvali, byly stromy. Urcili

horni mez pakovaciho chromatického ¢isla libovolného stromu 7'.



Véta 4.4 [24]. Necht T je strom fadu n. Potom

< (n+7)/4, je-lin # 4;8,
Xp(T) ..
<n/4+2, jinak.

Dalsim jejich vysledkem jsou nésledujici véty pro stromy s priimérem 3, res-

pektive 4.
Tvrzeni 4.5 [24]. Necht' T' je strom priiméru 3. Potom x,(T") = 3.

Klicovym aspektem pro urceni pakovaciho chromatického ¢isla stromi s prii-
mérem 4 je pocet tézkych a lehkych sousedi takzvaného centralniho vrcholu (vr-
chol, ktery ma od vSech ostatnich vrcholii vzdélenost nejvyse 2). Poznamenejme,

ze vrchol je tézky, ma-li stupen 4 nebo vice, a lehky v ostatnich pripadech.

Tvrzeni 4.6 [24]. Necht' T je strom priiméru 4 s centralnim vrcholem v. Necht
n; zna¢i pocet sousedii vrcholu v stupné i (i = 1,2,3), a necht L znaci pocet

tézkych sousedii vrcholu v. Je-li L = 0, potom

4, je—]ing 22 an;+ne+ns 23,
Xo(T) =

3, jinak,
a pokud L > 0, potom

L+ 3, je-ling>1any +ng+ng > 2,
Xo(T) = L+1, je-lingy =ny =mn3 =0,
L+ 2, jinak.

Dalsi, kdo se zabyval problematikou pakovaciho chromatického ¢isla stromi
byl Sloper [41]. Uplny binarni (resp. ternarni) strom je strom, kde kazdy vrchol
s vyjimkou listii a specidlniho vrcholu - tzv. kofene - ma pravé tii (resp. ¢tyii)
sousedy, kofen mé pravé dva (resp. tii) sousedy a vSechny listy maji stejnou
vzdalenost ke kofenovému vrcholu. Sloper dokazal, ze kazdy tplny binarni strom
fadu n > 7 lze obarvit nejvyse 7 barvami [41]. Oproti tomu nekoneény Gplny
ternarni strom 7', nelze obarvit koneénym poctem barev, tedy x,(7") = oo [41].

Goddard a spol. [24] se dale zabyvali pakovacim chromatickym ¢islem hy-
perkrychli @,,. Pro n = 1,...,5 urcili pfesné hodnoty - viz nasledujici véta 4.7.

Poznamenejme, ze Q)1 = P, a Q2 = Cy.

Tvrzeni 4.7 [24]. Necht Q),, je hyperkrychle dimenze n. Potom x,(Q1) = 2,
XP<Q2) =3, Xp(QB) =9, Xp(Q4) =Ta XP(Q5> = 15.



ptvodni meze x, z [24] | vylepSené meze x, z [45]
132 < x,p(Q9) = 219 198 < x,(Qo)
285 < x,(Q10) > 441 395 < X,(Q10)
610 < x,(Qu1) > 881 794 < X,(Qu)

Tabulka 1: Porovnani odhadt x,(Q,) pro n =9,10 a 11 z [24] a [45].

Pfesné pakovaci chromatické ¢islo hyperkrychli Qg, Q7 a Qg bylo urcéeno Torre-
sem a Valencia-Pabonem [45]. Dokazali, ze x,(Qs) = 25, x,(Q7) =49 a x,(Qs) =
95. Dalsim jejich vysledkem bylo zlepseni spodni meze pakovaciho chromatického
Cisla pro Qg, Q190 a Q11 z ¢lanku [24]. Pivodni a vylepSené meze pakovaciho
chromatického ¢isla hyperkrychle @), pro n = 9,10 a 11 jsou uvedeny v tabulce
1.

Nyni uvazujme hyperkrychli @),, libovolné dimenze n. S rostoucim n se zvétsuje
i hodnota pakovaciho chromatického ¢isla. Goddard a spol. urc¢ili asymptotic-
kou horni mez pakovaciho chromatického ¢isla hyperkrychle Q,,. Dokazali, ze
Xo(@n) < 2+ (5 — 55)2" [24]. Torres a Valencia-Pabon [45] tento vysledek zle-

2
psili.

Véta 4.8 [45]. Necht (), je hyperkrychle dimenze alespor 4. Potom x,(Q);,) <
3422 — se) — 2157

~ gllogg n] 2

4.1 Pakovaci barveni Kartézskych souc¢ini a nekoneénych
siti

Tato kapitola se vénujme Kartézskému soucinu nekonecné cesty P, a libo-
volného grafu G, respektive cesty P,, a dale se vénuje nekoneénym sitim, kon-
krétné étvercové siti Z? jakozto Kartézskému soucinu P[P, krychlové siti Z3
jakozto Kartézskému soucinu P, [1P, [P, trojihelnikové siti 7T, Sestitthelnikové
siti H a dalsim Kartézskym souciniim jiz zminénych grafi.

Fiala a spol. [20] dokézali, Ze pro Kartézsky soucin nekonecné cesty P, a libo-

volného grafu G je pakovaci chromatické ¢islo konecné. Kartézsky soucin PP,

lze dokonce obarvit pouze péti barvami.

Tvrzeni 4.9 [24]. Necht PP, je Kartézsky soucin cesty P, a nekonecné
cesty P.,. Potom x,(P,0P,) = 5.



Kartézsky soucin dvou nekone¢nych cest Z? = P, [P, (tj. nekone¢na ¢tver-
cova sit) je velmi zkoumanym grafem z hlediska uréeni rtznych chromatickych
¢isel, véetné pakovaciho. Pro pakovaci chromatické ¢islo Z? zatim neni znama
pfesnd hodnota. Prvni odhad pakovaciho chromatického &sla grafu Z? pochazi
od Goddarda a spol.. Dokézali, ze 9 < x,(Z?) < 23 [24]. Fiala, Klavzar a Lidicky
[20] zlepsili spodni hranici na 10. Néasledné ji Ekstein a spol. [16] zlepsili na 12.
Soukal a Holub dokazali, ze x,(Z*) < 17 [42]. Pomoci jejich vysledku, autofi Mar-
tin a spol. [36] zuzili odhad pakovaciho chromatického ¢isla na 13 < y,(Z?) < 15.

Véta 4.10 [36]. Necht Z? je nekonecna ¢tvercovd sit. Potom 13 < y,(Z*) < 15.

Nyni uvazujme Kartézsky soucin P,(0Z%. Fiala a spol. [20] dokézali, Ze jiz dvé
vrstvy nekoneéné ¢tvercové sité (tedy Kartézsky soucin P,[Z?), nelze obarvit

kone¢nym poctem barev.

Vé&ta 4.11 [20]. Necht Z? je nekonecnd ctvercova sit a P, cesta sn > 2. Potom
Xp(P,0Z*) = 0.

Poznamenejme, Ze vysSe zminéna véta 4.11 zahrnuje i graf nekonec¢né krychlové
sité Z3 (zvolime-li n = o0), nebot Z3 = P, [(0Z>.
Nasledujici véty se zabyvaji pakovacim barvenim nekonecnych siti, konkrétné

trojuhelnikové T a Sestitthelnikové H.
Véta 4.12 [21]. Necht T je nekonecna trojithelnikova sit. Potom x,(T) = oc.

Na rozdil od nekonec¢né trojihelnikové sité 7, pakovaci chromatické ¢islo ne-
kone¢né Sestithelnikové sité H konecéné je. Bresar, Klavzar a Rall [9] dokazali jeho

spodni a horni odhad.
Véta 4.13 [9]. Necht H je nekonecna Sestitthelnikova sit. Potom 6 < x,(H) < 8.

Fiala a spol. [20] snizili horni mez na 7 a tuto hodnotu nasledné Korze a Vesel
[32] potvrdili jako pfesnou hodnotu, tedy x,(#) = 7. Dale Fiala a spol. dokézali,
ze nelze obarvit Sest vrstev nekonecné Sestithelnikové sité (tedy Kartézsky soucin

Ps[OH) koneénym pocétem barev.

Véta 4.14 [20]. Necht H je nekonecnéd Sestitihelnikova sit a P, cesta s n > 6.
Potom x,(P,0H) = oc.

Bresar a spol. [9] dokézali nésledujici spodni odhad pakovaciho chromatic-
kého ¢isla Kartézského soucinu grafu G a tplného grafu K,, pomoci pakovaciho

chromatického disla grafu G.



Véta 4.15 [9]. Necht G je souvisly graf, x,(G) pakovaci chromatické ¢islo grafu
G a K, tplny graf fadu alespon 3. Potom x,(GUK,,) > nx,(G) — (n—1)diam(G).

Zminénou vétu 4.15 lze vyuzit i pro spodni odhad pakovaciho chromatického ¢isla

hyperkrychli @),,. Nahlizime-li na (),, jako na Kartézsky soucin @),,_1[JK5, potom
Xo(@n) > 2x,(Qp—1) — (n—1) pron > 2 [9].

4.2 Pakovaci barveni podrozdéleni grafa

Dalsi skupinou grafi, pro kterou uvadime znamé vysledky ohledné pakovaciho
chromatického ¢isla jsou podrozdéleni grafii. Podrozdéleni grafu GG, které znacime
5(G),
vznikne z grafu G nahrazenim kazdé hrany zy grafu G cestou délky 2. Presnou
hodnotu pakovaciho chromatického ¢isla pro podrozdéleni S(G) bipartitniho grafu
G dokézali Goddard a spol. v [24].

Tvrzeni 4.16 [24]. Necht S(G) je podrozdéleni bipartitniho grafu G. Potom
Xp(5(G)) = 3.

Vrcholy podrozdéleni S(G) bipartitniho grafu G (s disjunktnimi mnozinami
A, B) rozdélime do tii pakovacich tiid Vi, Vo a Vi, tak aby Va,y € V(V;) :
distg(e)(x,y) > i. Vrcholy pakovaci tfidy V; obarvime barvou i. Pakovaci tfidu
V1 tvoii vrcholy, které obsahuje podrozdéleni S(G), ale ne G (maji od sebe vzda-
lenost vzdy 2). Pakovaci t¥idy V5 a V3 tvoii vrcholy biparitniho grafu, mnozina
Vo = A a V3 = B (vrcholy v mnozinadch V5, V3 v podrozdéleni S(G) maji od
sebe vzdélenost vzdy alespon 4). Dalsi, kdo se zabyval problematikou pakova-
ciho barveni podrozdéleni grafii byl Bresar a spol. [9]. Dokazali pfesnou hodnotu

pakovaciho chromatického ¢isla podrozdéleni uplnych grafi K,.

Tvrzeni 4.17 [9]. Necht K, je tplny graf fadu alesponn 3 a S(K,) je jeho
podrozdéleni. Potom x,(S(K,)) =n+ 1.

Poznamenejme, Ze pro n = 2 vyse uvedené tvrzeni neplati, jelikoz x,(S(K3)) = 2.

Dalsim jejich vysledkem byl odhad pakovaciho chromatického ¢isla podroz-
déleni S(G) obecného grafu G. Pro spodni odhad vyuzili klikovosti w(G) grafu G
a pro horni odhad pakovaciho chromatického ¢isla x,(G) grafu G.

Véta 4.18 [9]. Necht G je graf fddu alesponi 3 a S(G) je jeho podrozdéleni.
Potom w(G) +1 < x,(S(G)) < x,(G) + 1.
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Obrazek 1: Kubicky graf fadu 24 s pakovacich chromatickym ¢islem 11 [23].

4.3 Pakovaci barveni kubickych a subkubickych graft

Tato kapitola se zabyva pakovacim barvenim kubickych a subkubickych grafi.
Pripomenme, ze graf nazveme kubickym, maji-li vSechny jeho vrcholy stupen
pravé 3, a subkubickym, jsou-li stupné vsech vrcholt nejvyse 3.

Otézka, zda kubické grafy maji kone¢né pakovaci chromatické ¢islo nebo ne,
byla zkouména Goddardem a spol. [24], nicméné nedokézali najit odpovéd. Gas-
tineau a Togni [23] nasli kubicky graf fadu 24 s pakovacim chromatickym ¢islem
11 (viz obrazek 1) a dale dokazali existenci kubického grafu s pakovacim chroma-
tickym ¢islem 13 [23].

Bresar a spol. [11] dokézali, Ze existuje kubicky graf G s x,(G) > 14. Existenci
kubickych grafii s libovolné velikym pakovacich chromatickym c¢islem dokazali
Balogh a spol. [2], ktefi navic dokazali, ze ,mnoho“ kubickych grafi mé ,vysoké®

pakovaci chromatické ¢islo.

Véta 4.19 [2]. Necht k > 12 a g > 2k + 2. Potom témér kazdy kubicky graf G

fadu n s obvodem alespori g ma x,(G) > k.

Subkubickym grafiim se vénovali Bresar a Ferme v [8], ktefi zkonstruovali
t¥idu subkubickych grafi s neomezenym pakovacim chromatickym ¢islem. Balogh
a spol. v [3] dokazali, Ze pakovaci chromatické ¢islo podrozdéleni subkubického
grafu je nejvyse 8.

Dalsimi podtiidami subkubickych graft, které maji konecné pakovaci chroma-
tické ¢islo, jsou napiiklad nekoneéné hexagondlni sit H (viz véta 4.13), subkubické
stromy [41] nebo tzv. Sierpinského grafy zakladu 3, kterymi se zabyvaji ¢lanky
[10] a [14]. Sierpifiského graf zdkladu 3 zna¢ime symbolem S*. Pro k = 0 je
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S% = K. Pro k > 1 méa graf S* mnozinu vrcholi V(S*) = {0,1,2}* a mnoZina
hran je definovana rekurzivné jako H(S*) = {{is,it} : i € {0,1,2},{s,t} €
H(SN)Y u {{ijk1, ji* 1} 14,5 € {0,1,2},i # j}. Bresar a spol. [10] dokézali,
ze Xo(S') = 3,x,(5?) =5 a x,(5%) = x,(5*) = 7. Pro k > 5 pouze omezili
pakovaci chromatické ¢islo hodnotami 8 a 9. Piesnou hodnotu x,(S*) dokézali

Deng a spol..

Véta 4.20 [14]. Necht S* je Sierpiniského graf zékladu 3 a k > 5. Potom
x,(S%) = 8.

Subkubické vnéjskoveé rovinné grafy téz patii do skupiny grafi s konecnym
pakovacim chromatickym ¢islem. Vnéjskové rovinny graf G je graf, ktery ma ro-
vinné nakresleni takové, ze vSechny jeho vrcholy lezi na vnéjsi sténé. Pokud je
graf G 2-souvisly, potom ho lze znazornit pomoci hrani¢ni kruznice C', na které
lezi vSechny vrcholy grafu G a zarover se zadné dvé chordy (tj.hrany mezi dvéma
vrcholy G, které nesousedi na vnéjsi sténé) nekiizi. Chordy rozdéluji vnittek kru-
znice C' na stény grafu. Sténu F' nazveme vnitini sténou, pokud obsahuje vice
nez dvé chordy.

Gastineau, Holub a Togni [22] se vénovali pakovacimu barveni subkubickych
vnéjskové rovinnych grafti. Dokazali, Zze pakovaci chromatické ¢islo subkubického

vnéjskové rovinného grafu G lze omezit funkci po¢tu vnitinich stén grafu G.

Véta 4.21 [22]. Necht G je souvisly subkubicky vnéjskové rovinny graf s r (bez
vnéjsi) sténami. Potom x,(G) < 9-6" — 2.

Dale pro 2-souvislé subkubické vnéjskové rovinné grafy (s r vnitfnimi sténami)
shora omezili pakovaci chromatické ¢islo funkei 17 - 63" — 2 [22]. Uvedenou horni
mez v predchozi vété lze snizit pro specialni podtiidy 2-souvislych subkubickych

vnéjskové rovinnych grafti na 51, resp. 15.
Véta 4.22 [22]. Necht G je 2-souvisly subkubicky vnéjskové rovinny graf s pies-

né 1 vnitfni sténou. Potom x,(G) < 51.

Tvrzeni 4.23 [22]. Necht G je 2-souvisly subkubicky vnéjskové rovinny graf
bez vnitini stény. Potom x,(G) < 15.

4.4 Pakovaci barveni distan¢nich grafa G(D)

Nasledujici véty se tykaji pakovaciho barveni distanc¢nich grafti. Pfipomenme,
ze distanéni graf G(D) s distanéni mnozinou D ma mnozinu Z jakoZto mnoZzinu

vrcholii a hrany jsou mezi vrcholy ¢, j € Z pravé tehdy, kdyz |i — j| € D.
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Pakovacim barvenim distan¢nich grafii se zabyval jako prvni Togni [44]. Doké-
zal, ze pro distanéni graf G(D) s D jakozto kone¢nou podmnozinou N je pakovaci
chromatické ¢islo konecéné [44].

Poznamenejme, ze v pfipadé D = {1}, je distanénim grafem G(D) nekone¢na
cesta, jejiz pakovaci chromatické ¢islo je 3 [24]. Pro distanéni graf G(D) s distanéni
mnozinou D = {1, ¢} urcuje horni mez pakovaciho chromatického ¢isla nasledujici

véta.

Véta 4.24 [44]. Necht't, q jsou celd ¢isla. Potom

(

89, je-lit=2q+1,q > 35,

40, je-lit =2q+1,q > 223,
179, je-lit = 2q,q > 89,

81, je-lit =2q,q > 224,

29, je-lit=96qg+1,q > 1,

59, je-lit=96¢g+1+1,q > 1.

Xo(G({1,1})) <

Ekstein, Holub a Lidicky [17] zlepsili nékteré horni odhady ¢isla x,(G({1,t}))
z véty 4.24.

Véta 4.25 [17]. Necht t > 575 je liché celé cislo. Potom x,(G({1,t})) < 35.
Necht't > 648 je sudé celé ¢islo. Potom x,(G({1,t})) < 56.

Déle dokazali spodni mez pakovaciho chromatického cisla distan¢éniho grafu

G(D)s D ={1,t} prot >9 [17].

Véta 4.26 [17]. Necht D = {1,t} je distanc¢ni mnozina grafu G(D) at > 9.
Potom x,(G({1,t})) > 12.

V nasledujici vété jsou uvedeny odhady, respektive presné hodnoty pakovaciho
chromatického ¢isla distanéniho grafu G({1,¢}) pro malé t.

Véta 4.27 [17], [44] Necht G(D) je distancni graf. Potom

Xo(G({1,2})) =
Xo(G({1,3})) =
147 < x, (G({1, 4})) < 15%
12° <3, (G({1,5})) <12 (x,(G({1,5})) = 12),
15* < x,(G({1,6})) < 23,
14* < x,(G({1,7})) < 15,
15* < x,(G({1,8})) < 25,
13* < x,(G({1,9})) < 18.
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Hodnoty oznacené symbolem ® jsou vysledky autorii Ekstein, Holub a Lidicky
[17], ostatni hranice pochdzi z [44].

Dalsi, kdo se zabyval velikosti pakovaciho chromatického cisla distanc¢nich
grafi s distanéni mnozinou D = {1,t¢} byli Shao a Vesel [39]. Snizili horni mez
pakovaciho chromatického ¢isla grafu G({1,4}) z 15 (viz véta 4.27) na 14, a tedy
dokéazali, ze x,(G({1,4})) = 14 [39]. Déle snizili horni mez x,(G({1,6})) z 23
(viz véta 4.27) na 16 [39].

Nyni uvazujme distancni mnozinu D = {2,t}. Pro ¢t = 3 Togni [44] dokazal,
ze 11 < x,(G({2,3})) < 13. Tento odhad zlepsili Ekstein, Holub a Togni [18],
ktefi dokazali pfesnou hodnota pakovaciho chromatického ¢isla grafu G({2,3}).

Véta 4.28 [18]. Necht G({2,3}) je distanc¢ni graf. Potom x,(G({2,3})) = 13.

Shao a Vesel [39] shora omezili x,(G({2,5})) na 15. Spodni odhad x,(G({2,5}))
hodnotou 14 je vysledkem autort Ekstein a spol. [18], tedy 14 < x,(G({2,5})) <
15.

Nyni uvazujme obecnou dvouprvkovou distanéni mnozinu D = {k,t} pro
t > 9. Ekstein a spol. [18] dokazali, ze pakovaci chromatické ¢islo x,(G(D))
je alespon 12 a dale shora omezili pakovaci chromatické ¢islo distanc¢nich grafi
G(D).

Véta 4.29 [18]. Necht G(D) je distancni graf s distancni mnozinou D = {k,t},
kde k at jsou nesoudélna. Potom x,(G({k,t})) < 56, je-lIi k liché at > 898 sudé,
nebo je-li k sudé a t > 923 liché.

Pro specialni volbu £ a t 1ze odhady ve vété 4.29 snizit. Ekstein, Holub a Togni
[18] dokézali, ze jsou-li k, t licha nesoudélna ¢isla at > 825, potom x,(G({k,t})) <
30. Poznamenejme, ze pro k£ = 1 zminéné tvrzeni zlepsuje vysledek uvedeny ve
vété 4.25.

V nésledujici vété jsou uvedeny horni odhady pakovaciho chromatického cisla

distanc¢nich grafd G(D) pro mala k, .

Véta 4.30 [39]. Necht G(D) je distanc¢ni graf. Potom

Xp(G({3,4})) < 15,
Xo(G({3,8})) < 15,
Xo(G({4,5})) < 15,
Xo(G({5,6})) <17,
Xp(G({7,9})) < 16.

Pakovacim barvenim distan¢nich grafi G(D) s tfiprvkovou distanéni mnozi-
nou D = {1,2,3} se zabyval Togni, ktery dokazal, ze 17 < x,(G(D)) < 23 [44].
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5 Zpracovani znamych vysledkti v oblasti dis-

tancniho barveni

Distan¢ni barveni s parametrem d, neboli d-distan¢ni barveni je specialni pri-
pad S-pakovaciho barveni se sekvenci S = (d,d,d,d,...,d). Pro d = 1 se jed-
na o klasické ptipustné barveni grafu a 1-distan¢ni chromatické cislo x; odpovida
chromatickému é&islu y. Poznamenejme, Ze ptipustné barveni grafu G?, kde G*
znaci druhou mocninu grafu G, odpovida 2-distanénimu barveni grafu G, a tedy
pro libovolny graf G plati x»(G) = x(G?). P¥ipustnému barveni, jak jiz bylo
feceno diive, se zde vénovat nebudeme. V néasledujicim textu uvazujeme d > 2.

Pro spodni odhad d-distan¢niho chromatického ¢isla grafu G 1ze vyuzit (d—1)-
chromatického cisla grafu G nebo d-distanéniho chromatického c¢isla podgrafu
H grafu G (viz néasledujici tvrzeni, kterd jsou disledky pozorovani 6.2 a 6.1,

uvedenych v kapitole 6).

Tvrzeni 5.1 [26]. Necht G je graf. Potom x.-1(G) < xa4(G).

Tvrzeni 5.2 [26]. Necht G je graf a H jeho podgraf. Potom xq4(H) < xa(G).

Stejné jako u pakovaciho barveni, i zde je horni mez distan¢niho chromatického
¢isla grafu G fadu n rovna n a této meze se nabyva pro tplné grafy K,,. Pfiroze-
nou spodni hranici 2-distanéniho chromatického ¢isla grafu G je A(G) + 1, nebot
kazdy vrchol a jeho sousedé musi byt obarveni vzajemné rtiznymi barvami. Po-

znamenejme, zZe tato hranice plati i pro d-distan¢ni chromatické ¢islo, kde d > 2.

5.1 Distan¢ni barveni s parametrem d = 2

Tato kapitola se zabyva 2-distan¢nim barvenim grafii. Pfipomenme, ze 2-
distan¢ni barveni odpovida S-pakovacimu barveni se sekvenci S = (2,2,2,...).
Distan¢nimu barveni s parametrem d = 2 zakladnich t¥id graf se vénovali God-
dard a Xu v ¢lanku [26]. Pro cestu P libovolné délky a kruznici C délky 3/ (I € N)
dokazali, ze x2(P) = x2(C) = 3.

Antonucci [1] dokézal spodni mez 2-distan¢niho chromatického ¢isla grafu G,

neobsahujici kruznice délky 3 a 4, jako funkci poc¢tu hran a fadu grafu G.

Véta 5.3 [1]. Necht G je graf fddu n s m hranami, a necht G neobsahuje
kruznice délky 3 a 4. Potom x2(G) > n3/(n® — 4m?).
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5.1.1 Distanc¢ni barveni s parametrem d = 2 rovinnych a subkubickych

rovinnych grafi

Problematika 2-distan¢niho barveni je intenzivné zkoumana jiz nékolik desitek
let, pfedevsim pro rovinné grafy. Wegner [46] se zabyval 2-distanénim barvenim
rovinnych a subkubickych rovinnych graf. V roce 1977 dokazal, ze xo(G) < 8

pro subkubické rovinné grafy G a vyslovil nasledujici hypotézu pro rovinné grafy.

Hypotéza 5.4 [46]. Necht G je rovinny graf. Potom

7, je-li A(G) = 3,
x2(G) < A(G) +5, je-li 4 < A(G) <7,

13A(G)/2], je-li A(G) > 8,

Tato hypotéza byla pro subkubické rovinné grafy dokazana roku 2017 v ¢lanku
[27].

Véta 5.5 [27]. Necht G je subkubicky rovinny graf. Potom x»(G) < 7.

Horni mez 2-distan¢niho chromatického c¢isla subkubickych rovinnych grafi
s dostatecné velikym obvodem lze snizit na 5 (resp. 4). Borodin a Ivanova [6] (resp.
[7]) dokézali, Ze x2(G) < 5 (resp. < 4) pro subkubicky rovinny graf s obvodem
alesporti 12 (resp. 24). Poznamenejme, Ze 4 je nejlepsi mozné horni hranice, nebot
vrchol stupné 3 a jeho sousedé musi byt obarveni vzajemné riiznymi barvami.

Dalsi, kdo se zabyval 2-distanénim barvenim rovinnych grafi byl Wong [47].
Dokazal horni mez 2-distan¢niho chromatického ¢isla pro libovolny rovinny graf

jako funkci maximalniho stupné grafu.

Véta 5.6 [47]. Necht G je rovinny graf s maximalnim stupném A(G). Potom
X2(G) < 3A(G) +5.

Autofi van den Heuvel a McGuinness [28] vylepsili horni odhad x2(G) pro rovinny
graf G's A(G) > 20 na 2A(G) 4+ 25. Molloy a Salavatipour [37] snizili horni odhad
2-distan¢niho chromatického ¢isla rovinného grafu G na [5/3A(G)] + 78. Navic
pro A(G) > 241 dokazali, ze x2(G) < [5/3A(G)]+25. Bu a Lv [12] shora omezili
X2(G) rovinnych grafi s A(G) > 15 a bez kruznic délky3, 4 a 7 na A(G)+4. Boro-
din a spol. [5] a Dvorak a spol. [15] sniZili horni mez 2-distan¢niho chromatického
¢isla na A(G)+ 1 pro rovinné grafy G s dostateéné velkym maximalnim stupném
A(G) a obvodem alespon 7.
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5.1.2 Distan¢ni barveni s parametrem d = 2 Kartézskych soucinii a
siti
Tato kapitola se zabyva 2-distanénim barvenim r-dimenzionélnich siti G, (n4,
...,n,) jakozto Kartézkym soucinem P, 0OF,,00...F, , kde n; > 2 pro i =
1,2,...r. Dale barvenim nekoneénych siti, konkrétné ¢tvercové Z2, trojuhelni-
kové T a Sestitthelnikové H.
Fertin a spol. [19] uré¢ili 2-distan¢ni chromatické ¢islo grafu G.(ng,...,n,)

s vyuzitim parametru 7.

Véta 5.7 [19]. Necht G.(nq,...,n,) je r-dimenzionalni sit' s r > 1. Potom
x2(Gr(ny, ... ny)) = 2r + 1.

Diisledkem véty 5.7 pro r = 2 je x2(Z*) = 5 [19]. Pro nekone¢nou trojihelnikovou
sit T je 2-distan¢ni chromatické ¢islo rovno 7 a pro nekonec¢nou Sestitthelnikovou
sit ‘H rovno 4. Tyto hodnoty jsou ziskany jako dusledky vét 5.19 a 5.20 pro d = 2,
které budou uvedeny v kapitole 5.2.

5.1.3 Distanéni barveni s parametrem d = 2 distan¢nich grafa G(D)

Tato kapitola se zabyva 2-distan¢nim barvenim distan¢nich grafa G(D). Pfi-
pomenme, ze 2-distan¢ni barveni grafu G odpovida pripustnému barveni grafu
G?, kde G? je druh4 mocnina grafu G.

Distan¢ni graf G(D) s distan¢éni mnozinu D = {1, ..., k} odpovida grafu P*
tedy k-té mocniné nekonecné cesty. Pro tyto grafy dokazali Benmedjdoub a spol.

[4], ze 2-distan¢ni chromatické ¢islo nabyva nejnizsi mozné hodnoty, tedy A + 1.

Véta 5.8 [4]. Necht G(D) je distan¢ni graf s distanéni mnozinou D = {1, 2,
... k}, kde k > 2. Potom x2(G(D)) =2k +1=A(G(D)) + 1.

Stejni autofi se zabyvali téZ distan¢nimi grafy s distanéni mnozinu D = {1, a},

kde a > 3 (pfipad a = 2 zahrnuje véta 5.8).

Véta 5.9 [4]. Necht G(D) je distanc¢ni graf s distancéni mnozinou D = {1,a},
kde a > 3. Potom

5, je-li a = 2 (mod 5) nebo a = 3 (mod 5),
(G(D) ={ el =2 (mod 9 (mod 9
6, jinak.
Déle uvazujme distanéni mnozinu tvaru D = {1,a,a + 1}, kde a > 3 (ptipad

a = 2 opét zahrnuje véta 5.8). Dalsim vysledkem Benmedjdouba a spol. byl horni
odhad 2-distan¢niho chromatického ¢isla grafu G(D). Dokézali, ze x2(G(D)) <9
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Obrazek 2: Heawoodtv graf.

pro a > 3 [4]. A pro a = 2 (mod 7), a = 4 (mod 7) ur¢ili pfesnou hodnotu

2-distancniho chromatického ¢isla grafu G(D).

Véta 5.10 [4]. Necht G(D) je distan¢ni graf's distan¢éni mnozinou D = {1, a, a+
1}), kde a > 3. Potom x»(G(D)) = 7 pravé tehdy, kdyz a = 2 (mod 7) nebo
a=4 (mod 7).

Déle se zabyvali distan¢nimi grafy s distanéni mnozinou D = {1,...,m,a},
kde 2 < m < a (poznamenejme, ze pfipad a = m + 1 je opét zahrnut ve vété
5.8) a shora odhadli x5(G(D)). Dokézali, ze x2(G(D)) < 4m + 2 [4]. A pro
a=m+1 (mod 2m + 3), a =m + 2 (mod 2m + 3) uréili pfesnou hodnotu xs.

Véta 5.11 [4]. Necht G(D) je distancni graf s distan¢ni mnozinou D = {1, ...,
m,a}, kde 2 < m < a. Potom x3(G(D)) = 2m + 3 pravé tehdy, kdyz a =
m+ 1 (mod 2m + 3) nebo a = m + 2 (mod 2m + 3).

5.2 Distan¢ni barveni s parametrem d > 3

Prvni ¢ast této kapitoly obsahuje zndmé vysledky pro 3-distancéni chromatické
¢islo a druha cast je vénovana d-distan¢nimu chromatickému ¢islu.

F. Kramer a H. Kramer [33] se zabyvali 3-distan¢nim chromatickym ¢islem.
Dokazali, ze pro bipartitni graf GG 1ze shora odhadnout 3-distanc¢ni chromatické
¢islo pomoci maximalniho stupné grafu A(G) na 2(1+ A(G)(A(G) —1)). Dalsim
jejich vysledkem byl horni odhad 3-distan¢niho chromatického cisla bipartitniho
subkubického grafu hodnotou 14 [33]. Tato hranice nelze v jistém smyslu vylepsit.
Piikladem je Heawooduv graf (kubicky graf na 14 vrcholech s pramérem 3, viz
obrazek 2), ktery ma 3-distanéni chromatické ¢islo rovno 14.

Pro bipartitni subkubické rovinné grafy lze shora odhadnout 3-distanc¢ni chro-

matické ¢islo 8 [33]. Tato hranice opét nelze v jistém smyslu vylepsit. Existuji totiz
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kubické rovinné grafy s x3(G) = 8. Prikladem je 3-rozmérné hyperkrychle @3, je-
jiz primér je 3, a tudiz kazdy z osmi vrchold musi byt obarven jinou barvou.

Ptedchozi vysledky jsou shrnuty do nésledujici véty.

Véta 5.12 [33]. Necht G je graf.
(1) Je-li G bipartitni, potom x3(G) < 2(1 4+ A(G)(A(G) — 1)).
(2) Je-li G bipartitni (sub)kubicky, potom x3(G) < 14.

(3) Je-li G bipartitni (sub)kubicky a rovinny, potom x3(G) < 8.

F. Kramer a H. Kramer se téz zabyvali d-distan¢nim barvenim. Jsou autory
tvodniho ¢lanku [34] z roku 1969, ve kterém charakterizovali grafy s d-distanénim

chromatickym ¢islem d + 1.

Véta 5.13 [34]. Necht G je graf. Potom x4(G) = d+ 1 pravé tehdy, kdyz graf

G spliiuje jednu z nasledujicich podminek:
(1) |V|=d+1,
(2) G je cesta délky vétsi nez d,

(3) G je kruznice délky nasobku d + 1.

Poznamenejme, zZe tato véta urcuje d-distancni chromatické cislo cesty P, pro
n > d -+ 1 a kruznice C,, pro n =I(d + 1),l € N. Pfesnou hodnotu d-distan¢niho

chromatického ¢isla libovolné kruznice C' dokézali Niranjan a Srinivasa [38].

Véta 5.14 [38]. Necht C,, je kruznice na n vrcholech a r a l jsou cela ¢isla
takova, zen = I(d+ 1) +r, 0 <r < d+ 1. Potom xq(C,) =d+ 1+ [}].

Jendrol a Skupieni [31] odhadli d-distan¢ni chromatické ¢islo rovinnych grafi
na 6 + 33 (M — 1)1 — 1), kde M = max{8, A(G)}. Madaras a Marcinova
v [35] vylepsili horni odhad d-distan¢éniho chromatického ¢isla rovinnych grafi na
6+ 22 ((M — 1)4! — 1), kde M = max{12, A(G)}. Néasledn& Holub v ¢lénku
[29] uved] fadové lepsi odhad d-distanéniho chromatického ¢isla pro m-souvislé

rovinné grafy G priaméru diam(G).

Véta 5.15 [29]. Necht G je m-souvisly rovinny graf fadu n pruméru diam(G).
Necht' d < diam(G). Potom
n—1, je-li d = diam(G) — 1,

G) <
)= { n — (diam(G) — d = 2)m — 2, je-li d < diam(G) — 1.
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Sharp [40] jako prvni uvedl spodni hranici d-distanéniho chromatického ¢isla
obecného grafu G. Jeho vysledek byl vylepSen autory Niranjanem a Srinivasou
[38] - viz nasledujici véta 5.16. Poznamenejme, ze G, (resp. G,) znac¢i podgraf
grafu G, indukovany na vrcholech ve vzdélenosti nejvyse r € NU {0} od x (resp.

x nebo y).
Véta 5.16 [38]. Necht G je graf. Potom

d
Xd(G) > { maxzcv(Q@) |V( 52[ e—h d SUde

max,yen(q) |V (Gei )|, je-li d liché.

Déle Niranjan a Srinivasa [38] uréili spodni odhad d-distanéniho chromatic-

kého d¢isla stromn.

Véta 5.17 [38]. Necht T je strom. Potom

l\?\&.

Xd(T)Z{ maxgev(q) |V (1% d)| je-li d sudé,

maxXgyer(c) |V (Tey )|, je-li d liché.

5.2.1 Distan¢ni barveni s parametrem d siti

Tato kapitola se zabyva d-distanénim barvenim 2-dimenzionalni sité Gy (nq, no)
a nekonec¢nych siti, konkrétné étvercové Z?2, trojuhelnikové 7 a Sestitthelnikové H.

Fertin a spol. [19] se zabyvali d-distanénim chromatickym ¢islem téchto grafu.

Véta 5.18 [19]. Necht G(n1,ns) je 2-dimenzionalni sit a ny, ns jsou dostatecné
velika. Potom

(d+1)2+1

)2 . . 7z
= je-li d sudé,
G , fd 22
Xa(Ga(n1,n2)) { WP o 1 d liché.

Poznamenejme, Ze véta 5.18 plati i pro nekone¢nou étvercovou sit Z2. Sevéi-
kova [43] dokézala presnou hodnotu d-distan¢éniho chromatického ¢isla nekonecné

trojuhelnikové sité T .

Véta 5.19 [43]. Necht T je nekonecna trojihelnikova sit. Potom xq(T) =
[3(d+1)7].

Jacko a Jendrol [30] se zabyvali d-distanénim chromatickym ¢islem nekone¢né

Sestitthelnikové sité H.

Véta 5.20 [30]. Necht H je nekonecna Sestitihelnikova sit. Potom
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(1) xa(H) = [2(d + 1)%], je-li d liché,
(2) x2(H) =4,
(3) xa(H) =11,
(4) xs(H) = 20,

5) 3d? + 3d+ 2 < xq(H) < [2(d+ 2)?], je-li d > 8 sudé.
8 4 8 3

Poznamenejme, Ze symbol [z] ve vété 5.20 znaci celé ¢slo splitujicf z — § < [2] <

z + 1. Déle se domnivaji, Ze x4(H) nabyvé horni meze ve vété 5.20 (5), tedy
Xa(H) = [2(d + 3)?], kde d = 2k, k € N [30].
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6 Zpracovani znamych vysledka v oblasti

S-pakovaciho barveni

Nyni se budeme vénovat nejobecnéjsimu barveni v nasi praci, tedy S-pakova-
cimu barveni. Toto barveni zobectiuje mimo jiné predesla dvé barveni - pako-
vaci a distan¢ni. Definici jsme uvedli v kapitole 3 a zde pripomenme, ze S je
neklesajici posloupnost pfirozenych cisel a;,7 € N a S-pakovacim barvenim grafu
G rozumime funkci f, kterd pfifazuje mnoziné vrchola V(G) barvy (hodnoty)
z mnoziny N tak, Ze vrcholy s barvou ¢ musi byt ve vzdalenosti vétsi nez a;.
Nejmensi cislo k, pro které existuje S-pakovaci barveni grafu G' pomoci barev
1,2,...,k nazgvame S-pakovaci chromatické ¢islo a znacime jej xs(G).

Spodni hranici xs(G) lze odhadnout S-pakovacim ¢islem podgrafu H grafu
G.

Pozorovani 6.1 [26]. Necht H je podgraf grafu G a S neklesajici sekvence
pfirozenych cisel. Potom xs(H) < xs(G).

Horni hranici S-pakovaciho chromatického ¢isla Ize odhadnout pomoci S’-pakova-

ctho chromatického ¢isla, je-1i S ve v8ech ¢lenech mensi nebo rovna S’.

Pozorovani 6.2 [26]. Necht G je graf, S = (aj,as,...), S = (by,ba,...),
Xs'(G) =k aa; <b; proi=1,2,3,..., k. Potom xs(G) < k.

Poznamenejme, Ze je-li sekvence S ve vSech slozkach vétsi nebo rovna S’, potom
S’-pakovaci chromatické ¢islo bude spodnim odhadem yg. Obecnou horni hranici
S-pakovaciho chromatického ¢isla pro libovolnou sekvenci S a graf G fadu n je n
(viz pozorovani 6.3 (1)). Této hodnoty opét nabyva S-pakovaci chromatické ¢éislo
uplnych graft K, nezavisle na tvaru sekvence S. Nasledujici tvrzeni charakterizuje
grafy v zavislosti na dané sekvenci S s minimdlni (resp. maximalni) moZnou

hodnotou S-pakovaciho chromatického ¢isla.
Pozorovani 6.3 [26]. Necht G je graf fadun a S = (ay,as, ...). Potom
(1) 1 <xs(G) <n,
(2) xs(G) =1 pravé tehdy, kdyz G nem4 hrany,
(3) xs(G) = n pravé tehdy, kdyz a; > diam(G).
Déle Goddard a Xu charakterizovali grafy s S-pakovacim chromatickym ¢islem 2
v zévislosti na dané sekvenci S.

Tvrzeni 6.4 [26]. Necht G je graf a S = (ay, as, ... ).
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(1) Je-li a1 = ay = 1, potom xs(G) = 2 pravé tehdy, kdyz G je bipartitni.
(2) Je-li a1 = 1,as > ay, potom xs(G) = 2 pravé tehdy, kdyz G je hvézda.
(3) Je-li a; > 1, potom xs(G) = 2 pravé tehdy, kdyz G je K.

Nyni uvazujme sekvenci S délky 3 a s prvnim ¢lenem 1, tedy S = (1, as, as).
Goddard a Xu [26] dokazali nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 6.5 [26]. Necht G je graf, S = (1,a9,a3) a4 < as < az. Potom G ma
S-pakovaci barveni pravé tehdy, kdyz 5(G)< 2.

Dalsim jejich vysledkem bylo dokazani presné hodnoty S-pakovaciho chroma-
tického cisla uplného bipartitniho grafu K,,, a kola W,,.

Dusledek 6.6 [26]. Necht K,,, je uplny bipartitni graf s m < n a S =

(ay,as,...). Potom

2, je-liay =as =1,
Xs(Kmn) = m+1, jeliay =1 aas > ay,
m+ 2, je-li a; > 1.

Tvrzeni 6.7 [26].  Necht W, je kolo a S = (ay, as,...). Potom

3, je-li ay = as =1 an liché,

4, je-lia; = as =1 an sudé,
In/2| +2, je-lia; =1 aay > ay,
n, je-li a; > 1.

xs(Wa) =

Je-li graf G primeéru 2 a mezi jeho chromatickym ¢islem x(G), fadem n a nezé-
vislosti a(G) plati vztah x(G) = n/a(G), potom lze uréit S-pakovaci chromatické

¢islo v zavislosti na ¢lenech posloupnosti S.

Tvrzeni 6.8 [26]. Necht G je graf fadu n s primérem 2, x(G) = s = n/a(QG)
a S = (ay,as,...). Potom

s, je-lias =1,
xs(G) = n—(a(G) = 1)k, jeliag =---=a,=1aagy >1 pronégaké 1 <k <s,
n, je-li a; > 1.
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6.1 S-pakovaci barveni nekonec¢né cesty P,

Tato kapitola se vénuje S-pakovacimu barveni nekonec¢né cesty P,,. Pro spodni
odhad S-pakovaciho chromatického ¢isla nekonecné cesty P, lze vyuzit tzv. me-
tody hustot. Necht je dana sekvence S = (ay, as, ... ). Hustota barvy i je defino-

vana pomérem 1/(a;+1), nebot nejvyse 1/(a;+1) vrcholi cesty P, mtize obdrzet

barvu i (viz [20], [24]). Je-li 3% | aiil < 1, potom jednoduchym pozorovanim lze
odvodit, ze S-pakovaci chromatické ¢islo musi byt vétsi nez k. Tedy opacné, je-li
Xs(Px) < k, potom Zle —— > 1 [26]. Pomoci hustot barev lze té7 rozhodnout,

zda je S-pakovaci chromatické ¢islo konecné, ¢i nikoli.

Pozorovani 6.9 [26]. Necht P, je nekonecna cesta a S = (ay,aq,...). Je-li

> a+r1 < 1, potom xs(Ps) = 0.

Upozornéme, ze opacna implikace pozorovani 6.9 neplati. Uvazujeme-li sekvence

S = (1,2,4,8,...), potom » .°, a}‘rl > 1, ale xs(Px) = oo (viz tvrzeni 6.14

nize).
Nyni se zaméfime na posloupnosti S, pro které je ys(Ps ) malé. Goddard a Xu

v ¢lanku [26] charakterizovali sekvence S, pro které je xs(Ps) = 2.

Pozorovani 6.10 [26]. Necht P, je nekonecné cesta a S = (ay, as,...). Potom

Xs(Ps) = 2 praveé tehdy, kdyz a; = ay = 1.

Poznamenejme, ze P, je ziejmé bipartitni graf. Dale dokazali, ze nekonec¢na cesta
P, mé S-pakovaci chromatické ¢islo rovno 3 pravé tehdy, kdyz posloupnost S =
(a1, a9,a3) je tvaru (1,2,3), (1,3,3) a (2,2,2) [26].

Nyni uvazujme sekvenci S ve tvaru aritmetické posloupnosti. Je-li S = (1,2, 3,
...), potom se jedna o pakovaci barveni a graf nekone¢né cesty P, lze obarvit 3
barvami (viz pod tvrzenim 4.3). Goddard a Xu dokézali, Ze na S-pakovaci barveni
nekoneéné cesty P, s danou posloupnosti S = (2,3,4...) staci 6 barev [26].

Nyni uvazujme obecnéjsi aritmetickou posloupnost S s prvnim ¢lenem a a di-
ferenci 1. Potom lze S-pakovaci chromatické ¢islo odhadnout pomoci prvniho

¢lenu a.

Tvrzeni 6.11 [26]. Necht S = (a,a + 1,a+ 2,...), Py je nekonecna cesta
a e znaci Eulerovo ¢islo. Potom (e — 1)a < xs(Px) < 2a + 3.

Poznamenejme, ze Goddard a spol. [24] obarvili nekone¢nou cestu P,, barvami
[,...,3l+ 2, kde 3l 4+ 2 je hodnota nejvétsi pouzité barvy, zatimco v tvrzeni 6.11
je uveden pocet barev, kterym lze nekonecnou cestu obarvit.

Déle Goddard a Xu [26] dokazali, ze pro kazdou aritmetickou posloupnost je

X s konecné - viz nasledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 6.12 [26]. Necht S je aritmetickda posloupnost a P,, je nekonecna

cesta. Potom xs(Px) je konecné ¢islo.

V ¢lanku [26] byl rovnéz uveden i spodni odhad S-pakovaciho chromatického

¢isla grafu P..

Tvrzeni 6.13 [26]. Necht S = (a,a+d,a+ 2d,...), Py je nekonecnd cesta

a e znaci FEulerovo ¢islo. Potom

(e?—1)(a—d+1)/d, jelia>d

Xs(Poo) > { ((a+1)e™ 7 — (a—d+1))/d, jinak.

Pro posloupnost S ve tvaru geometrické posloupnosti (1,2,4,8,...) jiz S-

pakovaci chromatické ¢islo grafu P, neni konecné - viz nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 6.14 [26]. Necht S = (1,2,4,8,...) a Py je nekonec¢na cesta. Potom
Xs(Ps) = 00.

V tvodu této podkapitoly jsme zminili, Ze pro konecné S-pakovaci chromatické

pai —L_ > 1. Naopak je ziejmé, Ze jsou-li ¢leny a;,

¢islo nekonecné cesty Py plati )~ o
1=1,2,3,... sekvence S omezené c¢islem n, potom lze nekone¢nou cestu obarvit
barvami 1,2, ...,n+ 1 pouzitim vzoru 123... (n+ 1) v periodickém barveni' [26].

Goddard a Xu [26] dokdzali, ze pro posloupnost S se ¢leny a; = 2° pro i =
1,2,...,k a ag, = 2 — 1 je S-pakovaci chromatické &islo nekonecéné cesty P,

konecdné.

Tvrzeni 6.15 [26]. Necht P,, je nekonecna cesta, S = (ay,as,...), kde a; =
20 —1proi=1,2,...,k aap, =2 — 1. Potom x5(Ps) =k + 1.

7 vyse uvedenych tvrzeni je patrné, ze zlom v konecnosti S-pakovaciho chro-
matického cisla grafu P, nastava mezi aritmetickou a geometrickou posloupnosti.
Pfesna hranice zatim neni znama.

Jiny postup pro S-pakovaci barveni nekonec¢né cesty P, je z pohledu roztiiste-
nych sekvenci. Definujme sekvenci (0) jako pocatecni sekvenci. Poznamenejme,
ze tato sekvence (0) nepatii mezi roztiisténé sekvence, je pouze vychozi sekvenci
pro generovani rozt¥isténych sekvenci. Pro pocatecni sekvenci (0) graf obsahuje,
z pohledu pakovacich t¥id, pouze jednu pakovaci tiidu Xj.

Definujme rozttristénou sekvenci jako takovou, kterou lze ziskat z pocatecéni

sekvence (0) nebo jiné roztiisténé sekvence rozt¥isténim. Roztfisténi je iteracni

IPeriodické barveni je takové, kde existuje celé &islo p takové, ze vrcholy a a p + a maji

stejnou barvu pro vSechna a. Napiiklad 123 tvoii vzor periodického barveni ...123123....
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Obrézek 3: Vznik roztfisténé sekvence S = (1,5,5,5) ze sekvence S = (1,1).

proces, kdy pakovaci tiidu X,; rozdélime na r pakovacich tiid X, (,41)-1. Na-
ptiklad uvazujeme-li roztiisténou sekvenci (1,1), potom lze pakovaci t¥idu X
rozdélit do 3 pakovacich tfid X341)-1 = X5. Ziskana roztiisténa sekvence je
tvaru (1,5,5,5) (viz obrazek 3).

Poznamenejme, ze soucet hustot barev v S-pakovacim barveni grafu P,,, kde
S je rozttisténa sekvence, je vzdy roven 1.

Roztristéné sekvence délky nejvyse 5 pro nekonecnou cestu P,, jsou nésle-
dovné: (1,1), (2,2,2), (1,3,3), (3,3,3,3), (2,2,5,5), (1,5,5,5), (1,3,7,7), (4,4,4,
4,4), (3,3,5,5,5), (3,3,3,7,7), (2,5,5,5,5), (2,2,8,8,8), (2,2,5,11,11), (1,7,7,
7,7), (1,5,5,11,11), (1,3,11,11,11), a (1,3,7,15,15) [25].

Déle definujme pojem minimalni pakovaci chromatické sekvence (M PCS). Je
to konec¢né sekvence S, pro kterou je graf S-obarvitelny, ale pii zvétseni libovol-
ného clenu sekvence S uz neni. Nasledujici tvrzeni dava do souvislosti roztristéné
a M PCS sekvence.

Tvrzeni 6.16 [25]. Pro graf P, je kazda roztiisténa sekvence M PC'S sekvenci.

Nasledujici véta urcuje vsechny M PC'S sekvence délky nejvyse 5 pro nekonecnou

cestu P..

Tvrzeni 6.17 [25]. Pro graf P,, a sekvenci délky nejvyse 5, jsou vSechny roz-
tristéné sekvence (uvedeny v odstavci nad tvrzenim 6.16) M PCS sekvencemi
a navic sekvence (2,4,4,4,6),(2,3,4,4,9),(2,3,3,8,8) a (2,3,3,4,12) jsou téz
MPCS.
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6.2 S-pakovaci barveni Kartézskych soucini a nekonec-
nych siti

Tato kapitola se vénuje S-pakovacimu barveni Kartézského soucinu P[P,
a dale S-pakovacimu barveni nekoneénych siti, konkrétné étvercové Z?2, trojthel-
nikové T a Sestitthelnikové H.

Nésledujici véta urcuje M PC'S sekvence délky nejvyse 5 pro Kartézsky soucin
P,OP,..

Tvrzeni 6.18 [25]. Necht G je Kartézsky soucin P,[1P,, a sekvence S je délky
nejvyse 5. Potom sekvence M PC'S jsou sekvence (1,1),(2,2,2,2),(1,3,3,3),
(2,2,2,3,3) a (1,3,3,5,5).

Poznamenejme, Ze sekvence v pravé uvedeném tvrzeni 6.18 jsou téz roztristénymi
sekvencemi. Ve vété 4.9 je uvedeno, ze pakovaci chromatické ¢islo Kartézského
soufinu P,0P,, je 5 [24]. Z tvrzeni 6.18 je ziejmé, Ze nékteré ¢leny sekvence S
lze zvétsit a graf P,L1P,, bude stale S-obarvitelny 5 barvami. Proto se lze divat
na M PC'S sekvence jako na optimalni sekvence z hlediska S-pakovaciho barveni
daného grafu.

Nyni uvazujme obecnéjsi aritmetickou posloupnost S s prvnim ¢lenem a a di-
ferenci 1. Potom lze téz S-pakovaci chromatické ¢islo Kartézského soucinu P1P,,

omezit.

Tvrzeni 6.19 [25]. Necht S = (a,a+ 1,a+2,a+3,...) a e znac¢i Eulerovo
¢islo. Potom (€? — 1)(a — 1) < x5(P20Py) < 8a + 12.

Pro specialni ptipad S = (2, 3,4, ...) lze vylepsit spodni odhad z tvrzeni 6.19 na
10 a horni odhad na 14 [25].

Goddard a Xu [25] dokézali, Ze pro libovolnou aritmetickou postupnost S
a pro libovolny koneény graf G plati xs(GOP,) < oc.

Stejni autofi se vénovali i S-pakovacimu barveni nekonecnych siti. Charakteri-
zovali sekvence S, pro které je S-pakovaci chromatické ¢islo nekonecné ¢tvercové

sité Z2 nejvyse 6.

Tvrzeni 6.20 [25]. Necht Z? je nekonec¢nd ¢tvercovd sit a S = (ay,as, ... ).

Potom
2, pravé tehdy, kdyz a; = as =1,

xs(Z*) = { 5, pravé tehdy, kdyz a1 = 1,a3 > 2 a as < 3, nebo S = (2,2,2,2,2),
6, prave tehdy, kdyz S = (2,2,2,2,3,3) nebo (1,2,2,2,4,4).

Déle neexistuje zadnd sekvence S takova, Ze xs(Z*) = 3 nebo xs(Z?) = 4.
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Ve vété 4.10 je uvedeno, ze pakovaci chromatické ¢islo nekonecné ¢tvercové sité
Z? je mezi 13 a 15 [36]. Nasledujici véta ¥ikd, Ze je-li S nekonstantni aritmetické
posloupnost jina nez (1,2,3,...), potom S-pakovaci chromatické ¢islo grafu Z2

neni konecné.

Tvrzeni 6.21 [25]. Necht' Z? je nekonecnd ¢tvercovd sit a S nekonstantni arit-

metickd posloupnost jind nez (1,2,3,...). Potom xs(Z?*) = .

Tedy uvazujeme-li aritmetickou posloupnost S = (2,3,4,...), podle tvrzeni
6.21 neni S-pakovaci chromatické ¢islo grafu Z? konecéné. P¥irozeny zpiisob modi-
fikace posloupnosti S pro dosazeni konecnosti S-pakovaciho chromatického disla
je pfidani dvojek na zacéatek sekvence. Goddard a Xu [25] dokézali, ze pro S =
(2,2,3,4,...) je stale xs5(Z?) = co. Tedy piidani jedné dvojky nestaci na to, aby
S-pakovaci chromatické ¢islo bylo kone¢né. Omezenost S-pakovaciho chromatic-
kého ¢isla xs(Z?) nastava az pro posloupnost S = (2,2,2,2,3,4,...) [25]. Pro
sekvenci S = (2,2,2,3,4,...) neni zndm4a odpovéd, zda je S-pakovaci chroma-
tické ¢islo konecné [25].

Clanek [25] se déle zabyva M PCS sekvencemi nekoneéné trojihelnikové sitd

T délky nejvyse 6.

Tvrzeni 6.22 [25]. Necht T je nekonecna trojuhelnikova sit a sekvence S je
délky nejvyse 6. Potom M PC'S sekvence jsou (1,1,1),(1,1,2,2,2) a(1,1,3,3,3,3).

Sekvence uvedené ve tvrzeni 6.22 jsou opét i rozt¥isténymi sekvencemi. Déale po-
znamenejme, Ze pro aritmetickou posloupnost S = (1,2,3,...) je xs(7T) = oo (viz
véta 4.12). V nésledujicim tvrzeni jsou uvedeny M PC'S sekvence délky nejvyse

5 pro nekonecnou Sestitthelnikovou sit H.

Tvrzeni 6.23 [25]. Necht H je nekonecna Sestitihelnikova sit a sekvence
S je délky nejvyse 5. Potom M PCS sekvence jsou (1,1),(2,2,2,2),(1,3,3,3)
a(2,2,2,3,3).

Sekvence uvedené v tvrzeni 6.23 jsou opét i roztristénymi sekvencemi. Ve véte 4.13
jsme uvedli, ze pro S = (1,2,3,...) je xs(H) = 7. Pro nekonstantni aritmetickou
posloupnost S odlisnou od (1,2,3,...) plati xs(H) = oo [25].

6.3 S-pakovaci barveni podrozdéleni grafi a subkubickych

grafa

Prvni ¢ast této kapitoly obsahuje znamé vysledky S-pakovaciho barveni podroz-

déleni grafi a druha c¢ast je vénovana S-pakovacimu barveni subkubickych grafi.
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Obrazek 4: (1, 3, 3, 3)-pakovaci barveni grafu S(K,). Poznamenejme, Ze barvy
2,3 a 4 jsou typu 3, tedy vrcholy obarvené témito barvami jsou ve vzajemné

vzdalenosti alespon 4.

Gastineau a Togni se v ¢lanku [23] vénovali S-pakovacimu barveni podrozdéleni
S(G) grafu G. Dokazali, ze S-obarvitelnosti grafu G 1ze vyuzit pro urceni sekvence

S’, pro kterou je podrozdéleni S(G) grafu G S’-obarvitelné.

Tvrzeni 6.24 [23]. Necht G je graf a S = (ai,aq9,...,a;). Je-li graf G S-
obarvitelny, potom i podrozdéleni S(G) grafu G je (1,2a; + 1,...,2a; + 1)-

obarvitelné.

Podle Brooksovy véty? je kazdy subkubicky graf G (1,1, 1)-obarvitelny, kromé
grafu K. Tedy podle tvrzeni 6.24 je kazdé podrozdéleni S(G) grafu G (1,3, 3, 3)-
obarvitelné, kromé S(K,). Obarveni grafu S(K,) vyhovujici (1, 3, 3, 3)-pakovacimu

barveni je ilustrovano obrazkem 4. Ziejmé tedy plati:

Diusledek 6.25 [23]. Necht G je subkubicky graf a S(G) jeho podrozdéleni.
Potom graf S(G) je (1,3, 3, 3)-obarvitelny.

Disledek 6.25 nelze v jistém smyslu vylepsit. Existuje mnoho subkubickych
graft, jejichz podrozdéleni nejsou (1, 3, 3)-obarvitelna. Piikladem je S(C3) = Cs.
Uvazujme nyni S-pakovaci barveni subkubickych grafi se sekvencemi S =
(1,2, 2,...,2) a S = (1,1,2,...,2). Uvédomme si, ze vrchol stupné alespon
3 v (1,2,2)-obarvitelném grafu nemuze byt obarven barvou 1. Z toho (1,2,2)-
obarvitelny graf neobsahuje tii vrcholy stupné alesporn 3 ve vzijemné vzdale-

nosti nejvyse 2. Tedy konkrétné zadny kubicky graf neni (1, 2, 2)-obarvitelny [23].

2Brooksova véta: Necht G je souvisly graf rtizny od tuplného grafu a liché kruznice. Pak

existuje pfipustné barveni G pomoci A(G) barev.
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Obréazek 5: Petersentiv graf.

Nicméné existuje (1,2, 2)-obarvitelny subkubicky graf [23].

Gastineau a Togni [23] dokézali nasledujici vysledky:
Véta 6.26 [23].
(1) Kazdy subkubicky graf je (1,2,2,2,2,2,2)-obarvitelny.
(2) Kazdy subkubicky graf je (1,1,2,2,2)-obarvitelny.
(3) Kazdy 3-irreguldrni subkubicky graf je (1,2,2,2)-obarvitelny.
(4) Kazdy 3-irregularni subkubicky graf je (1, 1,2)-obarvitelny.

Petersentiv graf (viz obréazek 5) je piikladem kubického grafu, ktery neni
(1,2,2,2,2,2)-obarvitelny ani (1,1, k, £')-obarvitelny pro zadné k, k' > 2. Podi-
tacové vysledky z [23] naznacuji, Ze Petersentv graf mize byt jediny subkubicky
graf, ktery neni (1,2, 2,2, 2, 2)-obarvitelny ani (1, 1, 2, 3)-obarvitelny [23]. Zaroven
Gastineau a Togni [23] dokazali, Ze existuje bipartitni kubicky graf, ktery neni
(1,2,2,2,2,3)-obarvitelny. Tedy vétu 6.26 (1) a (2) nelze v jistém smyslu vyle-

psit. Dale si vSimnéme, Ze kruznice C5 je 3-irregularni graf, ktery neni (1,2, 2)-

obarvitelny, coz ukazuje, Ze ani vétu 6.26 (3) nelze v jistém smyslu vylepsit.
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7 Vlastni vysledky v oblasti S-pakovaciho bar-
veni distan¢nich grafia G({2,t})

Tato c¢ast se zaméfuje na S-pakovaci chromatické ¢islo yg distancéniho grafu
G(D) s distanéni mnozinou D = {2,t} a sekvenci S = (ay,as,...), kde a; €
{1,2}. Jak jiz bylo definovano dfive, distan¢ni graf G({2,t}) je nekoneény graf
s mnozinou vrcholi Z a kazdé dva odlisné vrcholy 7,5 € Z jsou sousedni prave
tehdy, kdyZ |i — j| = 2 nebo |i — j| = t. Poznamenejme, Ze je-li ¢ sudé, potom
graf G({2,t}) obsahuje dvé komponenty, obé isomorfni s grafem G({1,¢/2}). Tedy
vzdy uvazujeme t liché pfirozené c¢islo. Pro kazdé liché prirozené cislo t je graf
G({2,t}) 4-regularni rovinny graf. Lze jej zakreslit do roviny pomoci 2 vrcholové
disjunktnich nekonec¢nych spiral a t primek ¢, ¢; ..., ¢;_1, které jsou ortogonalni
ke spiralam - viz obrazek 6 [18]. V dtkazech hornich hranic S-pakovaciho ¢isla

grafu G({2,t}) Casto uzivame barveni f : Z — {1,2,...,k} pouzivajici vzor
Cy...Cq,

kde ¢; € {1,2,...,k} pro Vi € {1,2,...,t}. Minime tim, Ze vrcholy Z jsou opa-
kované obarvovany sekvenci barev ¢;...¢ a plati f(jt + i) = ¢; pro vSechna
i€ {l,2,...,t} avSechna j € Z.

7.1 S-pakovaci barveni grafu G({2,t})

V této kapitole ur¢ime S-pakovaci chromatické ¢islo grafu G({2,t}) pro sek-
vence S = (ay,as,as,...), kde a; = 1.

Prvni pfipad uvazujeme a; = 1 pro ¢ = 1,2,3,.... Jedna se o klasické pri-
pustné barveni (viz. kapitola 7.1.1). Dokazeme, ze x(G({2,t})) = 3. V dalsich
dvou pfipadech budeme zkoumat sekvence S, kdy S zacind dvéma jednickami,
a kdy S zacina jednou jednickou. P¥ipadu, kdy a1 =as =1aa; =2 proi > 3, se
vénuje kapitola 7.1.2 a pfipad, kdy a; = 1 a a; = 2 pro ¢ > 2, je uveden v kapitole
7.1.3.

711 S=(1,1,1)

V této kapitole dokadzeme presnou hodnotu chromatického ¢isla distanc¢niho
grafu G({2,t}) pro t > 3. Poznamenejme, ze chromatické ¢islo pfipustného bar-

veni odpovida S-pakovacimu chromatickému ¢islu pro S = (1,1, 1).

Véta7.1. Necht't > 3 jeliché a G({2,t}) je distancni graf. Potom x(G({2,t})) =
3.
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Obrazek 6: Rovinné zakresleni distan¢niho grafu G({2,¢}) pomoci dvou
vrcholové disjunktnich nekoneénych spirdl a ¢ piimek ortogonalnich ke spirdlam.

Cisla v zavorkach oznacuji vrcholy grafu G({2,t}).

Diikaz. Necht G je graf G({2,t}). K prokdzani dolni meze x(G) > 3 vyuzijeme
faktu, ze kazdy graf G obsahuje kruznici liché délky. Kruznice C': 0,2,...,2t,t,0
ma t + 2 vrchold, coZ je liché ¢islo, a tedy x(G) > 3.

Nyni prokédzeme horni mez x(G) < 3. Pouzijeme hladovy algoritmus. Za¢neme
v libovolném vrcholu (bez ztraty na obecnosti feknéme v 0) a obarvujeme vrcholy
ve vzristajicim poradi (tedy 0,1,2,...) pomoci nejmensi mozné barvy, kterd
nebyla dana jiz jeho obarvenym sousediim. Barva vrcholu ¢ zavisi na barvach
vrcholti ¢ — 2 a ¢ — ¢ (sousedni vrcholy vlevo od vrcholu 7). V nejhorsim pfipadé
jsou tyto barvy odlisné, ale stale mame jednu barvu k dispozici pro obarveni
vrcholu . Po obarveni vsech kladnjch vrcholi, udélame totéz pro zaporné vrcholy
v klesajicim potfadi. Poznamenejme, ze v tomto pripadé barva vrcholu ¢ zavisi na
barvach vrcholti ¢ + 2 a ¢ + ¢t. V nejhorsim pfipadé jsou tyto barvy odlisné, ale

stale mame jednu barvu k dispozici pro obarveni vrcholu . O
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7.1.2 S =(1,1,2,2)

V této kapitole dokazeme, ze S-pakovaci chromatické ¢islo distanéniho grafu
G({2,t}) se sekvenci S = (1,1,2,2,...) je 4.

Véta 7.2. Necht't > 3 je liché, G({2,t}) je distanc¢ni grafa S = (1,1,2,2,...).
Potom xs(G({2,t})) = 4.

Diikaz. Necht G je graf G({2,t}). Nejprve dokdzeme spodni hranici xs(G) > 4
pro S = (1,1,2,2,...). Dikaz provedeme sporem. Predpoklddejme, Ze distanéni
graf G je (1,1,2)-obarvitelny a necht f : V(G) — {1,2,3} je (1, 1,2)-pakovaci
barveni grafu GG. Poznamenejme, Ze mnozina vsech vrcholi v, pro néz f(v) = 1
(vrcholy obarvené barvou 1 pomoci f) resp. f(v) = 2 (vrcholy obarvené barvou
2 pomoci f), je nezavisla mnozina, zatimco mnozina vrchold v, pro néz f(v) = 3
(vrcholy obarvené barvou 3 pomoci f), tvoii 2-pakovaci tfidu grafu G (libovolné
dva vrcholy stejné barvy jsou ve vzdalenosti vétsi nez 2). Bez ztraty na obecnosti
predpokladejme, Ze f(t + 2) = 3. Protoze existuje cesta P : 4,2,0,¢,2t,2t + 2
v (3, jejiz vrcholy jsou ve vzdalenosti nejvyse 2 od vrcholu t + 2, jsou vrcholy
cesty P obarvené barvou odlisnou od 3. Dale predpokladejme, opét bez ztraty na
obecnosti, ze f(2) = f(t) = f(2t+2) = 1. Cesta Q : 2,4,...,2t je sudé délky (¢ je
liché) a kde f(2) =1 a f(4) = 2 (vrchol 4 lezi na cesté P, tedy nemize mit barvu
3 a je sousedni s vrcholem 2, ktery je obarven barvou 1). Je mozné, ze pro néjaké
k€ {3,...,t—1} existuje vrchol © = 2k, pro ktery plati f(2k) = 3. Potom existuje
cesta Q' = 2k—2, 2k+t—2, 2k+t, 2k+1+2, 2k+2 (viz obrazek 7), jejiz vrcholy jsou
ve vzdalenosti nejvyse 2 od vrcholu 2k, z ¢ehoz plyne, Ze pomoci f nemohou byt
obarveny barvou 3. A tedy plati f(2k—2) = f(2k+t) = f(2k+2). To ale znamena,
ze f(2) = f(6) = f(10) =---=1a f(4) = f(8) = f(12) = --- = 2, aZ na vrcholy,
které maji barvu 3. Protoze @ je sudé délky, dostavame f(2) = f(2t) = 1. To je
ale spor s tim, Ze f(¢) = 1, nebot vrcholy ¢ a 2¢ jsou sousedni.

Nyni dokdzeme horni hranici xs(G) < 4 pro S = (1,1,2,2,...) vytvofenim
S-pakovaciho 4-barveni f vrcholi grafu G. Uvazujme 2 ptipady.

Piipad 1.t =4k — 1, k € N.

Necht f(j(4k + 1)) = 3 pro vSechna lichd j € Z a necht f(j(4k + 1)) = 4 pro
v8echna suda j € Z. Dale necht f(j(4k +1)+¢) =1 a f(j(4dk+1)+m) = 2
pro libovolné j € Z, ¢ = 1,2 (mod 4), 1 < ¢ < 4k +1,am = 0,3 (mod 4),
3 < m < 4k + 1. Z popsaného barveni jsou po sobé jdouci celd ¢isla (vrcholy

grafu ) ze Z obarvovéana podle nésledujiciho vzoru barev:

(1122)*3(1122)"4,
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Obréazek 7: Cervené vyznacend cesta () a modfe cesta Q' v distanénim grafu G.

kde (1122)* znamenéd opakovani 1122 k-krat. Tvrdime, Ze popsané barveni je
S-pakovaci 4-barveni, kde S = (1,1,2,2,...).

Nejdiive uvazujme dva libovolné vrcholy a,b € V(G) takové, ze f(a) = f(b) =
1, tedy obarvené barvou 1 pomoci f. Z toho plyne, Ze existuji j,j' € Z a {,V' € Z
s vlastnostmi, ze 1 </ < (4dk+1),1 <V < (4k+1),¢=1,2 (mod 4), ' = 1,2
(mod 4) takova, ze a = j(4k + 1) + ¢ a b = j'(4k + 1) + ¢'. Pfedpokladejme,
ze distg(a,b) = 1 a bez ztraty na obecnosti predpokladejme, ze a > b. Tedy
a — b € {2,t}, jelikoz predpoklddame jejich vzdjemnou vzdalenost 1 v G. Je-li
j=j,potoma—b=j(4k+1)+0—j(4k+1)—¢' =¢—{. Protoze |[{ —V'| <1
aa—>b¢ {2t} dostdvame spor s nasim predpokladem, ze a — b € {2,t}. Déle
uvazujme piipad, kdy j = j'+ 1. Potom a — b =4k + 1+ ¢ — ¥, coz je o¢ividné
vétsi nez 2, protoze [ — ¢'| < 1 a k € N. Je-li a — b = t, pak z toho plyne, Ze
¢' — ¢ =2, ale to neni mozné, protoze { = 1,2 (mod 4) a ' = 1,2 (mod 4). Déle
necht j > j'+2. V tomto piipadé a —b > (j' +2)(4k + 1)+ £ —j'(4k +1) — ' =
8k+2+4+{¢—0 >8k+1>1t>2 protoze { —{¢' > —1. Tedy a — b ¢ {2,t} a opét
nastava spor s nasim predpokladem, ze a — b € {2,t}. Z téchto uvah plyne, Ze
libovolné dva odlisné vrcholy grafu GG, oba obarvené stejnou barvou 1, jsou ve
vzdalenosti nejméné 2 v grafu G. Analogicky lze dokéazat, ze to samé plati pro
libovolné dva vrcholy grafu GG, oba obarvené barvou 2.

Déle predpokladejme, Ze existuji dva odlisné vrcholy a = j(4k + 1) a b =
J'(4k+1) grafu G takové, ze j > j', f(a) = f(b) = s € {3,4} (oba obarvené barvou
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3, nebo oba obarvené barvou 4) a jejich vzajemna vzdalenost distg(a, b) < 2, tedy
a—be {2,t,4,t—2,t+2,2t}. Potom a—b = (j—7')(4dk+1) € {2,t,4,t—2,t+2, 2t}.
Je ziejmé, 7e a — b ¢ {2,4}, nebot z definice f je a — b kladnym sudym nésobkem
(4k+1), k € N, atedy a—b > 10. Dale necht a—b = (j—7')(dk+1) € {t—2,¢,t+2}.
Z toho, ze kazdé ¢islo z {t — 2,t,t + 2} je liché (¢ je liché), je i a — b liché, a tedy
i 7 — 7/ musi byt liché (nebot (4k + 1) je také liché). Ale to je spor s faktem,
ze f(a) = f(b), protoze z definice f jsou j a j' bud obé suda nebo lich4, a tedy
j — 7’ je sudé. V poslednim pfipadé, je-li a — b = 2t, potom 2t = (j — j')(4k + 1).
Vime, ze t = 4k — 1, potom dosazenim za t ziskdme 2(4k — 1) = (j — j')(4k + 1),
po roznasobeni ziskdme 8k — 2 = 4kj — 4kj’ + j — j'. Déle po pireusporadani
¢lent rovnice dostaneme 4kj — 4kj’ — 8k = —j + j' — 2 a po vytknuti vyrazu 4k
dostaneme (j — j' —2)4k = —j + j' — 2. Protoze vime, Ze j > j'+2 (nebot j > j’,
a protoze j,j’ jsou bud obé lichd nebo obé sud4, nelze, aby j = j' + 1), potom
(j — 7' —2)4k > 0 (jelikoZ k > 0) a —j + ' — 2 < 0 a opét dostavame spor. Tedy
libovolné dva odlisné vrcholy grafu G, oba obarvené barvou s € {3,4} jsou ve

vzdalenosti nejméné 3 v grafu G.

Pripad 2. t =4k + 1, k € N.

Necht f(j(4k + 3)) = 3 pro vSechna lichd j € Z, a f(j(4k + 3)) = 4 pro vSechna
sudd j € Z. Déle necht f(j(4k +3)+¢) = 1 a f(j(4k + 3) +m) = 2 pro
libovolné j € Z, { =2,3 (mod 4),2 <{<4k+3am=0,1 (mod4),1 <m<
4k + 3. Z popsaného barveni jsou po sobé jdouci celd ¢isla (vrcholy grafu G) ze

7, obarvovana podle nasledujicitho vzoru barev:
(1122)*132(1122)"142,

kde (1122)* znamena opakovani 1122 k-krat. DokaZeme, %e popsané barveni je
S-pakovaci 4-barveni grafu G, kde S = (1,1,2,2,...).

Nejdiive, necht jsou vrcholy a,b € V(G) takové, ze f(a) = f(b) = 1, tedy oba
obarvené barvou 1. Z toho lze usuzovat, ze existuji 7,5’ € Z a £, (' s vlastnostmi,
72 <l <4k+3,2<{¢ <4k+3,(=2,3 (mod 4) al' =2,3 (mod 4) takova, Ze
a = j(4k+3)+Lab = j'(4k+3)+{'. Dokazeme, ze distg(a, b) > 1. Pfedpokladejme
opak, ze distg(a,b) = 1 a bez ztraty na obecnosti predpokladejme, ze a > b. Z
toho plyne, Ze a a b jsou sousedni vrcholy v G, a tedy a — b € {2,t}. Je-li
j =7, potoma—>b=j(4k+3)+{— 54k +3) =0 =1 — 0. Je ziejmé, Ze
¢— 10 ¢ {2,t}, protoze |[¢ — '] <1 < 2 < t. To je spor s nasim predpokladem,
ze a — b € {2,t}. Dale uvazujme piipad, kdy j = j' + 1. Potom a — b = (j' +
1)(4k+3)+0—j(4k+3) =0 =4k +3+ (-, ale [( = {'| < 1, proto a — b # 2.
Je-lia—b=t potom ' —¢ =2 (t=4k+1aj=j +1), ale to neni mozné,
protoze ¢ = 2,3 (mod 4) a ¢ = 2,3 (mod 4). Déale necht j > j' + 2, potom
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a—b> (j'+2)(4k+3)+{—75(4k+3) V' =8k+6+(—{' > 8k+5 >t > 2, nebot
(—0'>—1,atedy a —b ¢ {2,t} a to je opét spor s nasim predpokladem. Tedy
dva libovolné odlisné vrcholy grafu GG, oba obarvené barvou 1, jsou ve vzdélenosti
nejméné 2 v grafu G. Analogicky lze dokazat, ze to samé plati pro libovolné dva
odlisné vrcholy grafu GG, oba obarvené barvou 2.

Nyni pfedpokladejme, Ze existuji dva odlisné vrcholy a = j(4k +3) a b =
J'(4k + 3) grafu G takové, ze 7 > j', f(a) = f(b) = s € {3,4} (oba obarvené
barvou 3 nebo oba obarvené barvou 4) a distg(a,b) < 2. Tedy a —b € {2,¢,4,t —
2,t+2,2t}. Potom a — b= (j — j')(4k + 3) € {2,t,4,t — 2, t + 2,2t}. Je ziejmé,
ze a — b ¢ {2,4} nebot z definice f je a — b kladnym sudym nasobkem (4k + 3),
k€N, atedy a —b > 14. Déle necht a — b= (j — j')(4k + 3) € {t — 2,t,t + 2}.
Protoze kazdé ¢islo z {t — 2,t,t + 2} je liché (¢ je liché), je i a — b liché, a tedy
j — j' musi byt také liché (nebot (4k + 3) je také liché). Ale to je spor s faktem,
ze f(a) = f(b), protoZe z definice f jsou j a j' bud obé suda nebo licha, a tedy
j — 7' je sudé. V poslednim pfipadé, je-li a — b = 2t, potom 2t = (j — j')(4k + 3).
Vime, Ze t = 4k + 1, potom dosazenim za t ziskdme 2(4k + 1) = (j — 7')(4k + 3),
po roznasobeni dostaneme 8k + 2 = 4kj — 4kj’ 4+ 3j — 3j’. Déle po preusporadani
¢lent rovnice ziskame 4kj — 4kj’ — 8k = —3j + 37’ + 2 a po vytknuti vyrazu 4k
na levé strané rovnice a —3 na pravé strané rovnice dostaneme (j — 5/ — 2)4k =
—3(j — j') + 2. Protoze vime, ze j > j' + 2 (nebot j > j’, a protoze j,j' jsou
bud obé lichd nebo obé sudé, nelze aby j = j' + 1), potom (j — 5/ — 2)4k > 0
(jelikoz k > 0) a —3(j — j') + 2 < 0 a opét dostavame spor. Tedy libovolné dva
odlisné vrcholy v grafu G obarvené stejnou barvou s € {3,4} jsou ve vzdalenosti

nejméné 3 v grafu G. m

713 S=(1,22,...)

V této kapitole uréime presnou hodnotu xs(G({2,t})) se sekvenci S = (1,2,
2,...).

Tvrzeni 7.3. Necht G({2,3}) je distan¢ni graf a S = (1,2,2,...). Potom
xs(G({2,3})) = 6.

Diikaz. Necht G je graf G({2,3}). Nejdiive dokazeme spodni hranici xg(G) > 6.
Uvazujme opak, ze xs(G) < 5, anecht f: V(G) — {1,2,3,4,5} je S-pakovaci 5-
barveni grafu G pro S = (1, 2,2, 2, 2). Poznamenejme, Ze mnozina vSech vrcholi v,
pro néz f(v) = 1 (vrcholy obarvené barvou 1 pomoci f) tvofi nezavislou mnozinu
a mnoZina vSech vrcholi v, pro néz f(v) = s € {2,3,4,5}, tvori 2-pakovaci t¥idu
v G. Predpokladejme, Ze existuje vrchol i € V(G) takovy, ze f(i) = f(i+1) = 1.
Potom pro libovolna dvé celd ¢isla j, k z mnoziny A = {i—2,i—1,i+2,i+3,i+4}
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méame [j — k| € {1,2,3,...,6}, z ¢ehoZ plyne, Ze distg(j, k) < 2. Poznamenejme,
ze mnozina A obsahuje sousedni vrcholy vrcholi ¢,7 + 1 v grafu G, proto zadny
z vrcholi mnoziny A nelze obarvit barvou 1. Kvili tomu, ze f je S-pakovaci
barveni, musi byt kazdy vrchol z A (JA| = 5) obarven jinou barvou z {2, 3,4, 5},
CO% je spor.

Ve vyse uvedeném odstavci jsme dokazali, ze zadna dvé po sobé jdouci cela
¢isla (vrcholy) nemohou obdrzet barvu 1 od f. Déle necht ¢ € Z je takovy, Ze
f(i) = 1, potom nejvyse jeden z vrcholt ¢ + 1,...,7 + 6 miZe obdrZet barvu
1. Tedy nejvyse 2 vrcholy z mnoziny B = {i,...,i + 6} jsou obarveny barvou
1. Pét zbylych vrcholti z B neobarvenych barvou 1 musi dostat odlisné barvy
z {2,3,4,5}, protoze vzajemné vzdalenosti vrcholi z B jsou nejvyse 2. Toto je
opét spor, z ¢ehoz plyne, ze xs(G) > 6.

Nyni dokazme, Ze xs(G) < 6. Vytvoiime S-pakovaci 6-barveni grafu G tak, zZe
obarvujeme po sobé jdouci celd ¢isla (vrcholy grafu G) ze Z uzitim néasledujiciho

vzoru barev:
1123411562113451162311456.

Je ztejmé, ze libovolné dva odlisné vrcholy grafu G, oba obarvené barvou 1, nejsou
sousedni (vrcholy i,7 € Z jsou sousedni v G pravé tedy, kdyz [j — i| € {2,3}).
Déle pro libovolné dva odlisné vrcholy a,b € V(G), oba obarvené stejnou barvou
s €{2,3,4,5,6}, mame |a—b| > 7, coz implikuje, Ze jsou ve vzdalenosti nejméné 3
v grafu G. Tedy popsané barveni je S-pakovaci 6-barveni grafu G, a tedy xs(G) <
6. O

Véta 7.4. Necht't > 3 je liché, G({2,t}) je distan¢ni grafa S = (1,2,2,2,...).
Potom xs(G({2,t})) = 5.

Diikaz. Necht G je graf G({2,t}). Spodni hranice xs(G) > 5 je velmi trivilni.
Necht f je S-pakovaci 5-barveni grafu G a necht a € Z je takové, ze f(a) = 1.
Graf GG je 4-regularni, a tedy a ma 4 sousedy v G, jejichz vzajemna vzdalenost je
2. Z4dny z nich nemtiZze byt obarven barvou 1 a jejich barvy musi byt vzdjemné
odlisné, proto ys(G) > 5.

Daéle dokazeme, ze xs(G) < 5 vytvofenim S-pakovaciho 5-barveni grafu G.

Uvazujme 3 pfipady.

Pripad 1.t =4k + 1 pro k € N.
V ptipadé, ze k =1 (tedy G = G({2,5})), obarvujeme po sobé jdouci cela ¢isla

(vrcholy grafu G) ze Z uzitim nésledujiciho vzoru barev:

11221331144155.
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Je zrejmé, ze libovolné dva odlisné vrcholy G, oba obarvené barvou 1, nejsou
sousedni (vrcholy i,j € Z jsou sousedni v G pravé tehdy, kdyz |i — j| € {2,5}).
Déle necht a,b € V(G), oba jsou obarvené stejnou barvou s € {2,3,4,5}. Bez
ztraty na obecnosti predpokladejme, ze a > b. Pokud by vrcholy a a b byly ve
vzdélenosti nejvyse 2, potom by platilo a — b € {2,3,4,5,7,10}. Ale z uvedeného
vzoru o délce 14 plyne, ze a — b € {1,140 — 1,14¢,14¢ + 1} pro ¢ € N. Tedy
z toho usuzujeme, Ze a a b jsou ve vzdalenosti alespon 3. Tedy popsané barveni

je S-pakovaci 5-barveni grafu G.

Obrazek 8: Rovinné zakresleni grafu G({2,¢}) pomoci dvou disjunktnich spiral
a t prfimek ortogonalnich ke spiradlam. V zévorkach jsou uvedeny vrcholy grafu
G({2,t}) a cela ¢isla bez zavorek znaci barvu, kterou je dany vrchol obarven.
Uvedené barveni odpovida barveni f popsaném ve vété 7.4 (pfipad 1.) pro
k> 2.

Déle necht k > 2. Uvazujeme graf G jako graf skladajici se ze 2 vrcholové
disjunktnich nekone¢nych spiral a z ¢ pfimek kolmych na spirdly (viz obrazek
8). Pfimky oznac¢ime ly, 1y, ...,l;_1 a mnozinu prusec¢ikt kazdé ptimky [; pro i =
0,...,t — 1 se spirdlami ozna¢ime L; = {jt + 2i,j € Z}. Poznamenejme, Ze
Lo=1{...,—2t,—t,0,t,

38



2t,...YyaLly 1 ={...,—2,t—2,2t—2,3t—2,4t—2,... }. Nyni popiSeme barveni f
v tomto nakresleni grafu G. Bez ztraty na obecnosti pfedpokladejme, ze vSechny
vrcholy mnoziny Lg jsou obarveny jeden po druhém uzitim nésledujiciho vzoru

barev:
2345,

a ze f(0) = 2. Déle pro vSechna i € {2,4,...,t — 1} a vSechna licha ¢isla j plati
f(jt +2i) = 1, a pro vSechna i € {1,3,...,t — 3} a vSechna sud4 ¢isla j plati
f(jt + 2i) = 1. Je ziejmé, Ze libovolné dva rizné vrcholy G obarvené barvou 1

nejsou sousedni. Déale rozdélime mnozinu zbylych vrcholt grafu G, tedy vrcholy

mnozin Ly, Loy, ..., L;_1 neobarvené barvou 1, do 8 nasledujicich podmnozin:
Vi={kt+2;i=1 (mod 4),k =1 (mod 4)};
Vo={kt+2i;:=1 (mod 4),k =3 (mod 4)};
Vs ={kt+2i;i =2 (mod 4),k =2 (mod 4)};
Vy={kt+2i;i =2 (mod 4),k =0 (mod 4)};
Vs ={kt +2i;: =3 (mod 4),k =1 (mod 4)};
Ve = {kt +2i;: =3 (mod 4),k =3 (mod 4)};
Ve ={kt+2;;i =0 (mod 4),k =2 (mod 4)};
Ve ={kt+2i;i =0 (mod 4),k =0 (mod 4)};

Je zfejmé, Ze mnoziny Vi, Vs, ..., Vs jsou disjunktni a V3 U Vo U --- U V5 ob-
sahuje vSechny vrcholy G neobarvené barvou 1 (tedy vrcholy mnozin L; pro
i = 1,2,3,...,t — 1, které nejsou obarveny barvou 1). Déle plati, Ze vSechny
vrcholy Vi U V4 maji barvu 5, vSechny vrcholy V5 U V5 maji barvu 3, vSechny
vrcholy V3 U Vg maji barvu 2 a vSechny vrcholy V, U V7 maji barvu 4.

Nyni dokdzeme, ze kazdé dva odlisné vrcholy a,b € V(G) obarvené stejnou
barvou s = {2,3, 4,5} maji vzajemnou vzdélenost alespoii 3. Je zfejmé, Ze jsou-li
a,b € L; pro né&jaké i € {0,1,...,t — 1}, potom je jejich vzdjemna vzdélenost
alespon 4. Tedy predpokladejme, ze a € L,, ab € L,, kde 0 < m <n <t —1.
Je-lin —m (mod t) > 2, potom dists(a,b) > 3.

Je-li n — m (mod t) = 1, potom staci uvazovat pfipad m = 0,n = 1 nebo
m = 0,n =t — 1, protoze pro ostatni m,n nejsou v mnozinach L,,, L, pouzity
stejné barvy (samoziejmé kromé barvy 1). Necht m = 0,n = 1, tedy a € Lg
ab € L. Potom a = j,t ab=j,t +2, j € Z,j, € Z. Z toho, Ze f(a) = f(b)
a f(b) = 3 (resp. ) pro j, = 3 (resp. 1) (mod 4) a f(a) = 2 + (J (mod 4)),
dostéavame, Ze |j,, — jn| > 2, a tedy distg(a,b) > 3. Necht m = 0,n = ¢ — 1,
potoma € Lopabe L, ;. Potoma = j,tab=j,t—2, j,, € Z,j, € Z. Z toho, ze
f(a) = f(b) a f(b) = 4 (resp. 2) pro j, = 0 (resp. 2) (mod 4) a f(a) =2+ (jm
(mod 4)), dostavame, ze |j, — jn| > 2, a tedy diste(a,b) > 3.
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Nyni uvazujme n—m = 2. Potom a = 2m+j,,t a b = 2n+7j,t, jm € Z, j, € Z.
Z toho, ze f(a) = f(b), mame |j,, — jn| > 2, a tedy distg(a,b) > 4. Je-li m =
1,n =t —1, barvy vrcholt z L,, a L, jsou disjunktni (kromé barvy 1). Nakonec
uvazujme m = 0,n =t — 2. Potom a = j,t a b= j,t —4, j, € Z, j, € Z. Kvili
tomu, ze f(a) = f(b), mame |j,, — j.| > 2, a tedy distg(a,b) > 4. Proto f je

S-pakovaci 5-barveni.

Pripad 2. t =4k —1pro k€ Na 31t
V tomto pfipadé obarvujeme po sobé jdouci celd ¢isla (vrcholy grafu G) ze Z

podle nasledujiciho vzoru barev:
123145.

Pro dva libovolné vrcholy a,b € V(G), a > b, oba obarvené barvou 1, mame
a—b=3m prom € Z. Z toho plyne, Ze vrcholy a a b nejsou sousedni v G (nebot
predpokladame, ze 3 t t). Déle, jsou-li dva libovolné vrcholy ¢,d € V(G),c > d,
oba obarvené stejnou barvou s € {2,3,4,5}, potom ¢ —d = 6j pro j € Z. Je
ziejmé, ze c—d ¢ {2;4}, protoze 2;4 # 6j prokazdé j € Z,ac—d ¢ {t—2,t,t+2},
protoze t — 2,t a t + 2 jsou licha ¢isla, ale ¢ — d je sudé. Déale ¢ — d # 2t, protoze
3 1 t. Tedy vzdalenost mezi ¢ a d v G je vétsi nez 2, z ¢ehoz plyne, Ze popsané

barveni je S-pakovaci 5-barveni.

Piipad 3. t =4k —1prok e Nk >4 a3 |t.

V tomto ptipadé definujme barveni f vrcholi grafu G nasledovné. Necht f(j(4k—
3))=1a f(j(4k—3)+¢) = 1prokazdé j € Z,£ =1 (mod 3),1 < ¢ < 4k—3. Déle
pro kazdé m € Z,m = 2,3 (mod 6),1 < m < 4k —3, necht f(j(4k—3)+m) = 2,
je-li j sudé, a jinak f(j(4k — 3) + m) = 4. Nakonec pro kazdé p € Z,p = 0,5
(mod 6),1 < p < 4k — 3, necht f(j(4k — 3) + p) = 3, je-li j sudé, a jinak
f(j(4k —3) 4+ p) = 5. Z popsaného barveni jsou po sobé jdouci cela ¢isla (vrcholy
grafu ) ze Z obarvovéana podle nésledujiciho vzoru barev délky 8k — 6:

1(122133)"1(144155)",

kde v = 2k
-
Nyni dokazeme, ze f je S-pakovaci 5-barveni grafu G. Jako prvni uvazujme

vrchol a € V(G) obarveny barvou 1. Je-li a = j(4k — 3) pro néjaké j € Z,

potom jeho sousedé jsou j(4k — 3) £ 2 a j(4k — 3) £ t. Z definice f je zfejmé, Ze
f(i(4k — 3) £2) # 1. Kazda sekvence (122133)" (resp. (144155)") obsahuje ¢ — 3
celych ¢isel, proto f(j(4k —3)+t) # 1. Déle pfedpokladejme, ze a = j(4k —3)+/
pro n&jaké j € Z, ¢/ =1 (mod 3),1 < ¢ < 4k —3. Opét je zfejmé, ze a =+ 2 neobdrzi
barvu 1 v f.Z toho, ze a+t = j(4k—3)+{+4k—1 = (j+1)(4k—3)+({+2) a (42 =
0 (mod 3) plyne, ze f(a +t) # 1. Analogicky, a —t = (j — 1)(4k — 3) + (¢ — 2)
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al—2=2 (mod 3), tedy f(a —t) # 1. Z téchto zjisténi plyne, Ze libovolné dva
vrcholy grafu G, oba obarvené barvou 1, jsou ve vzdalenosti nejméné 2.

Déle necht b € V(G) je takovy vrchol, ze f(b) € {2,3,4,5}. Dokdzeme, ze
f(b) #{f(b£2), f(b£t), f(b£4), f(bE(t—2)), f(bE(t+2)), f(b£2t)}. Z definice f
je ziejmé, ze f(b+2) # f(b) a f(b+4) # f(b). Déle kvili tomu, Ze kazda sekvence
(122133)" (resp. (144155)V) obsahuje t — 3 celych ¢isel, mame f(b+(t—2)) # f(b),
f(bE£t) # f(b). Nyni uvazujme f(b+ (t+2)). Z definice f plyne, Ze je-li absolutni
hodnota rozdilu dvou ¢isel (vrcholt grafu G) z mnoziny {4k—8, ..., 4k+2}, potom
je jejich barva odlisna (plati pro barvy 2,3,4,5). Protoze [b — (b £ (t + 2))| =
t+2 =4k+1 € {4k — 8,...,4k + 2} dostavame, ze f(b =+ (t + 2)) # f(b).
Jelikoz f(b) € {2,3,4,5},b = j(4k — 3) 4+ z pro n&jaka prirozena ¢isla j, x, plati,
Je b2t = j(4k — 3) +x = (8k — 2) = j(4k — 3) + = % (8k — 6) £ 4. Z toho plyne
ze barva vrcholu b + 2t (resp. b — 2t) je stejné jako barva vrcholu b + 4 (resp.
b — 4), protoze délka uvedeného vzoru je 8k — 6. Z definice f jsou barvy vrchola
bab+t4 odlisné. Tedy f(b+2t) # f(b) a f je S-pakovaci 5-barveni grafu G. [

7.2 Distanc¢ni barveni grafu G({2,t})

Jak jiz bylo definovano diive, distan¢ni barveni grafu G zavislé na parametru
d je funkce, kterd mnoziné vrcholi V(G) pfifadi barvy z mnoziny {1,2,3,...}
tak, ze kazdé dva vrcholy grafu G, jejichz vzdalenost neni vétsi nez d, maji odlisné
barvy. Poznamenejme, Ze distan¢ni barveni odpovida S-pakovacimu barvenis S =
(d,d,d,...). Spodnim odhadem d-distan¢niho chromatického ¢isla grafu G({2,t})
se zabyva kapitola 7.2.1. Kapitola 7.2.2 se vénuje hornimu odhadu d-distan¢niho
chromatického ¢isla grafu G({2,t}). Pfesna hodnota ¢isla x4(G({2,t})) pro d >
t — 3 je dokédzana v kapitole 7.2.3. Dale kapitola 7.2.4 se vénuje 2-distancnimu
barveni grafti G({2,t}), tedy S-pakovacimu barveni s S = (2,2,2,2,...).

7.2.1 Spodni hranice d-distanéniho chromatického ¢isla grafu G({2,t})

V této kapitole dokdzeme spodni hranici pro xq4(G({2,t})), konkrétné pro

t+1

Véta 7.5. Necht't > 3 je liché, G({2,t}) je distancni graf a d > “*. Potom

XAGHZJD)21+t(d—3%§),

Diikaz. Necht G je graf G({2,t}). Tvrdime, Ze kazdych 1 + t(d — 52) po sobé

jdoucich celych ¢isel (vrcholu grafu G) ze Z méa vzajemnou vzdélenost nejvyse
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d v grafu G. Je zfejmé, Ze z tohoto tvrzeni vyplyva dokazovana véta. Bez ztraty na
obecnosti predpokladejme podsekvenci 14¢(d — %) po sobé jdoucich celych ¢isel
(vrcholi grafu G) zacinajicich v 0. K prokézani tohoto tvrzeni je potfeba ukézat,
ze viechny vrcholy mnoziny V = {1,2,3,...,t(d — 52)} jsou ve vzdalenosti
nejvyse d od vrcholu 0 v grafu G. Necht k& = d — %, tedy V =1{1,2,3,..., kt}.

Pripad 1. y € {1,2,..., kt} je liché ¢islo.

Necht i € NU {0} je takové, ze t(2i — 1) < y < #(2i + 1). Poznamenejme, ze
i € {0,...,[£]}. Uvazujme nyni dva pifpady; y < 2it +2 a y > 2it + 2 (pro
y = 2i+2 je y sudé).

Piipad 1la. y < 2it + 2.
Potom existuje r € {0, 1,2, ..., %} takové, ze y = (2i — 1)t + 2r a

POt .. (2 —2)t, (2% — D), (2% — Dt +2,..., (20— 1)t +2(r — 1),y

je cesta mezi vrcholy 0 a y, jejiz délka je 2¢ — 1 + r. Protoze

t+1 t—3 t+1
%—1+r§k—1+—%—:d——g——1+—%—:d+L

t1

plyne z toho, ze dist(0,y) < d, kromé pripadu, kdy 2 —1 =k -1 ar = ==,

Nicméng, je-li y = (k — 1)t + 2(5%) = kt + 1, potom y ¢ {1,2,..., kt}.

Pripad 1b. y > 2it + 2.
Potom existuje 7 € {0,1,2,..., 52} takové, ze y = (2i + 1)t — 2r a

P:0,t,...,2it, (20 + 1)t, (20 + 1)t —2,..., (20 + 1)t —2(r — 1),y

je cesta mezi 0 a y, jejiz délka je 2i + 1 + r. Jelikoz y € {1,2,...,kt}, potom
21 +1 <k, atedy

t—3 t—3 t—3
i+ 14+r <kt ——=d-——+——=d
' ' 2 2 2

Z toho vyplyva, ze diste(0,y) < d.

Prfipad 2. y € {1,2,...,kt} je sudé.

Necht j € NU {0} je takové, ze 2jt < y < (25 + 2)t. Poznamenejme, Ze j €
{0,...,[5]}. Uvazujme nyni dva piipady; y < (2j + 1)t +2ay > (2j + 1)t +2
(pro y = (25 + 1)t + 2 je y liché).

Pripad 2a. y < (25 + 1)t + 2.

Potom existuje r € {0, 1,2, ..., %} takové, ze y = 2jt + 2r a

P:0t,..., (27— )t 258,25t +2,..., 2t +2(r — 1),y
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je cesta mezi vrcholy 0 a y, jejiz délka je 25 + r. Protoze

t+1 t—3 t+1
Yitr<h-lqtt_g T2 g tte

=d+1
2 2 2 T

plyne z toho, ze distg(0,y) < d, kromé piipadu, kdy 2j = k —1 a r = 21

2
Nicméné, je-li y = (k — 1)t + 2(52) = kt + 1, potom y ¢ {1,2,..., kt}.

Pripad 2b. y > (2j + 1)t + 2.
Potom existuje € {0,1,2,..., 52} takové, ze y = (2] + 2)t — 2r a

POt .. (25 + Dt (2 +2)t, (25 +2)t—2,..., (2j +2)t —2(r — 1),y

je cesta mezi 0 a y, jejiz délka je 25 + 2 + r. Jelikoz y € {1,2,...,kt}, potom
2] +2 <k, atedy
t—3 t—3 t-—3

27+ 2 <k+——=d———+—=d
J+24+r<k+ 5 5 + 5 )

z toho vyplyva, ze distg(0,y) < d.

Tedy z toho plyne, ze kazdych 1 + t(d — %) po sobé jdoucich celych ¢isel
(vrcholii grafu G) ze Z je ve vzajemné vzdalenosti nejvySe d a musi obdrzet
odlisné barvy. O]

7.2.2 Horni hranice d-distanéniho chromatického ¢éisla grafa G({2,t})

V této kapitole dokazeme horni hranici d-distanéniho chromatického cisla
grafu G({2,t}).

Véta 7.6. Necht't > 3 je liché a G({2,t}) je distan¢ni graf. Potom

1+d(d+1), jelid <1,

G({2,t <
xa(G({ }>>)_{ td+i(_t2+2t+7)v je—]idz%.

Diikaz. Necht G je graf G({2,t}). Nejdiive dokdzeme horni hranici 1 4 d(d + 1)
pro d < % Pro obarvovani vrcholi pouzijeme tzv. hladovy algoritmus. Zac-
neme v libovolném vrcholu (bez ztraty na obecnosti feknéme v 0) a obarvujeme
vrcholy ve vzristajicim poradi (tedy 0,1,2,...) pomoci nejmensi mozné barvy,
kterd nebyla dana jiz obarvenym vrcholim ve vzdalenosti nejvyse d od prave
obarvovaného vrcholu. Tedy barva vrcholu ¢ zavisi nejvyse na barvach vrcholta
z nasledujicich mnozin (poznamenejme, Ze vzdalenost vrcholu i od vrcholu grafu

G, ktery nendlezi ani do jedné z mnozin Vi, Vo nebo V3, je vétsi nez d):

43



Vi={i—2,i—4,i—6,...,i—2d},
Vo={i—ti—2ti—3t,...,i—td},
Vi={i—kt+20:k=1,2,...,d—1,(=1,2,...,d—1ak+{<d}.
Je ziejmé, ze vSechny vrcholy z V3 U Vo, U V3 jsou vlevo od 4, |Vi| = |Vo| = d
d—1
a|Vz|= > 2(d—k)=d(d—1). Tedy barva vrcholu ¢ zavisi nejvyse na barvach
k=1
d(d+1) vrcholi vlevo od i. V nejhorsim ptipadé jsou tyto barvy odlisné, ale stale
mame jednu barvu k dispozici pro obarveni vrcholu i. Po obarveni vsech kladnych

vrcholli, udélame totéz pro zaporné vrcholy v klesajicim poradi. Poznamenejme,

ze v tomto pripadé barva vrcholu ¢ zavisi na barvach vrcholt z mnozin:

Vi={i+2,i+4,i+6,...,i+2d},
Vo={i+ti+2ti+3t,...,i+td},
Va={i+kt+20:k=1,2_...d-1,0=12...,d—1ak+(<d}.

d-1
Opét |[Vi| = |Vo| =d a |Vs| = > 2(d—k) = d(d—1). Tedy barva vrcholu i zavisi
k=1

na barvach d(d + 1) vrcholu vpravo od i. V nejhorsim pfipadé jsou tyto barvy
odlisné, ale stale mame jednu barvu k dispozici pro obarveni vrcholu i.

Nyni dokdzeme, ze x4(G) < td+ i(—zﬁ2 +2t+7) prod > % Opét pouzijeme
hladovy algoritmus, za¢neme v libovolném vrcholu (feknéme ve vrcholu 0) a obar-
vujeme vrcholy ve vzriistajicim pofadi (tedy 0, 1,2, .. .) pouzitim nejmensi mozné
barvy, ktera nebyla déna jiz obarvenym vrcholim ve vzdélenosti nejvyse d od
obarvovaného vrcholu. Je zifejmé, ze barva vrcholu ¢ zavisi nejvyse na barvach
vrcholt {i —1,i—2,i—3,...,i —td}. Necht V={i —t(d—1) = 2(z+1): 2 =
1,2,..., 82} aW = {i—t(d—y)+2(y+2);y =0,1,..., 53 -1;2 = 1,2,... , t—
3,2 < t—3—2y}. Je ziejmé, ze pro kazdy vrchol v € V plati distg(i,v) > d
(viz obréazek 9), a ze |V| = &1 — 2. Déle dokazeme, Ze dist (i, w) > d pro kazdé

w € W. Uvazujeme nasledujici dvé cesty:
R={iyi—t,...;i—t(d—vy),i—tld—y)+2,...,i—t(d—y)+2y=r}

a

S={i,i—t,...;i—t(d—y—2),i—t(d—y—2)—2,...,i—t(d—y—2)—2(y+2) = s}.

Poznamenejme, ze kazda odlisna cesta od R U .S délky nejvyse d s pocateénim
vrcholem ¢ v grafu G neobsahuje vrchol u takovy, ze r < u < s kromé mnoziny
cest T', kde

T ={iji—t,....i—t(d—y)—1,i—t(d—y—1)£2, ... i—t(d—y—1)+2(j+1),7 < y}.
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Obrazek 9: Cast grafu G({2,t}) s ¢ervené vyznadenymi vrcholy, jenz odpovidaji

vrcholim mnoziny V' z dikazu véty 7.6

Ale potom vrcholy t € T : r < t < s jsou liché a vrcholy mnoziny W sudé,
nebo naopak (v zavislosti na y). Tedy nelze, aby cesta z mnoziny 7' obsahovala
vrchol w. Nyni dokézeme, Ze plati r < w a w < s pro kazdé w € W. Protoze
r=i—tld—y)+2ya w=1—t(d—y)+2y+ 2z dostavame 0 < 2z, a tedy plati
r < w, nebot z je kladné ¢islo. V diikazu nerovnosti w < s vyuzijeme toho, Ze
z < t—3—-2y aziskdvame w = i—t(d—y)+2y+2z < i—t(d—y)+2y+2(t—3—-2y).
Po roznasobeni a preusporadani dostavame w < (i —td+ty +2t —2y —4) —2 <
t—td+ty+2t—2y—4=s.

Protoze plati r < w < s pro Vw € W, neexistuje cesta délky d s po¢atecnim vr-

cholem 7 obsahujici vrchol w v grafu GG, a tedy barva vrcholu ¢ nezavisi na barvach
t—3
=3

2
vrcholt mnoziny W. Poznamenejme, ze |W| = Zo 252 —y) =352 +1).
=

Tedy barva vrcholu ¢ zavisi nejvyse na barvéch dt —|V|—|W| = dt — (%2 —2) —
%(% +1) = td + ;(—t* + 2 + 3) vrcholi. V nejhorsim pfipadé jsou tyto barvy
odlisné, ale stdle mame jednu barvu k dispozici pro obarveni vrcholu ¢, nebot
td+1(—t*42t+3)+1 = td+ 5 (—t*+2t+7). Po obarveni viech kladngch vrchold,
udélame totéz pro zaporné vrcholy v klesajicim poradi. Poznamenejme, ze v tomto
ptipadé barva vrcholu ¢ zavisi na barvach vrchola {i+1,i14+2,i+3,...,i+td} —
V — W, kde mnozina V = {i +t(d — 1)+ 2(x + 1) : o = 1,2,..., 5 — 2}
aW = {it+t(d—y)—2(y+=2);y=0,1,...,. 53 -1;2=1,2,... t—3;2 < t—3-2y}.
Opét [{i+1,i+2,i+3,...,i+td}|—|V|—|W| = td+1(—t>+2+3), a tedy barva
vrcholu i zavisi na barvéach td + Z—ll(—t2 + 2+ 3) vrchold. V nejhorsim pfipadé jsou
tyto barvy odlisné, ale stale mame jednu barvu k dispozici pro obarveni vrcholu
i m

7.2.3 Presna hodnota d-distanéniho chromatického ¢isla grafa G({2,t})

V této kapitole dokézeme presnou hodnotu d-distan¢niho chromatického ¢isla

xa(G({2,t})) prod >t — 3.
Pro t = 3 davaji véty 7.5 a 7.6 pfesnou hodnotu y4(G({2,3})).
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Dusledek 7.7.  Necht G({2,3}) je distan¢ni grafad > 2. Potom x4(G({2,3})) =
3d + 1.

Pro dtikaz nasledujici véty 7.9 zde uvedeme tvrzeni 7.8, které urcuje vzdalenost
dvou vrcholu v grafu G({2,t}).

Tvrzeni 7.8. Necht't > 3 je liché, G je distanc¢ni graf G({2,t}) a {q,¢',r,7'} €
NU{0}. Déle necht a, b jsou libovolné dva vrcholy grafu G, kde |b—a| = t¢'+1',0 <

r’" < t. Dale definujeme q,r nasledovné:

. . . / . 7/ /

je-li |b — al Iiché a ¢’ liché, potom q =q ar =7,

t+r’
2 )

t+r’
2 Y

je-li |b— a| liché a ¢’ sudé, potom q=|¢ — 1| ar =

je-li |b— a| sudé a ¢ liché, potom q=|¢ — 1| ar =
7,/

je-li |b — a| sudé a ¢’ sudé, potomq=q ar=7%.

Potom distg(a,b) = min(q +7r,q+ 2+t —r).

Diikaz. Necht G je graf G({2,t}). Bez ztraty na obecnosti predpokladejme, ze
b > a. Poznamenejme, ze t-hranou (resp. 2-hranou) v grafu G rozumime hranu
mezi vrcholy 4,7 + ¢ (resp. 4,7 £ 2) pro i € Z v grafu G. Kazda nejkratsi cesta
mezi vrcholy a a b v G pouziva bud ¢ t-hran a r 2-hran, je-li gt < b — a, nebo
q + 2 t-hran a t — r 2-hran, je-li ¢t > b — a. O]

Véta 7.9. Necht't > 3 je liché, G({2,t}) je distanc¢ni graf a d >t — 3. Potom

(G2, 1) = 1+1 (d - ?) |

Diikaz. Necht G je graf G({2,t}). Necht £ =1+t (d — %) Z véty 7.5 plyne, Ze
Xa(G) = L.

Nyni dokdzeme, Ze x4(G) < (. Definujeme barveni f vrcholii grafu G nésle-
dovné. Necht f(7) =14 (mod ¢) + 1 pro i € Z. Z popsaného barveni jsou po sobé&
jdouci celd ¢isla (vrcholy grafu G) ze Z obarvovana podle nasledujictho vzoru

barev:
123... (¢ —1)¢.

Tvrdime, ze f je d-distan¢ni barveni grafu G. Nejdiive dokazeme, ze td < 2(.
Predpokladejme opak, Ze td > 2¢. Dosazenim za ( ziskéme td > 2 (1 + ¢ (d — 52)).
Déle po roznasobeni a odec¢teni td dostavame 0 > 2 +td — t* + 3t. Z predpokladii
véty vime, 7ze d > t — 3, tedy po tpravé ziskdme 0 > 2+ t(t — 3) — t? + 3t, z &ehoZ

dostdavame 0 > 2 a to je spor. Tedy libovolné dva rizné vrcholy a,b € V(G)
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s |b— a| > 2¢, které jsou obarvené stejnou barvou s € {1,2,...,¢}, jsou ve vzda-
lenosti alesponn d + 1 v GG. Nyni, pro libovolné i € Z potiebujeme zkontrolovat
pouze vzdalenost mezi vrcholy ¢,i + 1,...,i + 2¢ — 1 v G, které jsou obarveny
stejnou barvou jako i. Z definice d-distan¢niho barveni a barveni f vyplyva, ze
stejnou barvu jako vrchol ¢ z {i + 1,...,7 + 2¢ — 1} méa pouze vrchol i + /.
Tedy jediné, co potfebujeme dokazat, je to, ze distg(i,i + ¢) > d + 1. Na urceni
vzdélenosti vrcholt 7 a ¢ + ¢ v G vyuzijeme tvrzeni 7.8. Necht ¢ = 1’ + t¢/, kde
' <t—1. Protoze |i — (i + {)| = £ = 1+ t(d — 52), dostdvame, ze ¢’ = (d — 52)
ar = 1. Jelikoz |i — (i + ¢)] = ¢ a ¢’ maji opacnou paritu, dostdvame, Ze
q:|q’—1|:|d—§—1|:d—§—1,pr0toéed2t—3,ar:tz—’",:%.
Potom podle tvrzeni 7.8 plati distg(é,7 + ¢) = min(q + r,q + 2+t — r). Jelikoz
g+r=d-F -1+ =d+laq+2+t—r=d-"2 -1+24+t- %1 =d+2,je
distg(i,7 + ¢) = d + 1. Z toho plyne, Ze popsané barveni f je d-distancni barveni
grafu G. O]

7.2.4 Distanéni barveni s parametrem d = 2 grafa G({2,t})

V této kapitole se zabyvame S-pakovacim barvenim grafu G({2,t}), kde S =
(2,2,2,...). Poznamenejme, ze pro mnozinu celych ¢isel {a;,...,a,}, kde Vi je
a; < m, piSeme a = aq,...,a, (mod m), je-li a = a; (mod m) pro néjaké i €
{1,2,...,r}.

Tvrzeni 7.10. Necht G({2,3}) je distan¢ni graf. Potom x2(G({2,3})) = 7.

Diikaz. Necht G je graf G({2,3}). Pro diikaz spodni meze x2(G) > 7 vyuZijeme
definici 2-distan¢niho barveni, ze které plyne, ze vrcholy ve vzajemné vzdalenosti
nejvyse dva, musi byt obarveny odliSnou barvou. Pro kazda dvé libovolna cela
¢isla (vrcholy grafu G) a,b € {i,i +1,...,i+ 6} pro ¢ € Z v grafu G plati, Ze
distg(a,b) < 2. Tedy kazdych sedm po sobé jdoucich celych ¢isel (vrcholi) musi
mit vzajemné odlisnou barvu a xo(G) > 7.

Nyni dokdzeme, ze x2(G) < 7. Definujeme barveni f : Z — {1,2,...,7}
predpisem f(i) = ¢ (mod 7) + 1 pro i € Z. Z popsaného barveni jsou po sobé
jdouci celd ¢isla (vrcholy grafu G) ze Z obarvovana podle nasledujictho vzoru
barev:

1234567.

Je ziejmé, Ze pro libovolné dva odlisné vrcholy a, b € V(G), pro které plati f(a) =
f(b), dostaneme |a — b| = 7¢ pro ¢ € N. Poznamenejme, ze v grafu G jsou dva
odligné vrcholy a, b € V(G) ve vzdalenosti nejvyse 2, je-li [a—b| € {1,2,3,4,5,6}.
Protoze {1,2,3,4,5,6} # 7¢ pro kazdé ¢ € N, dostavame, Ze x2(G) < 7. ]
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Véta 7.11.  Necht't > 3 je liché a G({2,t}) je distan¢ni graf. Potom

5, je-llit=1,9 (mod 10),

x2(G({2,t})) = { 6, je-lit=3,5,7 (mod 10).

Diikaz. Necht G je graf G({2,t}). Prvni ¢ast tohoto dikazu se vénuje tvrzeni
x2(G) =5, je-li t = 1,9 (mod 10) a druha ¢ast dikazu tvrzeni x»(G) = 6, je-li
t=3,5,7 (mod 10).

Pripad 1.t =1,9 (mod 10) a ¢t > 3.
Dolni mez x2(G) > 5 je zfejma. Protoze graf G je 4-regularni graf, existuje 5
vrcholti (libovolny vrchol a jeho 4 sousedé) z V(G), které musi byt obarveny
navzajem odliSnymi barvami.

Nyni dokdzeme horni mez x2(G) < 5 pro t = 1,9 (mod 10). Definujeme bar-
veni f : Z — {1,2,3,4,5} pfedpisem f(i) =4 (mod 5)+1 pro i € Z. Z popsaného
barveni f jsou po sobé jdouci celd ¢isla (vrcholy grafu GG) obarvovana podle na-

sledujiciho vzoru barev:
12345.

Je zfejmé, Ze pro libovolné dva odlisné vrcholy a,b € V(G), pro které plati
f(a) = f(b), dostaneme |a — b| = 5k pro k € N. Poznamenejme, ze v grafu
G jsou dva odlisné vrcholy a,b € V(G) ve vzdalenosti nejvyse 2, je-li |a — b| =
1,2,3,4,7,8,9 (mod 10), protoze bud ¢ = 1 (mod 10) nebo ¢ = 9 (mod 10).
Protoze 1,2,3,4,7,8,9 (mod 10) # 5k pro kazdé k € N, je takto definované
obarveni 2-distanénim barvenim, a tedy x2(G) < 5 prot =1,9 (mod 10).

Prfipad 2.t =3,5,7 (mod 10) a t > 5.

Pfipad 2.1. Spodni mez y»(G) > 6 pro t = 3,5,7 (mod 10).
Dtikaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze graf G lze obarvit 5 barvami.
Tudiz i libovolny podgraf H; grafu G lze obarvit 5 barvami. Uvazujme graf H; =
P,OP,, jehoz vrcholy budou oznaceny (i,7), i =1,2,3,4aj=1,2,...,t, tak, Ze
(1,7)(i+1,5) € H(H]) prokazdéi=1,2,3aj=1,2,...,t,a(i,7)(i,7+1) € H]
prokazdéi=1,2,3,4aj=1,2,...,t—1. Necht H, je graf ziskany z H; pridanim
hrany (2,1)(4,t), V(H;) = {(i,7) : i = 1,2,3,4;5 = 1,2,...,t}. Déle necht
f:V(H;) — {1,2,3,4,5} je 2-distan¢ni barveni grafu H,. Bez ztraty na obecnosti
predpokladejme, ze f((2,2)) = 2, f((1,2)) = 4, f((3,2)) = 5, f((2,1)) =1
a f((2,3)) = 3 (viz obréazek 10). Pro obarveni vrchold (1,1) a (3,1) mame pravé

t¥i nasledujici moznosti:
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Obrazek 10: Podgraf H; grafu G.

a) f((37 1)) =4, f((la 1)) =9,
b) f((3,1)) =4, f((1,1)) =3,
) f((3,1)) =3.

Poznamenejme, Ze po obarveni vrchold mnoziny A = {(i,j) : i = 1,2;j =
1,2,3} U{(2,3)}, je barva vrchola V(P,00F;) — (AU{(4,%)}) jednozna¢né uréena
za predpokladu, Zze f je 2-distanéni barveni. Rozebereme zvlast kazdy z vyse
zminénych piipadi.
Pripad 2.1a. f((3,1)) =4, f((1,1)) = 5.

Barvy vrcholt mnoziny A implikuji f((1,3)) = 1. Protoze vrcholy (1,3), (2,2),
(2,3), (3,1), (3,2) jsou obarveny barvami 1,2, 3, 4,5 a jejich vzdalenost je nejvyse
2 od vrcholu (3, 3), usuzujeme z toho, ze vrchol (3, 3) nelze obarvit zadnou z barev

{1,2,...,5} a dostdvame spor s predpokladem, Ze G lze obarvit 5 barvami.

Piipad 2.1b. f((3,1)) = 4, f((1,1)) = 3.
Jak bylo vySe feceno, kazdému vrcholu (i,7) € V(P,OP,) — (AU {(4,1)})) lze
pfifadit pravé jednu vyhovujici barvu {1,2,...,5} ve 2-distanénim barveni f.
Konkrétné toto barveni f pritadi vrcholu (i, j) € V(P,0F;) barvu ¢ pravé tehdy,
kdyz (i,7) € Vi, £ =1,2,...,5. Mnoziny V;, ¢ = 1,2,...,5 jsou definovany nésle-

dovné:

Vi = {(1,7 = 4 (mod5)),(2,7 = 1 (mod 5)),(3,7 = 3 (mod 5)),(4,7 = 0
(mod 5))},
Vo = {(1,7 = 0 (mod 5)),(2,7 = 2 (mod 5)),(3,7 = 4 (mod 5)),(4,j = 1
(mod 5))},
Vs = {(1,7 = 1 (mod 5)),(2,7 = 3 (mod 5)),(3,7 = 0 (mod 5)), (4,7 = 2
(mod 5))},
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Vi = {(1,7 = 2 (mod 5)),(2,7 = 4 (mod 5)),(3,7 = 1 (mod 5)), (4,7 = 3
(mod 5))},
Vs = {(1,7 = 3 (mod 5)),(2,7 = 0 (mod 5)),(3,7 = 2 (mod 5)), (4,7 = 4
(mod 5))}.

Je ziejmé, ze mnoziny Vi,..., Vs jsou disjunktni a V3 U Vo U --- U V5 obsahuje
v8echny vrcholy z V(H;). Protoze vzdélenost vrcholu (4,t) s libovolnym vrcho-
lem z mnoziny {(1,1),(2,1),(2,2),(3,1)} je nejvyse 2 a tyto vrcholy jsou obar-
veny barvami 1,2,3 a 4, jedind pfipustnd barva pro vrchol (4,¢) je 5. Podle
2-distan¢niho barveni f (definovaném v tomto pfipadé 2.1b) je vrchol obarven
barvou 5 pravé tehdy, je-li z mnoziny V. Musi tedy platit, ze t = 4 (mod 5). N&s
predpoklad je, ze t = 3,5,7 (mod 10), a protoZze 4 (mod 5) # 3,5,7 (mod 10),
nelze vrchol (4, t) obarvit zédnou z barev {1,2,...,5}, a tedy nastava spor s nasim

predpokladem, ze G lze obarvit 5 barvami.

Pripad 2.1c. f((3,1)) = 3.
Zde je situace velmi podobna pfedchozimu pfipadu. Opét kazdému vrcholu (4, j) €
V(POP,)—(AU{(4,t)})) lze ptifadit pravé jednu vyhovujici barvu z {1,2,...,5}
ve 2-distan¢nim barveni f. Konkrétné toto barveni f pfitadi vrcholu (7,j) €
V(P,OP,) barvu ¢, je-li (i,5) € Vi, £ =1,2,...,5. Mnoziny V,, ¢/ =1,2,....5 jsou

definovany nasledovné:

Vi = {(1,7 = 3 (mod 5)),(2,7 = 1 (mod 5)),(3,7 = 4 (mod 5)),(4,j = 2
(mod 5))},
Vo = {(1,7 = 4 (mod 5)),(2,7 = 2 (mod 5)),(3,7 = 0 (mod 5)), (4,7 = 3
(mod 5))},
Vs = {(1,7 = 0 (mod 5)),(2,7 = 3 (mod 5)),(3,7 = 1 (mod 5)),(4,j = 4
(mod 5))},
Vi = {(1,7 = 2 (mod 5)),(2,7 = 0 (mod 5)),(3,7 = 3 (mod 5)), (4,7 = 1
(mod 5))},
Vs = {(1,7 = 1 (mod 5)),(2,7 = 4 (mod 5)),(3,7 = 2 (mod 5)),(4,7 = 0
(mod 5))}.
Je zfejmé, ze mnoziny Vi,..., Vs jsou disjunktni a V; U V5 U --- U V5 obsahuje

v8echny vrcholy z V(H;). Protoze vzdélenost vrcholu (4,t) s libovolnym vrcho-
lem z mnoziny {(1,1),(2,1),(2,2),(3,1)} je nejvyse 2 a tyto vrcholy jsou obar-
veny barvami 1,2,3 a 5, jedind pfipustné barva pro vrchol (4,t) je 4. Podle 2-
distanc¢niho barveni f je vrchol obarven barvou 4 pravé tehdy, je-li z mnoziny V.
Musi tedy platit, Ze ¢ = 1 (mod 5). Nas pfedpoklad je, ze t = 3,5,7 (mod 10),
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a protoze 1 (mod 5) # 3,5,7 (mod 10), nelze vrchol (4, t) obarvit zadnou z barev
{1,2,...,5}, a tedy opét nastava spor s nasim predpokladem, Ze G lze obarvit 5

barvami. Tedy dokazali jsme, Ze na obarveni grafu G je potieba alespon 6 barev.

Piipad 2.2. Horni mez x2(G) < 6 pro t = 3,5,7 (mod 10).

Stanoveni horni meze rozdélime na dva podptipady.

Pripad 2.2a.t € {5,7,13}.
Definujme barveni f : Z — {1,2,...,6} nasledovné. Necht f(i) =i (mod 6) + 1
pro i € Z. Z popsaného barveni jsou po sobé jdouci celd éisla (vrcholy grafu G)

obarvovana podle nasledujiciho vzoru barev:
123456.

Je ziejmé, Ze pro libovolné dva odlisné vrcholy a,b € V(G), pro které plati, Ze
f(a) = f(b), dostaneme |a—b| = 6k pro k € N. V grafu G({2,5}) jsou dva odlisné
vrcholy a,b € V(G) ve vzdalenosti nejvyse 2, pouze pokud |a — b| € Ay, A) =
{2,3,4,5,7,10} v G({2,7}) jsou dva odlisné vrcholy a,b € V(G) ve vzdalenosti
nejvyse 2, pouze pokud |a — b| € Ay, Ay = {2,4,5,7,9,14} a v G({2,13}) jsou
dva vrcholy a,b € V(G) ve vzdalenosti nejvyse 2, pouze pokud |a —b| € Az, A3 =
{2,4,11,13,15,26}. Protoze pro kazdy vrchol j € A; pro i = 1,2, 3, plati j # 6k
pro kazdé k € N, je barveni f 2-distanénim barvenim grafu G a plati x2(G) < 6
pro t € {5,7,13}.

Pripad 2.2b. ¢t =3,5,7 (mod 10) a ¢t > 15.
Necht s a ¢ jsou pfirozena ¢isla a nechf ¢ < 5. Déle nechf t+1 = 5s+/¢,a k = s—/.
Poznamenejme, ze 5k + 6/ = t + 1. Definujeme barveni f : Z — {1,2,...,6}
nasledovné. Necht f(i) = i (mod 5) +1 pro 0 < ¢ (mod ¢t + 1) < bk,i € Z
a f(i) = (i—5k) (mod 6)+1 pro 5k <i (mod t+1) <t+1,: € Z. Z popsaného
barveni jsou po sobé jdouci celd ¢isla (vrcholy grafu G) ze Z obarvovana podle

nasledujiciho vzoru barev:
(12345)%(123456)",

kde (12345)% (resp. (123456)) znamené opakovani 12345 (resp. 123456) k-krat
(resp. ¢-krat). Necht a € V(G). Dokazeme, ze f(a) # {f(a £2), f(a £1), fla+t
4), fla £ (t £ 2)), f(a £ 2t)}. Je ziejmé, ze f(a) # {f(a £2), f(a £4)}. Dale
f(a) # f(a £t), protoze perioda uvedeného vzoru je délky t + 1, a tedy vrchol
a=+t je obarven jednou z barev vrcholi a£1 (s ohledem na pocitani modulo 5, nebo
6, v zavislosti na jakém misté v periodé uvedeného vzoru se vrchol a nachézi).
Podobné f(a) # {f(a+ (t +£2)), f(a £ 2t)}, protoze vrcholy a + (t +2) a a + 2t
jsou obarveny odlisnou barvou od barvy vrcholu a. Tedy libovolné dva vrcholy
ve vzdalenosti nejvyse 2 v G nejsou obarveny stejnou barvou. Z toho plyne, zZe

f je 2-distanc¢ni barveni grafu G. n
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8 Zavér

V této praci byly shrnuty a setiizeny poznatky z problematiky pakovaciho,
dis- tanc¢niho a S-pakovaciho barveni. Byly nalezeny pfesné hodnoty S-pakovaciho
chromatického ¢isla distan¢nich grafi G({2,t}) pro sekvence S skladajici se z jed-
nicek a dvojek. Dale byla nalezena spodni a horni mez distan¢niho chromatického
Cisla distan¢nich grafi G({2,t}). Pfesnd hodnota distan¢éniho pakovaciho chroma-
tického ¢isla byla dokézana pro d > t—3. Déale bylo uréeno 2-distanc¢ni chromatické
¢islo grafi G({2,t}) pro libovolné ¢.

Tato prace poskytuje prvotni vysledky v oblasti S-pakovaciho barveni distan-
¢nich grafi G({2,t}). Zde dokazané véty by bylo mozné aplikovat na cirkula-
¢ni grafy specialni velikosti a nasledné propojit dosud znamé vysledky z téchto
oblasti. Dalsim rozsifenim prace by mohlo byt uvazovani sekvence S, obsahu-
jici vétsi cisla nez jednicky a dvojky anebo urceni pfesné hodnoty distanc¢niho
chromatického ¢isla pro 2 < d <t — 3 grafa G({2,}).

Vysledky této prace jsou rovnéz publikovany ve védeckém clanku, ktery byl za-
slan do ¢asopisu Applied Mathematics and Computation. Clanek vznikl ve spolu-
praci s Univerzitou v Mariboru, katedrou prirodnich véd a matematiky, konkrétné
ve spolupraci s red. prof. dr. Bostjanem BreSarem a asistentkou Jasminou Ferme,

kteri se na ¢lanku podileli formou odbornych konzultaci a korektury dikazt.
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