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Abstrakt

Tato diplomova préace se zaméruje na studium tloh pro parcialni diferencidlni rov-
nice s feSenimi ve tvaru postupné viny. Nejprve vysvétlime pojmy postupna vina
a soliton. Poté popiseme tlohy, v nichz se vyskytuji. Dale se podrobnéji zabyvame
modelem visutého mostu s netypickou nelinearitou f(u) = au™—pfu~—1. Pro tuto
ulohu dokazujeme pomoci véty Mountain Pass Theorem existenci feseni ve tvaru
postupné viny. Omezime mozné hodnoty parametru popisujicich feseni, stejné tak
velikost rychlosti §iteni viny. Na zavér provedeme numerické experimenty ve snaze
najit konkrétni predpis pro feseni ve tvaru postupné viny.

Klicova slova: nelinearni parcidlni diferencidlni rovnice, postupnéa vlna, soliton,
model visutého mostu, Mountain Pass Theorem

Abstract

This master thesis is focused on study of problems for travelling waves in partial
differential equations. At first, we explain the notions of travelling wave and
soliton. After that, we describe problems containing these notions. Next, we deal
with suspension bridge model with atypical nonlinearity f(u) = au™ — fu™ — 1.
For this problem we prove the existence of travelling wave solution due to
the Mountain Pass Theorem. We restrict possible values of parameters that
describe the solution as well as the magnitude of the velocity of travelling wave.
In the end, we perform numerical experiments in order to find specific form of tra-
velling wave solution.

Key words: nonlinear partial differential equations, travelling wave, soliton,
suspension bridge model, Mountain Pass Theorem
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1 Uvod 1

Kapitola 1

Uvod

V této praci se budeme zabyvat tlohami pro nelinedrni parcialni diferencialni
rovnice, jejichz Teseni se nazyvaji postupna vlna. Takové rovnice maji Siroké
vyuziti v ruznych oborech, jelikoz lze postupné viny nalézt v prirodé velmi casto,
a to v mnoha rozdilnych situacich. Konkrétnimi piiklady mohou byt viny na vodé,
siteni zvuku, v biologii populacni modely, migrace biologickych druhu nebo ho-
jeni ran, viz napf. 1], modelovéani toku kapalin [2] ¢i v mechanice modely chovani
nosniku a visutych mostu, vice v Kapitole 2.

Obvykle jsou realné situace zahrnujici postupné vlny modelovany parcialnimi
diferencialnimi rovnicemi prvniho nebo druhého radu. Méné casté jsou modely
c¢tvrtého tadu. Takové tlohy se pouzivaji pravé v mechanice pro nosniky, déle
téz ke studiu formovani vzoru ve fyzice a kvantové teorii (napt. Schrodingerova
rovnice), viz [3].

Uvedeme zde nékolik piikladu iloh pro rovnice s feSenimi ve tvaru postupnych
vln. Zaradit mezi né urcité lze i transportni a vlnovou rovnici nebo reakéné—difuzni
rovnice a jejich modifikace. V tomto textu vsak detailnéji rozebereme jen vy-
brané nelinearni problémy spolu s analytickymi vyjadfenimi jejich feseni, bude-li
to mozné. Poznamenejme, ze ¢asto nejsme schopni nalézt exaktni feseni takovych
uloh, proto se museji fesit numericky. K diukaziim existence feseni ve tvaru po-
stupné viny lze vyuzit topologickych nebo variacnich metod matematické analyzy.
Drive, nez zacneme popisovat jednotlivé modely, zadefinujeme nékolik dulezitych
pojmu.

Definice 1 (Postupna vlna). Postupnou vlnou rozumime libovolnou funkci
ve tvaru f = f(x — vt), kde parametr v odpovida rychlosti sifeni vIny.

Definice 2 (Stacionarni feSeni). Staciondrnim feSenim (nebo také rov-
novaznym stavem ¢i ekvilibriem) parcidlni diferencidlni rovnice rozumime takové
feSeni, které se v ¢ase nemeéni.

Definice 3 (Homoklinické FeSeni). Necht f* je staciondrn{ stav. Homoklinické
feseni parcidlni diferencidlni rovnice je takové feseni f = f(§), pro néz plati
f(&) = [ pro [¢] — +o0.
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Obréazek 1.1: Piiklad homoklinického a heteroklinického feSeni.

Definice 4 (Heteroklinické feSeni). Necht f; a f jsou dva ruzné stacionarni
stavy. Heteroklinické feSeni parcidlni diferencialni rovnice je takové feseni f =

(&), pro néz plati f(§) — fi pro & = —oo a f(§) — f3 pro § — +oo.

Na obrazku 1.1 muzeme vlevo vidét ilustracni piiklad tvaru homoklinického
feSeni, vpravo priklad heteroklinického fesSeni.

Dalsim zajimavym pojmem je tzv. soliton. V literature je vSak tézké najit jed-
notnou definici, spiSe se udavaji vlastnosti solitonu, které jej charakterizuji,
viz napft. [4, s. 268]. Soliton je zde uveden jako osaméla vlna, kterd pii inter-
akci s jinym solitonem zachovava svuj tvar i svou rychlost, az na fazovy posun.
Osamélou vlnou se rozumi lokalizovana vina, kterou je nutné odlisit od perio-
dického tesent, jez obsahuje cely fetézec vin. Strauss ve své knize [5, s. 390] uvadi,
ze soliton je ,lokalizovand postupna vina, kterd je napadné stabilni“. Preciznéjsi
definici 1ze najit v ¢lanku od Benciho a Fortunata [6, s. 4]. Solitony jsou zndmé
predevsim jako TeSeni Kortewegovy—deVriesovy rovnice a obvykle odpovidaji ho-
moklinickym feSenim, viz [7]. V piirodé se daji najit napf. jako viny v mélkych
vodéch, viz obrézek 1.2 (pfevzato z [8]).

Kortewegova—deVriesova rovnice

Kortewegova—deVriesova rovnice je v literatufe, napf. [5], uvddéna ve tvaru
Up + Ugae + 6uU, = 0, reR, t>0, (1.1)

kde u = u(x,t) je hledand funkce a dolnimi indexy rozumime parcidlni derivace
podle dané proménné. Jak bylo feceno vyse, netrividlni homoklinicka feseni rov-
nice (1.1) odpovidaji solitonum. Tento typ vin byl poprvé pozorovan J. S. Russe-
lem v roce 1834 jako vlna ve vodnim kandlu!, kterd neménf sviij tvar (podrobnéji
viz [5, s. 390]). Rovnice (1.1) se téz objevuje v teorii plazmatu a jinych odvétvich
fyziky. Jeji zvlastnost spociva v tom, zZe je FeSitelnd analyticky. Ve strucnosti zde
uvedeme, jak takové Teseni ziskat.

Pohyb solitonu ve vodnim kandlu: https://www.youtube.com/watch?v=SknvLa8qEu0



Obrazek 1.2: Soliton na Venice Beach, Kalifornie. Foto Douglas Baldwin.

Predpokladdme, ze plati u(x,t) = f(§), kde £ = x — ¢t a parametr ¢ odpovida
rychlosti §iteni solitonu. Diky této substituci prejdeme od parcialni diferencialni
rovnice (1.1) k obycejné diferencidlni rovnici

FTL6ff—cf =0, E€R (1.2)

Tu zintegrujeme a ziskdme tim rovnici f” +3f% —cf + K; = 0, kde K, € R je in-
tegra¢ni konstanta. Prendsobime obé strany 2f" a po druhé integraci dostavame
rovnici (f')? + 2f% — cf? + 2K, f + Ky = 0, kde Ky € R je druhd integra¢ni
konstanta. Vzhledem k pozadavku, aby feSeni bylo ve tvaru osamélé postupné
viny a popisovalo tak redlnou situaci, pfipojime okrajové podminky f(§) — 0,
f(€) = 0a f"(&) — 0 pro || = +00. Z toho vyplyva, ze K; = Ky = 0.

Nyni zbyva vytesit obyc¢ejnou diferencidlni rovnici prvniho tadu f' = \/cf? — 2f3.
Jelikoz hleddme pouze netrividlni feSeni, muzeme psat funkci f ve tvaru

F(€) = 5 cosh™? (§(§ + K)) , (1.3)

kde K € R. Funkce u ve tvaru

u(z,t) = € cosh2

oo (3

7(w—ct+K)> (1.4)

je tedy hledany pfedpis solitonu a jeho graf pro ¢ = 0,5 a K = 0 muzeme
vidét na obrazku 1.3. Z numerickych experimentu provadénych v 60. letech 20.
stoleti M. Kruskalem a N. Zabuskym, viz [5, s. 391], vyplynulo, Zze pokud k rov-
nici (1.1) ptripojime libovolnou poéateéni podminku, feseni se pro ¢t — +oo vzdy
rozlozi na konecny pocet solitonu s ruznymi rychlostmi siteni. Takové chovani
je prekvapivé, jelikoz se da ocekavat u linearnich rovnic, nikoliv u nelinearnich
jako je (1.1). V jistém smyslu muzeme hovofit o ,nelinedrni superpozici“. Diky
tomuto specialnimu chovani jsou solitony pouzivany ve fyzice také jako matema-
ticky model stabilnich elementarnich ¢astic.
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Obréazek 1.3: Graf feseni Kortevegovy—deVriesovy rovnice pro ¢ = 0,5 a K = 0.

Kleinova—Gordonova rovnice a jeji modifikace

Dalsi zajimavou tridou parcidlnich diferencidlnich rovnic, jez vznikla modifikaci
vlnové rovnice a kterd stoji za zminku, jsou rovnice typu

Uy — Uzz + g(u) =0, reR, t>0, (1.5)

kde g = g(u) je hladka funkce. Linedrni Kleinova-Gordonova rovnice t; — g +
u =0, kde g(u) = u, neni pro nase tcely prilis zajimavd, neobsahuje totiz feseni
ve tvaru lokalizované postupné viny, nybrz feseni periodicka. Zvlastné pojmeno-
vané sine—Gordonova rovnice

Up — Ugg + sin(u) = 0, reR, t>0, (1.6)
a sinh—Gordonova rovnice
Ugy — Ugy + sinh(u) = 0, reR, t>0, (1.7)

jiz pozadovana teseni maji. Je velmi dulezité studovat dynamické chovéani téchto
feSeni, nebot se rovnice (1.6), (1.7) a jejich dals{ modifikace pouzivaji k mode-
lovani mnoha problému od toku kapalin az po kvantovou teorii. V odbornych
textech se také zkoumaji rovnice s obecnéjsimi funkcemi g, viz napit. [2, 7, 9].

Fisherova—Kolmogorovova rovnice

Postupné viny se také objevuji jako Teseni reakcéné—difuznich rovnic. Klasickym
predmétem studia v matematice, teoretické fyzice i biologii, viz [10, 11], jsou feseni
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Obrazek 1.4: Schematicky vyvoj vinového tfeseni Fisherovy—Kolmogorovovy rov-
nice v ¢ase na realné ose.

parcialnich diferencidlnich rovnic popisujicich pohyb rozhrani mezi stabilnim
a nestabilnim prostiedim. Typickou rovnici v tomto piipadé je tzv. Fisherova—
Kolmogorovova nebo Fisherova—KPP rovnice (pojmenovana podle Fishera, Kol-
mogorovova, Petrovskiho a Piskunovova) ve tvaru

w = Dug, + f(u), re€R, t>0, (1.8)

kde D je koeficient difuze a f = f(u) je reakéni ¢len. Na ném ovsem zévisi chovani
hledaného teseni u = u(x,t) a to, zda bude ve tvaru postupné viny.

V knize od Murrayho, viz [1, s. 439], muzeme najit rozebrany klasicky nejjed-
nodussi piiklad Fisherovy-Kolmogorovovy rovnice s f(u) = ku(l —k), kde k& > 0.
Tato rovnice je prirozenym rozsitenim logistické rovnice a muze popisovat napr.
prostorové siteni urcitého genu v populaci. Murray se zabyva studiem trajektorii
ve fazové roviné, hledanim rovnovaznych stavu a jejich stabilitou. Ukazuje také,
7e velikost rychlosti sifenf viny ¢ lze vyjadfit pifmo z rovnice. Resf proto problém
na vlastni ¢isla a dochézi k zavéru, ze minimalni mozna rychlost je ¢,in = 2VED.
Na obrézku 1.4 (ptevzato z [1]) muzeme vidét schématicky naznaceny vyvo]
vlnového teseni rovnice (1.8) s logistickym clenem a rychlosti sifeni ¢, = 2.
Zkouma také to, jaky typ poc¢atecni podminky se vyvine v postupnou vlnu, a po-
kud takové Teseni existuje, jaka je jeho rychlost c.

Zminit muzeme jesté dalsi konkrétni funkce f, napf. f(u) = kuP(1—u?), kde p > 0
aq>0.Prop=qg+1 serovnice (1.8) da dokonce vytesit exaktné. Zajimavou

funkci je téz
2
u u
- 1— =) —
r=ru(1-2) =

coz je rustova funkce v modelu chovani obalece jedlového, viz [1, s. 460].
Ta se od predchozich lisf tim, ze rovnice (1.8) mé vice nez dva staciondrni stavy.

Rozsitena Fisherova—Kolmogorovova rovnice a Swiftova—
Hohenbergova rovnice

V této céasti textu uvedeme dalsi typ rovnic s feSenim ve tvaru postupné
viny, konkrétné tzv. rozsitenou Fisherovu-Kolmogorovovu rovnici a Swiftovu—
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Obrazek 1.5: Pad mostu Tacoma Narrows 7. listopadu 1940.

Hohenbergovu rovnici. Obé jsou ¢tvrtého radu a maji stejny tvar
ut—ﬁ“xr+7uxxxx_u+u3 =0, x ER, t >0, (19)

kde v > 0 a § € R. Pokud je 8 > 0, (1.9) se obvykle nazyva rozsifena Fisherova—
Kolmogorovova rovnice (z angli¢ctiny EFK rovnice), zatimco v piipadé f < 0
je (1.9) nazyvéna Swiftova—Hohenbergova rovnice.

EFK rovnici muzeme najit poprvé v clanku od Coulleta a spol. z roku 1987,
viz [12], a slouzi jako jeden z matematickych modelua pro studium tvorby vzoru
a fazovych posunu ve fyzice a mechanice. Swiftova—Hohenbergova rovnice byla
puvodné popséna v [13] a lze ji pouzit jako model propagace laseru, viz napt. [14].
Dynamika této rovnice je méné probadand, obecné se mnohem vice zkouma EFK
rovnice. Byl pro ni proveden dukaz existence periodickych a homoklinickych
feseni, avSak otdzka existence heteroklinickych Feseni zustava oteviend, viz [15].

Nelinearni rovnice pro nosnik

Jako posledni typ nelinearni parcialni diferencialni rovnice, kterd muze mit feSeni
ve tvaru postupné viny, zminime jednodimenzionalni rovnici modelujici chovani
nosniki, jez se casto objevuje ve tvaru

Ugt + Ugzze + f(u) =0, reR, t>0, (1.10)

kde u = u(z,t) udavéd vychylku nosniku a f = f(u) je obecné nelinearni funkce.
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Rovnice (1.10) se také pouziva jako jeden z mnoha matematickych modelu vi-
sutych mosti, na néz se zamérime v nasledujicich kapitolach. Tento typ mosti
je dostatecné dlouhy a uzky na to, aby pro néj bylo mozné pouzit jednodimen-
zionalni model nekonecéné dlouhého nosniku a zaroven se u néj objevila feSeni
ve tvaru postupnych vin. Motivaci ke zkouméni takové tlohy muze byt ziiceni
mostu Tacoma Narrows roku 1940, viz obrazek 1.5 (pfevzato z [16]), ¢i pozorovani
nezvyklych oscilaci na mosté Golden Gate.

V Kapitole 2 se budeme podrobnéji zabyvat konkrétnim modelem visutého mostu
s netypickou nelinearitou f(u) = au™ — fu~, kde a a § jsou kladné parame-
try. Obdobnou substituci, jaka byla uvedena u Kortevegovy—deVriesovy rovnice,
prevedeme parcialni diferencialni rovnici na oby¢ejnou diferencialni rovnici. Déle
zde uvadime slabou a varia¢ni formulaci ilohy. K dukazu existence feSeni ve tvaru
postupné viny vyuzijeme variaéni metody, konkrétné provedeme diikaz pomoci
véty Mountain Pass Theorem. Ukazeme, ze nami zadefinovany funkcional ma ge-
ometrii potfebnou k pouziti této véty a ze jeho netrivialni kriticky bod odpovida
slabému teSeni ndmi zkoumané tlohy.

V Kapitole 3 hledame explicitni predpis Teseni nasi tlohy ve tvaru postupné
vlny a uvedeme vztahy pro mozné hodnoty parametru popisujicich takové feseni.
V Kapitole 4 provedeme nékolik numerickych experimenti. Predlozime grafy
nékterych konkrétnich feseni a popiseme jejich chovani pii zméné parametru.
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Kapitola 2

Model visutého mostu

2.1 Formulace ulohy

V této kapitole se budeme zabyvat tilohami pro nelinearni parcialni diferencialni
rovnice, které se pouzivaji k modelovani ruznych druht oscilaci ve visutych mos-
tech. Takovych matematickych modelt je velké mnozstvi a podoba kazdého z nich
z&visi na tom, jaky typ oscilaci chceme modelovat (pro detailni prehled viz [17]).
V nasem piipadé budeme uvazovat jednoduchy jednodimenzionalni model, ktery
ve svém ¢lanku predstavili A. C. Lazer a P. J. McKenna [18]. V ném vystupujici
rovnice ma obvykle tvar

mug + Elugpee + 0ug + bu™ = W(z) + eh(x,t), rel0,L], t>0, (2.1)
s pocatecnimi podminkami
u(z,0) = ug(x) a  w(x,0) =u(z), x €0, L], (2.2)
a okrajovymi podminkami
w(0,t) = u(L,t) = upe(0,t) = upe (L, t) =0, t>0. (2.3)
Nékdy se téz uvazuji periodické pocatecni podminky
u(z, t+ 1) = u(zx, t), ze€[0,L], t >0. (2.4)

Hledana funkce u = u(x,t) udava vertikalni vychylku mostu z nezatizeného stavu,

R ’ s 212 . , “ , . 2
dolnimi indexy rozumime parcidlni derivace podle dané proménné, tj. u, = 24

6t2 Y
Upy = %, Upgrr = % a ut = max{u,0}.
Schéma visutého mostu muzeme vidét na obrdzku 2.1 vlevo (pfevzato z [17]).
Na jeho hlavni mostovku je tedy nahlizeno jako na jednodimenzionélni nosnik
upevnény na obou koncich a zavéseny na lanech, viz obrazek 2.1 vpravo (téz
prevzato z [17]). Lana jsou v matematickém modelu uvazovana jako pruziny
s jednostrannou silou pruznosti fidici se Hookovym zakonem, kde b > 0 charak-
terizuje jejich tuhost. Prvni ¢len na levé strané rovnice reprezentuje setrvacnou
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Obréazek 2.1: Schéma visutého mostu a model hlavni mostovky.

silu, kde parametr m udava hmotnost. Druhy ¢len znaci elastickou silu s mo-
dulem pruznosti v tahu E a momentem setrvacnosti v prufezu I a treti ¢len
popisuje tlumeni s koeficientem o. Nosnik se prohyba vlastni vahou popsanou
funkei W = W (x), kterd znaci vdhu na jednotku délky. Funkce h = h(x,t) popi-
suje pusobeni dalsich sil na nosnik a € > 0, viz napf. [17, 18, 19, 20, 21].

Objektem naseho zdjmu budou nyni feSeni rovnice (2.1) na celé redlné ose,
tj. nadédle budeme uvazovat nosnik nekonecné délky. Nejprve rovnici (2.1)
vydélime hmotnosti m:

) b . W() e

EI
Ut + —Uggpe + —U + —u" = ——= + —h(x,t), reR, t>0, (2.5)
m m m m m

zavedeme oznaceni k = % a pro jednoduchost polozime 6 = 0 a ¢ = 0. Uvazujeme

tedy model bez tlumeni a bez vnéjsiho buzeni. Navic predpoklddame % =1
a W(x) = m. Rovnice (2.5) mé pak tvar

Ut + Uggpw + ku™ =1, xR, t>0. (2.6)
Poznamenejme, ze konstantni feseni u = % odpovida stacionarnimu stavu vi-

sutého mostu, viz [21]. K rovnici (2.6) je tedy rozumné piipojit okrajovou
podminku u — ¢ pro |z| = +oc0 a hledat pfislusnd homoklinickd Feseni.

N

Ugt + Uggwe +u™ — fu™ =1, reR, t>0,
1 (2.7)
u — — pro |z| = +o0,
a
kde v a 3 jsou kladné konstanty a u~ = max{—u,0} = u™ — u. Pov§imnéme si,

ze u = é > 0 je opét konstantni (staciondrni) feseni a neexistuje zadné zaporné
konstantni fesenf rovnice z (2.7).

Poznamka 1. V literatufe se muzeme setkat i s obecnou tlohou ve tvaru

Ugp + Ugzze + f(u) =0, reR, t>0, (2.8)
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fluy=ku* -1 fluy=au*-Bpu -1

Obrazek 2.2: Porovnani grafu dvou typu nelinearit v modelu visutého mostu.

kde f = f(u) je nelinedrni funkce. Zustava mnoho otevienych otdzek tykajicich
se obecné tiidy nelinearit, pro které ma rovnice (2.8) feSeni ve tvaru po-
stupné vlny. Obvykle se nelinearita f uvazuje pravé ve tvaru f(u) = kut — 1,
viz napft. [20, 21, 22]. Mnoho numerickych experimentu bylo provddéno s nelinea-
ritou zadanou po ¢astech, jelikoz postupné viny pak vykazovaly zajimavé vlast-
nosti, avsak nehladkost takové nelinearity mohla vysledky téchto experimentu
zkreslit.

Proto se také zkoumaji feseni pro hladkou nelinearitu f(u) = e* — 1. Takova neli-
nearita ma podobné vlastnosti jako f(u) = ku™ —1, tedy f1(0) > 0, f(u) = 400
pro u — +oo a f(u) - —1 pro u — —oo, ale jeji vyhodou je préavé hladkost,
viz [20]. Pro tuto f byla dokdzdna existence alespon jednoho feSeni ve tvaru
postupné viny s nekoneéné mnoha rychlostmi siteni ¢, viz [23]. Pro vybrané rych-
losti byla numericky dokazana dokonce existence alespon 36 feseni ve tvaru po-
stupné viny, viz ¢ldnek [24]. V nasem piipadé mame nehladkou nelinearitu zada-
nou po ¢astech, uvazujeme f(u) = aut — fu~ — 1, navic se tato funkce od vyse
zminénych lis{ v chovani pro u — —oo. Na obrazku 2.2 muzeme vidét srovnani
obou typu po ¢astech zadanych nelinearit. Vlevo je graf f(u) = ku™ — 1s k =1,
vpravo f(u) =aut —fu” —1lsa=1ap=0,1. o

Predpokladdme, Ze tloha (2.7) m4 feseni ve tvaru postupné viny, konkrétné jej

uvazujeme ve tvaru

u(z,t) = %y (ax — ca’t), (2.9)

kde a* = a a y € C*(R). Touto transformaci prejdeme od parcidlni diferencidln{
rovnice v (2.7) k obycejné diferencidlni rovnici ve tvaru

y W+ Py +yt &y =1, (2.10)

kde parametr £ = g, tedy musi téz platit £ > 0, ¢ odpovida rychlosti siteni viny
a y = 1 je rovnovazny (stacionarni) stav. Vzhledem k pozadavku, aby feseni
v nekoneénu konvergovalo ke stacionarnimu stavu, je vyhodnéjsi dale oznacit
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z = y — 1, stacionarni stav tim posunout do nulové hodnoty a rovnici (2.10)
prepsat jako

W 2+ D)t —E(z+1)” —1=0. (2.11)

Toto lze jesté rozepsat jako dvojici obycejnych diferencialnich rovnic
242 4 2=0 proz> —1, (2.12)
W4z =1-€ proz< -1, (2.13)

kde z = z(t) popisuje vychylku z rovnovazného stavu z = 0. Hleddme tedy takové
z € C4(R), ktera tesf (2.11) a konverguji k 0 pro t — —oo a t — +o0.

Poznamka 2. Resenf dlohy

M+ ()T =€+ 1) -1 =0, (2.14)
z — 0 pro [t| = +o0 '
odpovidd homoklinickému feseni tilohy (2.7) ve tvaru postupné viny. o

2.2 Pomocna tvrzeni

Nyni uvedeme nékolik pomocnych tvrzeni, kterda se budou zabyvat piipustnymi
rychlostmi postupné viny ¢ a dalsimi vlastnostmi feseni.

Lemma 1. Necht ¢? = 2. Pak md fundamentdini systém prislusny diferencidlng
rovnici (2.12) tvar

Fy = {cos(mit),sin(mt), t cos(mit), tsin(mt)}, (2.15)

kde T = \% je imagindrni cast korene prislusné charakteristické rovnice. Je-li

c > 2, muzeme psdt fundamentdlni systém pro rovnici (2.12) ve tvaru
Fy = {cos(mt), sin(mat), cos(Tat), sin(7at) }, (2.16)

kde 9 a T jsou tmagindrni ¢dsti kotenu prislusné charakteristické rovnice. Plati-li
< 2, vypadd fundamentdlni systém prislusny rovnici (2.12) takto:

Fy = {e” cos(tt), e sin(rt), e 7" cos(1t), e " sin(7t)}, (2.17)
kde o je realnd cdst a T imagindrni ¢dst korene charakteristické rovnice.

Dikaz. Nejprve vyjadiime charakteristickou rovnici prislusnou diferencialni rov-
nici (2.12). Dostédvame ji ve tvaru

M4 AN +1=0, (2.18)

coz se po doplnéni na ¢tverec da také zapsat jako

2\>
()\2 - 5) =7 L (2.19)
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Déle z tohoto vztahu vyjadiime A2, ziskdme tedy

4 2
=4S 18 2.20
Vo1, (2.20)

kde /- je funkce komplexni proménné. Pro ¢ = 2 md charakteristickd rov-
nice (2.18) dva dvojndsobné ryze imagindrni kofeny A;o = i1 a Aoz = —iT,
kde 7 = 7. Déle uvazujme c? > 2. Potom jsou A\? realnd zdpornd a charakte-
ristickd rovnice (2.18) m4 ¢tyfi ryze imaginarni kofeny, které oznacime \; = iry,
Xo = —iTy, A3 = iTh a \y = —iTo, kde 7 je imagindrni jednotka, tj. i> = —1.
Pro ¢® € (0,2) jsou A\? dvé komplexné sdruzend ¢isla a koreny charakteristické
rovnice (2.18) ¢tyfi komplexni ¢isla s absolutni hodnotou rovnou jedné. Oznacime
jeM=0c+it, g =0 —iT, \3 = —0 — 1T a \y = —0o +i7. Odtud je jiz zfejmé,
jak vypadaji ptislusné fundamentalni systémy. O]

Lemma 2. Necht z = z(t) je netrividlnim resenim (2.14), které odpovidd reseni
dlohy (2.7) ve tvaru postupné viny. Pak ¢ € (0,v/2).

Diikaz. Nejprve zduraznéme, ze podminka z — 0 pro [t{| — 400 znamen4,
ze funkce z Fesi rovnici (2.12) na néjakém intervalu (—oo, =T a [T, +0o0), kde
T > 0. Z Lemmatu 1 mame, ze pro netrividlni feseni z = z(t) rovnice (2.12)
mohou nastat pravé tii piipady.

1. Nejprve uvazujme ¢* = 2. Obecné feseni (2.12) v tomto piipadé nabyva
tvaru

z(t) = Acos(mit) + Bsin(rit) + Ctcos(mit) + Dt sin(7it), (2.21)

kde A, B, C' a D jsou realné konstanty. Takova feseni se ale nikdy neutlumi,
tj. nesplni podminku, ze konverguji k nule pro t - —oo, ani pro t — +o0.

2. Déle uvazujme ¢® > 2. Obecné feSen{ rovnice (2.12) pak vypada nésledovné:
2(t) = Acos(mat) + Bsin(met) + C cos(7at) + D sin(7at), (2.22)

kde A, B, C a D jsou realné konstanty. Tato feSeni se opét neutlumi
pro zadnou kombinaci parametru A, B, C' a D. Proto musime uvazovat
pouze tieti pripad.

3. Je-li ¢* € (0,2), nabyvd obecné reseni (2.12) tvaru
2(t) = Ae” cos(tt) + Be sin(rt) + Ce " cos(tt) + De ' sin(7t), (2.23)

kde A, B, C' a D jsou reilné konstanty. Vhodnou volbou téchto kon-
stant (A = B = 0, resp. C' = D = 0) zarucime, ze z Fesi rovnici (2.12)
na néjakém intervalu (—oo, =T, resp. [T, +00), a zdroven konverguje k nule
pro [t| — +oo.

Vidime tedy, ze aby se feseni z utlumilo, musi byt ¢ € (0,v/2). O]
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Lemma 3. Necht tloha (2.14) md netrividlni redeni. Potom musi byt z < —1
pro néjaky cas t.

Dukaz. Dukaz provedeme sporem. Budeme ptredpokladat, ze netrividlni reseni
z = z(t) rovnice (2.11) je vétsi nebo rovno —1 pro vsechna t. Potom (2 4+ 1)" =
z+1a (2.11) je homogenni linedrni obycejna diferencidlni rovnice s konstantnimi
koeficienty ve tvaru (2.12) pro vSechna t. Mohou nastat ti pripady, viz Lemma 1.
Rovnou miuzeme vylouéit situaci, kdy ¢ > 2 a ¢ = 2. V piipade, 7ze ¢ < 2,
neexistuje netrividlni feseni, které je dané predpisem (2.23) a konverguje k nule
soucasné pro t — —oo i pro t — +oo. Vidime tedy, ze rovnice (2.11) nemd
pro libovolné ¢ € R zaddné netrividlni fesent, které by konvergovalo pro [t| — +o00
ke stacionarnimu stavu z = 0. O

V dalsim textu budeme hledat nejen klasickd, ale i slaba feSeni tlohy (2.14).
Uvazujme tedy funkce ¢ ze Sobolevova prostoru W22(R), tj. funkce, které splituji
0 € L*(R), ¢ € L*(R) i ¢" € L*(R). Pro jednoduchost a piehlednost zépisu
zavedeme oznaceni H = W?%(R) a H(a,b) = W??(a,b). Standardni norma v H
ma pro vsechna ¢ € H tvar

lelly = /(|90”(t)|2 +POF + o)) dt| . (2.24)

Déle zavedeme slabou a variaéni formulaci tlohy (2.14).

Definice 5 (Slaba formulace tlohy). Funkci z € H nazyvame slabym fesenim
tlohy (2.14), praveé kdyz spliuje integralni rovnost

/(Z//QO/’—CZZ/QO/) dt + / zodt + / (z+E—1)@dt=0 Vo€ H.  (2.25)
R z>—1 z2<—1

Kazdé klasické feseni ulohy (2.14) je zaroven slabym feSenim. Naopak, pokud
je slabé feSeni navic reguldrni, tj. z € C*(R), pak je také klasickym Fesenim nas{
tlohy.

Definice 6 (Varia¢ni formulace tlohy). Zavedme funkcionél
_[EE LG 2 2 -1
R z>—1 z<—

Varia¢ni formulaci dlohy (2.14) rozumime tlohu najit kritické body funkcionélu 7,
tj. z € H spliujici
I'z)p=0 Vo e H. (2.27)

Poznamka 3. Plati, ze Fréchetova derivace funkcionalu I ma tvar
I'(z)p = / (2"¢" = 2¢') dt + / zodt + / (Ez4+E&—1)pdt, (2.28)
R z>—1 z2<—1

kde z,o € H. Tedy kritické body funkcionalu I odpovidaji slabym fesenim
tlohy (2.14). o
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Poznamka 4. Vzhledem k tomu, ze kvuli dalsi praci s funkcionalem [
pozadujeme jeho spojitost, je v integralu pro z < —1 ,uméle* dodén clen 2.

2
Funkcional I muzeme jesté prepsat do tvaru

1 2 1
I(z) = 5/ [(2")? =P+ 2] dt — (1—€) / {% +z+ 5] dt  (2.29)
R z<—-1
s Fréchetovou derivaci pro vSechna ¢ € H ve tvaru
FRo= [ [ —eoy sl dt-(-9) [ Bevdan  @30)
R 2<—-1
nebo jako
1
I(z) = 5/ [(z")Q AP (D) = (1)) =22 — 1} dt (2.31)
R

a jeho prvni Fréchetova derivace ma potom pro vsechna ¢ € H tvar

I'(z)p = / [2"¢" =2+ 2+ D) e —E(z+1)"p — ] dt. (2.32)
R

o

Jelikoz v nasledujici ¢asti budeme vychazet z ¢lanku od Y. Chena a P. J. Mc-
Kenny [22], nejprve uvedeme dvé pomocnd lemmata pro vztahy norem, kterd dale
vyuzijeme. Uvadime je v obdobném znéni jako v ¢lanku [22]. Pro snazsi orientaci
v dalsim textu jsou dukazy téchto lemmat podrobnéji rozepsany. V Lemmatu 4
zavedeme ekvivalentni normu se standardni normou na H.

Lemma 4 (][22, s.329]). Pro kaZdé uw € H je

[SIE

lull = /(!u”(lﬁ)|2 = ()] + [u(®)]?) dt (2.33)

R
norma ekvivalentni se standardni normou na H a plati

1
o Ml < llull® < Jlulfz (2.34)
0

kde CO = % > 0.
Diikaz. Prvni vztah nerovnosti (2.34)

2 2
ol = flull
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plyne automaticky z (2.24) a (2.33). Nyni necht @ je Fourierova transformace
funkce u, tj.

+o0
F(u(t)) = i(x) = \/% / u(t)et™ d, (2.35)

kde 12 = —1. Zpétna Fourierova transformace m4 tvar

+00
F i) = u(t) = <= [ ilw)e . (2:36)

Potom plati
F (u®(1)) = (i) a(),

kde k € N je tad derivace. Z Plancherelovy identity [25] plyne rovnost ||u|| = |||
Pak muzeme prepsat |Jul| takto:

||u||2 = / (|x2ﬂ(x)|2 — Alza(z)* + |ﬂ(m)|2) dr = / (x4 — A%+ 1) [a(z) | da.

R R

Dale upravime do tvaru

||u\|2:/[(x4+x2+1) (@4 1) ] (o) de. (2.37)

Jelikoz plati nerovnost
, T+ a?+1
L

- 3
coz plyne z (2% — 1)2 > 0, muZeme psat

2 4 2 A +1 4 2 N 2
|lul|® > (z*+2*+1) - i (2 + 2+ 1) |u(x)|” de.
R

Po upravé a zpétné Fourierové transformaci dostavame

/ (' +2° + 1) a(z) ] do

R

/ (" OF + 1 (OF + [u@)F) dr.

2 — 2

2
>
Jul 2 =5

2 —¢?

3

Oznacime Cy = % Za predpokladu ¢® € (0,2) mame Cy > 0 a je tedy zfejmé,

ze plati i druhd nerovnost v (2.34)

1

2 2

[ull” = == llully -
Co
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Dalsi lemma se tyka odhadu supremové normy shora pomoci standardni normy
a tedy i pomoci ndmi zavedené normy ||-|| s ni ekvivalentni.

Lemma 5 ([22, s. 330]). Necht
[ull oo = sup fu(t)].
teR

Potom pro vsechna u € H plati

lullo < V2llully < v/2Co Jlull, (2.38)

kde Co =3

2—c2”

Diikaz. Nejprve budeme uvazovat funkci u? na intervalu [0, 1]. Ze zékladni véty
integralniho poc¢tu méame

2(E) = u2(a) + 2 / (@) (z) dz (2.39)

pro libovolné ¢, a € [0,1]. Z véty o stfedni hodnoté plyne, ze existuje a € (0,1)
takové, ze plati
1

u?(a) = /uQ(x) dor = ||u||i2(071). (2.40)
0

Z Hélderovy (nebo Cauchyovy—Schwarzovy) nerovnosti plyne

t 2

/u(m)u’(x)de /t|u(x)|2dx E /t|u’(x)|2dx

2

1
/ W@ 2dz | =l e 1 leen - (241)
0

N

1
< /|u(x)|2 dz
0

Ze vztahu (a — b)? > 0 plyne a® + b*> > 2ab pro vechna a € R a b € R. Z této
nerovnosti a (2.41) vyplyva

t

2 2
2/u(x)u’(x) dr <2 ||U||L2(0,1) HUIHLQ(O,I) < ||“||L2(0,1) + ||U,||L2(0,1)- (2.42)

a
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Déle kombinaci vztahu (2.39), (2.40) a (2.42) dostavame

t

2 2
u*(t) = u?(a) + Q/U(g;)u'(g;) dz < 2|lullz201) + 141 220,
1

= 2/|u(x)]2dx+/1]u’(x)|2 dz < 2/1 (Ju(@)]? + W/ (2)]?) dx

0
1

<2 / (@) + o ()2 + [u(@)]?) do = 2 ullZn,
0

ted
edy " ,
u (t) < 2lullye, Vi€ (0,1), (2.43)
z ¢ehoz plyne
sup [u(t)] < V2 [l o,y - (2.44)
t€(0,1)

Obdobné pro libovolné n € Z plati

sup  [u(t)] < V2 ||u||H(n,n+1)' (2.45)

te(n,n+1)

Tedy ze vztahu (2.45) plyne

lull e = sup lu(t)] < V2 |lully
teR

a z (2.34) vyplyva

lulloo < V21l < v/2Co [lul] -
O

2.3 Existence slabého reseni ve tvaru postupné
viny

Jak jiz bylo feteno vyse, v této Casti budeme vychazet z ¢lanku [22]. Pro nasi
ulohu (2.14) chceme dokdzat existenci netrividlniho feSeni, které odpovidd
slabému feseni tdlohy (2.7) ve tvaru postupné viny. K dukazu vyuzijeme vétu
Mountain Pass Theorem [26, s. 494], kterd je zalozena na dukazu existence kri-
tickych bodu prislusného funkcionédlu. Az do konce této kapitoly budeme uvazovat
pouze ¢ € (0, v/2), nebot pro jind ¢ pozadované fesen{ neexistuje, viz Lemma, 2.

Nejprve predlozime definici tzv. Palaisovy-Smaleovy podminky a nésledné uve-
deme standardni Mountain Pass Theorem [26], ktery se obvykle vyuziva pro dukaz
existence kritickych bodu funkciondlu (2.26). V nasem piipadé vsak nebu-
deme schopni dokazat, ze funkcional I splni Palaisovu—Smaleovu podminku,
a vyuzijeme jemnéjsi aparat.
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Definice 7 (Palaisova—Smaleova podminka, [26, s. 484]). Mé&jme funkcionél
I € CYX,R), kde X je Banachuv prostor, a s € R. Funkcional I splni
tzv. Palaisovu-Smaleovu podminku na hladiné s, zkrdcené budeme psat (PS),,
jestlize posloupnost {u,} > C X, pro kterou plati

I(u,) — s, 1T (un)|| — O, (2.46)
ma v normé na X konvergentni podposloupnost.

Véta 1 (Mountain Pass Theorem, |26, s. 494]). Méjme X Banachuv prostor
a funkciondl I € CY(X,R), e € X ar >0 takové, Ze |le|| > a

inf I(u) > I1(0) > I(e). (2.47)

lull=r
Pokud funkciondl I splni podminku (PS),, kde

s = inf max I(y(t)), (2.48)

ver te(0,1]

kde I' = {v € C([0,1],X) : v(0) = 0,7(1) = e}, potom s je kritickym bodem

funkciondlu 1.

Dale jesté uvadime vétu odpovidajici prvni ¢asti véty Mountain Pass Theorem,
ktera se tyka geometrie funkcionalu. Rika pouze to, ze za splnéni predpokladu
existuje néjaka posloupnost splaujici (2.46).

Véta 2 ([26, s. 494]). Méjme X Banachiv prostor a funkciondl I € C*(X,R),
ec€ X ar>0 takové, Ze |le|| > r a

inf I(u) > I(0) > I(e). (2.49)

l[ull=r

Potom existuje posloupnost {u,}> C X, pro niz plati

I(u,) — s, I (un)|| — O, (2.50)

kde s splnuge
= inf I(y(t 2.51
s = Inf max I(y(t)) (2:51)

aI'={y€C([0,1], X) : 7(0) = 0,7(1) = e}.

Nyni se budeme vénovat funkciondlu I danému predpisem (2.26). Tento funk-
cional spliiuje 7(0) = 0, nebot plati

2 2 2
[(0):/{%—8%} dt + / %dtzo.
R z>—1

Nésledujici lemma se tyka jeho spojitosti a hladkosti.
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Lemma 6. Méme funkciondl I dany predpisem (2.26). Potom plati
I € C'H,R).

Diikaz. Méjme posloupnost {z,}> C H, pro niz plat{ z, — 2, kde 2o € H. Pak
pro I dany predpisem (2.26), resp. (2.31), plati

[1(zn) = I(20)] =

%/ [(ZZ)2 — A+ [+ D)) = €[z + 1)) — 220 — 1} dt

_1/ (G2 = )+ [0+ D' = € [0+ 1)) =220 — 1] @t

%/ (20 — 20)" (20 + 20)" — (20 — 20)/ (20 + 20)'
+ [(za+ )" = (0 + 1)) [(za+ )T + (20 + 1)7]
—£ [(zn +1)” — (20 + 1)_} [(zn +1)" + (20 + 1)_}

—2(z, — 20)] dt| = 0 pro n — +oo,

tedy funkciondl I je spojity na H. Dale pro vSsechna ¢ € H plati

11 (zn) = I'(20)¢| =

/ |:(Zn o Zo)”(p// . CQ(Zn o ZO)/SO/

R

[+ DT = (20 + 1" = &(zn + 1) +E&(20+1)7] go] dt| - 0 pron — +oo.

Funkciondl I je tedy tifdy C*(H,R). O

Dalsi tvrzeni se tyka predpokladu na geometrii funkcionédlu /. Je analogii k Lem-
matu 2.4 z ¢lanku [22], ale funkciondl I se lisi predpisem i vlastnostmi od funk-
cionalu zkoumaného v textu [22].

Lemma 7. Necht £ € (0,1). Pro funkciondl I € C*(H,R) dany vztahem (2.26)
existugi konstanty r > 0 a w > 0 takové, Ze

inf I(u) > w, (2.52)

l[ull=r

konkrétné
1 1

Wit YT 16c21—¢)

T =
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Dikaz. 7 (2.29) méame

I(z) = %/ [(2")? = (')* + 2°] dt — (1—;0 / (2 +22+1) dt
s (1P -a-0 [ cerra). e
Pro z < —1 plati
(z4+1)% < 24 (2.54)

Z (2.54) plyne, ze

I(z)>= | |z]]P - (1—¢) / Adt | . (2.55)

z<-1

DN | —

Daéle z Lemmatu 4 a Lemmatu 5 méame

1 1
s == [ ) =5 (1t -a-9 [ 2swpsrar
z<—-1 z2<—-1 e

>

1
2l = (1 = &) 121 / ) > 2 ([l2l = (1 =€) ll2l1% Nl2ll7)

z2<-—1

N | —

> — (|27 = (1= €)2C2||z]1")

N | —

tedy

I(z) = 5 (=) = (1 = 23 ||=]") - (2.56)

N | —

Prava strana vztahu (2.56) nabyva svého lokdlntho minima 0 v ||z]| = 0 a svého
lokdlntho maxima w v ||z|| = r, kde

1 1
2Wo/i—€¢ © YT I6CEI-¢)

Tedy z (2.56) vyplyva, ze I(z) > w pro ||z|| = r a tedy i infj. =, I(2) > w. ]

r =

V dalsim uvedeném pomocném tvrzeni se zabyvame situaci, kdy hodnoty para-
metru £ jsou vétsi nebo rovny jedné.

Lemma 8. Necht £ > 1. Potom neexistuje Zddné e € H takové, Ze plati (2.47),
tedy funkciondl I dany predpisem (2.26) nemd geometrii potrebnou pro pouZiti
vety Mountain Pass Theorem.
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Diikaz. Vyjdeme ze vztahu (2.53). Mdme tedy

1= (lr-a-9 [ Grvra

Pro £ > 1, muzeme funkcional I zdola omezit takto:
1
I(2) > 5 2] >0  Vz#0, (2.57)
tj. neexistuje zadné e € H takové, ze 0 = I(0) > I(e). O

Nyni uvedeme lemma analogické k Lemmatu 2.5 z ¢lanku [22].

Lemma 9. Nechf

C4

Pro funkciondl I € C'(H,R) dany vztahem (2.26) existuje takovy prvek e € H,
ze plati

I(e) < 1(0) = 0. (2.59)
Diikaz. Uvazujme funkci v ve tvaru
| —(1+cos(t)) prote (—m,m),
v(t) = { 0 pro t € (—oo, —7| U [1, +00). (2.60)

Zrejmé plati, ze v € H. Zavedme uy(t) = v(At) pro n¢jaké A > 0. Mame tedy
funkci

~(1+cos(M)) prote (—g ”),

ur(t) = PVARNN (2.61)
0 prot € (—oo,—ﬂ U [X’+OO>
s prvni derivaci
/ Asin(At) prot € <_§’ ;) ,
UA(t> - 0 rot e <—oo —z] U [z —l—oo) <2'62>
p ) )\ )\7
a druhou derivaci
A2 cos(At) prot € (—z, E) :
u’/\’(t) = AA s T (2'63)
0 prot € (—oo, _X> U (X’ —1—00)

Potom

/ (Jus ()] = Aluh(@)]?) dt = / (JA% cos(At)|* — [ Asin(At)|?) dt

R _

>3

s r

:)\4/0052()\25) dt—cQ)\Q/siDZ()\t) dt.  (2.64)

>3
)
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Pouzijeme substituci y = At a dostavdame, ze prava strana vztahu (2.64) se rovna

A3 / cos?(y) dy — 2\ / sin?(y) dy
=N — A=A (N = ) = =M (& = N?). (2.65)
Pravou stranu vztahu (2.65) ozna¢ime jako —J, mame tedy funkci
5(A) = A (¢ = N?). (2.66)

Plat{ tudiz, ze —0(A\) <0 pro0 < A < ca —d4(A) > 0 pro A > ¢. Pro libovolné
0 < Ao < c plati

[ () = (o) dt = ~500) <. (267)
R
kde uo(t) = v(Aot). Déle pro A > 0 uvazujme

A 24

— 4 <up<0

1
I{Auo) ZA/ Aug’ — & (Aup) ] dt + — (Aug)? dt

% + (f— 1)AU()—|— €T:| dt

+
| =
|/‘\\
78 2%
=,

— 4 <up<0 up<—%
(@) ®)
o/
-1 dt + 22— 1dt
+(€—-1) / ug dt + 51
UOS*% UOS*%
© (@

Nyni najdeme omezeni pro jednotlivé integraly (a), (b), (¢) a (d). Pro lepsi
piedstavu uvadime ilustraéni obrazek 2.3. Cervené je na ném zndzornén graf
funkce g, kdy pro jednoduchost volime Ao = 1. Cernou ¢arkovanou ¢arou je vy-
znac¢ena hodnota —%, opét pro jednoduchost voleno A = 1, a Seda plocha od-
povidé integralu z (c).

Nejprve se zaméfime na (a). Pro tento integral muzeme psat
A A A
— — sup widt== sup ul 1dt
2 =3 0 2 0
) — 1 <up<0 — % <uo<0 )
—d<ug<0 <up<0 — 4 <uo<0
Ao
< A .2 / g — Al 2n T
< — sup —— =
2 —d <up<0 i 2 A? Ao AXo
"o
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uo(t)
1
1
1
1
1
1
I
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
> |-

—4 -2 0 2 4

Obrazek 2.3: Graf funkce uy s vyznac¢enou hodnotou —% a Sedou plochou od-

povidajici integralu z (c).

Déle omezime (b) takto:

s

Ao
% / ug dt = % / (14 cos(Not))*dt < % / (1 + cos(Aot))* dt
uoé—% UOS_% _ﬁ

Ae T A
= 2—;[; /(1 + cos(y))*dy = 2—)\50371

—Tr

Omezeni pro (c¢) pouzijeme v tomto tvaru:
(€—-1) / updt = (1 =€) / (14 cos(Aot)) dt
u<—% u<—+%

<(1-6) | (1+cos(Aot))dt = ‘y — /\Ot‘

“'\5’\:\

e f 1—
)\Og/(l—i—cos(y))dy: A0§27r.

1
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Nakonec omezime integral (d) takto:

us

A0

(-1 / (-1 / (-1 /
> - - — < =
5 1dt < 5 uodt < 5 1dt
up<—% up<—% X0
1-¢ 1—¢2r (1=&7
= —— 1 Aot)) dt = — = .
24 / (Lt cosot)) dt = =0 = A,
UOS—i
Chceme ukazat, ze
ALHEOO T = (2.68)
Z omezeni pro (a),(b),(c) a (d) dostavame
I(Auyp) A s A€ 1-¢ (1=&m
< —0(N)=+— + 31+ —22m + ————
R S s W e W L P W

kde pro A — +oo plati

m (1=Ym 1-¢
A)\O—>O, —0

o a " 21 = konst. < +o0.

Aby platilo (2.68), musi pro A > 0 byt

A A€
tedy
1
€< gxg((f —AD). (2.70)

4
c
Pro A\ = i% nabyvéa prava strana vztahu (2.70) svého maxima 13" Diky

predpokladu (2.58) je tedy (2.70) splnéno. Potom plati i vztah (2.68), z ¢ehoz
plyne, ze existuje Ay a e = Agug tak, ze plati I(Agug) = I(e) < 0,kde Ag >r >0
= W@ z Lemmatu 7. O

Poznamka 5. Dikaz Lemmatu 9 by se dal provést analogicky pro néjaké obecné
v € H, v <0 s kompaktnim nosi¢em, viz [22]. o

Timto jsme ukéazali, ze funkciondl I dany vztahem (2.26) spliuje predpoklady
Véty 2, tj. ze ma geometrii potfebnou pro pouziti véty Mountain Pass Theo-
rem. Existuje tedy né&jaka posloupnost {u, }t>9, ktera splnf (2.50), kde s je ddno
vztahem (2.51). Takova posloupnost ale nemusi mit konvergentni podposloup-
nost. Vezmeme-li napt. posloupnost u,(t) = z(t + n), kde funkce z = z(¢) je
feSenim (2.11), ziskdme divergentni posloupnost, kterd spliuje (2.50), viz [22].
To udélat 1ze, nebot i libovolné posunutd funkce Z = z(t+7) téz fesf rovnici (2.11).
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Jelikoz se zabyvame feSenim problému na celé redlné ose, nejsme schopni
ovérit podminku (PS), standardnim zptisobem pfes kompaktni vnofeni prostoru.
V piipadech, kdy se pohybujeme na neomezenych oblastech, lze pouzit tzv. prin-
cip koncentrované kompaktnosti (v angli¢tiné concentration compactness princi-
ple) predstaveny Lionsem v [27].

V nésledujici ¢asti textu budeme postupovat podle ¢lanku [22], kde je tohoto
pristupu téz vyuzito. Nejprve uvadime nasledujici lemma, které je analogii Lem-
matu 2.6 a které se zabyvd omezenosti posloupnosti {u, };°3.

Lemma 10. Necht £ € (0, %) Libovolnd posloupnost {u,}'> C H, kterd
splni (2.50), tedy

I(u,) — s a I’ (u,)|| — O,

s funkciondlem dangm predpisem (2.26), je omezend.

Diukaz. Dukaz provedeme sporem. Predpokldadejme, ze existuje posloupnost
{u, 3125 C H, pro niz plati, ze I(u,) — s, kde 0 < s < 400, a ||I'(u,)|| — 0, ale
|, || — 400 pro n — +oo, tedy {u,}, > je neomezend posloupnost.

Ze vztahu (2.29) a (2.30) ziskdme

(1-¢)
2

1
I(u,) = 3 s ||” — / [u? + 2u, + 1] dt (2.71)

un<—1

a vztah pro Fréchetovu derivaci funkcionalu

I'(up)upn = ||un]]® — (1 =€) / [uZ +u,| dt. (2.72)

un<—1

Jelikoz s < 400 a ||I'(uy)|| — 0, plati

1 I
Iun) —0 a Ll — 0.
7 toho plyne, ze
21 - I 1
i 200 = D ey / Ut g —o (2.73)
n—-+oo [[en]| n—+o0 [[ttn]|



2.3 Existence slabého feSeni ve tvaru postupné viny 27

7 (2.72), Lemmatu 5 a { < & < 1 déle ziskdme

I (un)un w2 + uy,
e R SO
—1— lim (1-¢) / Un g1 - g (1— ) Ml / Un ¥ g
n¥-+o0 P n+oo lunll Sl
1
>1— lim v2C,(1—¢) / tn ¥ 1 dt
1S J Tl
41
=1+v2C lim (£-1) / tn 7+ dt = 1.
n—-+oo [[n |
un<—1

Dosli jsme tedy k tomu, ze 0 > 1, coZ je spor. Posloupnost {u,}, > je omezen4.
]

Na zavér této kapitoly uvadime nésledujici lemma a Vétu 3 shrnujici ziskané
vysledky. V dikazech téchto tvrzeni jsme pouzili postup analogicky uvedenému
v dukazu véty Theorem 2.7 z ¢lanku [22]. Pro snazsi orientaci v textu jsou ndmi
uvedené dukazy podrobnéji rozepsény.

Lemma 11. Necht & € (0,%). Méjme posloupnost {u,}'> C H, kterd
splni (2.50), tedy
I(u,) =s a I’ (un)|| — 0,

s funkciondlem danym predpisem (2.26). Potom existuje prvek vy € H takovy,
ktery pro vsechna ¢ € H splni

I'(vg)p = 0. (2.74)

Diikaz. Dukaz provedeme ve trech krocich.
1. krok: Nejprve ukazeme, ze pro dostatecné velkd n € N jsou suprema funkei u,,
ostfe odrazena od nuly. Vyjdeme ze vztahu (2.71) a (2.72). Plati

2s = ngrfoo (21 (up) — I'(up)uy,) = ngrfoo (1-¢) / [—u, — 1] dt

un<—1

n—-+o00

< lim (1—¢) / |un\3dzgngxfoo(1—§)/\un\?’dt. (2.75)
R

up<—1

P

Zdiraznéme nyni, ze 0 < { < 55 < 1 a tedy vyraz (1 —¢) je kladny a mensi
nez jedna. 7 ptedchozi nerovnosti (2.75) plyne, Ze existuje ny € N takové,
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ze pro vSechna n > ng plati
0<s< (1 —5)/|un|3dt

R
<=9 [suplullundt = (1= &) .. [ o
€
R

R
=(1-¢) “unHoo HunH?ﬂ(R) <Co(1— f) ||u7’b||oo ||UN||27

kde jsme vyuzili vztahu (2.34) z Lemmatu 4. Z Lemmatu 10 navic plyne, Ze exis-
tuje takova konstanta M > 0, ze [|u,|| < M. Proto muzeme déle psét

0<s<Cy(l—&) M*sup |u,(t)] Vn > ny,
teR

z ¢ehoz vyplyva

s
0< ————— < sup|u,(t Yn > nyg.
Coli—gare = 5 luel) °

Pro prehlednost jesté preznacime

s

Cowp = ————.
PO (1 =€) M2

Pro kazdé n > ng ma tim padem funkce u, supremum ostie odrazené od nuly.

Muzeme tedy pro kazdou u,, najit takové t, € R, ze

[t (t,)] = sup |un(t)| > Cyyp > 0. (2.76)

teR

2. krok: Jelikoz je prostor H reflexivni, Ize z posloupnosti {u, }./> vybrat podpo-
sloupnost {u,, },25, kterd slabé konverguje k ug € H. Obecné vsak i pro posloup-
nosti splaujici (2.76) muze byt jejich slabd limita nulova. Pokud vsak provedeme
translaci funkef u,, tak, ze jejich suprema posuneme do omezeného intervalu, takto
vznikla posloupnost jiz bude mit slabé konvergentni podposloupnost s nenulovou
slabou limitou, viz [28, s. 217].

Méjme nyni funkce v,,(t) = u,(t + t,). Potom posloupnost {v,}> C H je také
omezend a navic |v,(0)| = |ty (tn)| > Csyp > 0. Obsahuje tedy slabé konvergentni
podposloupnost (pro piehlednost zépisu znac¢ime opét {v,}127), kterd slabé kon-
verguje k prvku vy € H, vy(0) # 0, tj. vo Z 0.

3. krok: V poslednim kroku budeme chtit ukéazat, ze pro vSechna ¢ € H plati
I'(v,) — I'(vg)p a ze I'(vg)p = 0 pro vSechna ¢. Vyuzijeme alternativniho
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vyjadieni Fréchetovy derivace funkciondlu I (2.32) a jesté jej mirné upravime:

I'(z)p = / [z”go” — Y+ 2+ DT —€(z4+1) "9 — go] dt
R

= / [z”cp” Y frp+ o+ 2+ 1) —E(z4+1) "9 — ap] dt
R

= / (2" = 2 +zp+ (1= &) (2 +1)"¢] dt.
R

Pro libovolné pevné ¢ € H chceme nyni ukdzat, ze plati [I'(v,)p — I'(vo)p| — 0,
tedy

/ [va” — v v+ (1 — &) (v, + 1)’@} dt
R

- / [ug” — gy’ +vop + (1 — &) (vo + 1) "] dt| — 0.
R

7 definice slabé konvergence plyne
/ [un” = v + v At — / [ug” — v’ + vop] dt
R R

pro n — 4o00. Zbyva tedy ukazat, ze

/(1 — &) [(on + 1) — (w0 + 1) ] pdt| - 0. (2.77)

R

Méjme libovolné malé € > 0. Pak muzeme zvolit kompaktni mnozinu K C R

takovou, ze
€

el 2@y < 20,

kde M; je konstanta, pro niz plati ||(v, + 1)~ — (vo + 1)_HL2(R\K) < M;. Potom
z Cauchyovy—Schwarzovy nerovnosti a (1 — &) < 1 plyne

L/ (1=8 [(vn+1)" = (vo+1)7] pdt
\K
< 1= [+ 17 = W0+ 17| g el 2

<=5 M=0-95 <3
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Na kompaktni mnoziné K C R implikuje slabd konvergence dokonce stej-
nomeérnou konvergenci, z ¢ehoz plyne, ze existuje ng € N takové, ze pro vsechna
n > ng plati

€
sup |, (t) — vo(t)| < ==,
sup v, (1) — vo(0)] < 37

kde M; je takova konstanta, pro niz je

/mmﬂgwg
K

Navic pro vSechna z, zp € R plati |2~ — z; | < |z — 20|, podrobné viz Pozndmka 6.
Z toho vyplyva

!/Q—QK%+J)—@m+D}¢&

K
< /(1—5)\(vn+1)— (vo+1)||90|dt=/(1—§)|vn—vo||90|dt
K K
< (1—€)Slll(p|’l)n—’l)0|/|g0|dt < (1_5)%]\/[2]\42 < %
K

Nyni ze vztahu [ -dt = fR\ i« -dt + [, -dt a trojihelnikové nerovnosti mame

(/Q—QK%+&Y—@M+Uﬂ¢&

<L/ (18 [(va+1)" = (v +1)7] pdt
\K
+/(1—5)[(vn+1)‘—(vo+1)‘}godt §g+§:5.

Jelikoz ¢ > 0 volime libovolné malé, plati I'(v,)p — I'(vg)e pro vsechna
¢ € H pron — +oo. Vzhledem k tomu, ze I'(v,(+))p(-) = I'(un(- + tn))o(:) =

I'(un ()@ = tn) a [[o()]| = [le(- = tn)|| pro vSechna ¢ € H, plati |[I'(vy)]| =
II"(uy)|| — 0. Z jednoznaé¢nosti limity tedy plyne I'(vg)¢ = 0 pro vSechna
@ € H,tj. |[I'(vo)]] = 0. O

Poznamka 6. Chceme-li ukazat, ze pro vSechna z, zy € R plati
27 =2 | <[z = 2], (2.78)

projdeme postupné vsechny situace, které mohou nastat.
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1. Jeliz < 0az <0, nastane |z~ —z5 | = |—2420] = |2— 20], tedy je splnéna
dokonce rovnost.

2. Proz>0az >0mame |27 —2,|=1]0—-0/ =0 < |z — 2.
3. Proz<0az >0,plati |27 — 25| = |2| < |z — 2]
4. V poslednim piipadé, kdy z > 0 a zp < 0, nastane |z~ —z; | = |20] < |2—20].

Vidime tedy, ze nerovnost (2.78) opravdu plati. o
Vata 3. Necht € € (0,5) ace (0,v2). Uloha (27), 4

{utt+uxxxx+au+_ﬁu_:1, reR, t>0,

1
u — — pro |z| — +oo,
«

ma alespon jedno teseni ve tvaru postupné viny.

Diikaz. Hledani feseni ulohy (2.7) ve tvaru postupné viny jsme nejprve prevedli
na jednodimenziondlni tlohu (2.14). Ta je ekvivalentni hledani kritickych bodu
funkcionédlu I daného predpisem (2.26). Z Lemmat 7 a 9 plyne, ze funkcional I
m4 sprdvnou geometrii, tj. z Véty 2 vyplyvd existence posloupnosti {u,}],
kterd splni I(u,) — s a |[I'(u,)|| — 0, kde pro s plati (2.51). Diky Lemmatu 10
je takova posloupnost omezend. Z Lemmatu 11 vyplyvéa existence nenulového
prvku, ktery spliauje ||I'(v)|| = 0. Tedy I ma netrividlni kriticky bod vy, ktery
odpovida slabému feseni dlohy (2.7). O

Poznamka 7. Na zavér poznamenejme, ze jsme neovérili platnost rovnosti
I(vg) = s. Pro vsechna n € N urcité plati I(v,) = I(u,), a tedy z I(u,) — s
plyne I(v,) — s. Zbyva tedy ovérit I(vg) = s, coz ovSem neplati automaticky
a bylo by tfeba tuto rovnost dale dokézat. o
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Kapitola 3

Konstrukce postupné viny

V této kapitole se budeme zabyvat analytickym vyjadienim netrividlniho kla-
sického teseni tlohy (2.14), které odpovidd postupné viné pro ulohu (2.7). Vy-
jdeme z rovnic (2.12) a (2.13), tedy ze soustavy

(3.1)

242 4 2=0 pro z > —1,
2 4 ér=1—-¢ proz<—1,

kdec>0a¢& > 0.

Existuje vice zptsobu, jak zkonstruovat feseni tlohy (2.7) ve tvaru postupné viny.
V nasem piipadé budeme postupovat obdobné jako v ¢lanku [21]. Potfebujeme
najit takovd feSeni soustavy (3.1), aby z € C*(R). Pro jednoduchost se omezime
na jeden konkrétni typ feSeni, a to takova feSeni, kterd jsou sudéd a prekracuji
hodnotu —1 prave dvakrat. Budeme tedy konstruovat feseni rovnice (2.13) na in-
tervalu (—r,r), kde r > 0 je zatim nezndmé a z(—r) = z(r) = —1. Vbodé t = —r
ho napojime na feSeni rovnice (2.12). Pro t — —oo pozadujeme, aby z — 0,
tj. aby Feseni konvergovalo ke staciondrnimu stavu z = 0. Pro ¢t € (r,4+00) bude
feseni symetrické k z na intervalu (—oo, —r). Pozdéji pro snazsi vyjadieni dalsich
vztahu bod napojeni posuneme do ¢t = 0, budeme tak mit feseni w(t) = z(t —r),
tedy nami uvazované funkce budou sudé symetrické podle t = r.

3.1 Explicitni vyjadreni obecného reseni

Dalsi text rozdélime do nékolika ¢asti. Nejprve se budeme zabyvat vyjadienim
explicitniho Feseni prvni obycejné diferencidlni rovnice (2.12) ze soustavy (3.1).
Jeji obecné teseni s pozadovanymi vlastnostmi popisuje nasledujici lemma.
Lemma 12. Necht ¢ € (0,+/2). Obecné eseni rovnice (2.12), které pro t — —oo
splnuje z — 0, ma tvar

2(t) = pe’ cos(tt + v), (3.2)
kde p € R, v € R, 0 = Re(N) a 7 = Im(\), pricemz X je koren prislusné
charakteristické rovnice \* + 2\ +1 = 0. Je-li ¢ > \/5, reseni rovnice (2.12)
spliugici z — 0 pro t — —oo neexistuje.
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Diikaz. Tvrzeni plyne z Lemmat 1 a 2. Mé&jme ¢ € (0,+/2). Jelikoz pozadujeme
konvergenci z k 0 pro ¢t — —oo, musi C' = D = 0 v (2.23) a feSeni nabyvé tvaru

z(t) = e’ (Acos(tt) + Bsin(tt)), (3.3)

kde 0 = Re()\), 7 = Im()\) a A je kofen pifslusné charakteristické rovnice A* +
c2)\? 4+ 1 = 0. Pro snazsi préci s fesenim piepiSeme kombinaci sinu a kosinu jako
posunuty kosinus, preznac¢ime konstanty a dostaneme

2(t) = pe’ cos(tt + v), (3.4)
kde pe RaveR. O

Poznamka 8. Vezmeme-li si nynf opét pouze ¢ € (0,1/2) a kofen charakteristické
rovnice (2.18), ktery lezi v prvnim kvadrantu Gaussovy roviny, muzeme psét

A= e =0+ it = cos p + isin p, (3.5)
kde p € (0,5), ¢ > 0 a 7 > 0. Vyuzitim (3.5) v exponencidlnim tvaru
dostavame dosazenim do charakteristické rovnice (2.18) vztah pro rychlost sifeni
viny v zavislosti na p

—1 — etir

2 _ _
=y = —2cos(2p). (3.6)

Aby ¢® > 0, musi byt cos(2p) < 0, a proto budeme uvazovat pouze p € (1,%). ©
Poznamka 9. Pro ¢ = 1, tj. @« = [, mame spojity linedrni piipad popsany

jedinou rovnici (2.12) pro vSechna t. V takovém piipadé ale nedostaneme tesent
ve tvaru postupné vlny s pozadovanym chovanim pro |t| — 400, viz Lemma 3.¢

Déle se budeme zabyvat analytickym ftesenim druhé rovnice soustavy (3.1).
Néasledujici lemma uvadi mozné tvary sudého obecného feSeni obycejné dife-
rencidlni rovnice (2.13).

Lemma 13. Nechf ¢ € (0,v/2) a & € (0,1). Je-li & = 2v/€, md obecné sudé

resent rovnice (2.13) tvar

1 —
21 (t) = 1 cos(V/€t) + byt sin(V/Et) + T§7 7 €R,6; € R. (3.7)
Plati-li ¢ > 2/€, vypadd obecné Feseni rovnice (2.13) ndsledovné:
29(t) = 72 cos(k1t) + O2 cos(kat) + %g, 72 € R b2 €R, (3.8)

kde k1 = Im(\1), ko = Im(A2) a A1, Ay jsou koreny prislusné charakteristické
rovnice ve tvary

, [t c? , [ct c?
)\1—2\/— Z—g—f-? a )\2—2 Z—g—f—?
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Je—li ¢ < 2v/€, md obecné reseni rovnice (2.13) tvar
. . 1-¢
23(t) = 3 cosh(pt) cos(qt) + 63 sinh(pt) sin(qt) + < v3 € R,03 € R, (3.9)

kde p = /€ cos(n), ¢ = VEsin(n) an € (%, 3).

Dikaz. Rovnice (2.13) je nehomogenni linedarni obyé¢ejna diferencidlni rovnice,
jejiz partikularni feseni nabyva pro & € (0,1) tvaru

2p(t) = 1%5 (3.10)

coz je konstantni, a tedy suda funkce. Muzeme pak rovnou psat sudd feseni ho-
mogenni ¢asti rovnice v jednotlivych piipadech.

Nyni vyjadiime piislusnou charakteristickou rovnici k diferencidlni rovnici (2.13),
ta ma tvar
M4 +E=0. (3.11)

Z tohoto vztahu vyjadifme A2, mame tedy

4
=y /S e & 12
- (3.12)

kde /- je funkce komplexni proménné. Dalsi vypocet muzeme rozdélit na t¥i ¢dsti.

1. Nejprve uvazujme c? = 24/€. V tomto pifpadé plati A?> < 0 a kofeny charak-

teristické rovnice (3.11) jsou dva dvojndsobné ryze imagindrn{ \; , = —iv/€
a A34 = iv/€. ReSeni homogenn{ ¢dsti rovnice (2.13) pak muzeme psat
ve tvaru

— Acos(V/€t) + Bsin({/€t) + Ct cos({/€t) + Dtsin({/€t), (3.13)

kde A, B, C a D jsou realné konstanty. Pozadujeme sudé teseni, proto
B = C = 0. Vztah (3.13) po ptreznaceni konstant déle prepiseme jako

zi1(t) = 71 cos(V/€t) + it sin(V/€t),  y €R, 8 € R. (3.14)

2. Nyni méjme ¢ > 21/€. V tomto pifpadé jsou kofeny charakteristické rovnice
(3.11) c¢tyfi ruzné ryze imaginarni

[ 4 [ 4 2
, [t c? . 04 c?
/\3 = —Z\/— Z—f—i‘E, )\4——2 Z_§+§
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Resenf homogenni ¢ésti rovnice (2.13) pak nabyva tvaru
zp(t) = Acos(kit) + Bsin(kit) + C cos(kat) + D sin(kat), (3.15)
kde R1 = Im()\l), Rg = Im()\g), nebot’ )\1 = )\_3 a )\2 = A_4, a A, B, CabD

jsou opét redlné konstanty. Pozadujeme sudé teseni, proto B = D = 0.
Ptrezna¢ime konstanty a vztah (3.13) dale prepiseme jako

zpa(t) = 2 cos(k1t) + dg cos(kat), 72 € R, 05 € R. (3.16)

. Jako posledni vezméme ¢? < 24/€. Pro leps{ praci se vztahy nyni vyjadifme
p p

A2 v goniometrickém tvaru, tj.

A
N =iy /€ — T 3° |A?| (cos(p;) + isin(p;)), (3.17)

kde j = 1,2 a ¢; je odpovidajici tihel. Jelikoz jsou A\* komplexné sdruzend,
plati o = —¢1. Vyuzijeme Moiverovu vétu pro zjisténi komplexni odmoc-
niny z A\2. Kofeny charakteristické rovnice (3.11) pak ziskdme ve tvaru

= (e (3) o0 (3)
N = (Cos<¢1;2ﬂ>+isin<¢1;27r>),
= (on(3) ()

Moo= ) (cos (#)HM <@2;2W)),

kde |\ = /€. Preznacime A = \;, tedy mdme ¢tyfi komplexni kofeny A,
—A, A a —\. Koren A\, ktery se nachazi v prvnim kvadrantu, vyjadiime
v exponencidlnim tvaru, tedy

A= {/ge, (3.18)
kde n € (0, 7). Po dosazeni do charakteristické rovnice dojdeme ke vztahu
¢ = —2/& cos(2n). (3.19)
Aby ¢ > 0, musi cos(2n) < 0 a tedy n € (%, %) Dale oznac¢ime A = p + iq,
tj. p = VEcos(n) a ¢ = V/Esin(n).
Resenf homogenn{ ¢ésti rovnice (2.13) pak miizeme psét ve tvaru

zr(t) = Ae? cos(qt) + Be!' sin(qt) + Ce " cos(qt) + De P sin(qt), (3.20)

kde A, B, C a D jsou realné konstanty. Pro snazsi manipulaci s vyrazy
muzeme zvolit jiny fundamentalni systém, potom ma feSeni tvar

2z (t) = Acosh(pt) cos(qt) + B cosh(pt) sin(qt)
+ C'sinh(pt) cos(qt) + D sinh(pt) sin(gt), A B,C,DeR. (321)
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Jelikoz pozadujeme sudé teseni, B = C' = 0. Opét preznacime konstanty
a ziskame Teseni ve tvaru

2 3(t) = 73 cosh(pt) cos(qt) + 03 sinh(pt) sin(qt), 73 € R 03 € R.
(3.22)

Obecné feseni rovnice (2.13) ziskdme ve tvaru z(t) = zg(t) + zp(t), tj. mame tii
ruznd moznd feseni ve tvarech (3.7), (3.8) a (3.9). O

3.2 Tvary pripustnych reSeni

V této ¢asti textu uvedeme, jak vypadaji ptipustna reseni ulohy (2.14). Budeme
je konstruovat podle postupu popsaného v ivodu Kapitoly 3. Nami hledana feseni
jsou tedy sudé funkce a pres hodnotu —1 pfejdou pravé dvakrat. Pro jednodu-
chost jejich vyjadreni posuneme bod napojeni do 0, jako feseni ve tvaru postupné
vlny uvazujeme funkci w = w(t), pro kterou plati w(t) = z(t — r). Z podminek
na spojitost feseni a jeho derivaci v bodé 0 vyplynou vztahy a omezeni pro volné
parametry.

Nadale budeme uvazovat pouze ¢ € (0,2). Mohou nastat tti pripady.

1. V pripadé, kdy zéroven ¢ = 2v/€, ma feseni tlohy (2.14), které je sudé
a prejde pfes —1 pravé dvakrat, tvar

p1e’t cos(tt + vy) pro t <0,
1 cos (VE(t — 1))
+ d;tsin (\‘Vf(t—rl)) +1§;€ pro t € (0,2r),

pie % cos (1t — vy) prot > 2ry,

(3.23)

wl(t =

kde p1, v1, 71, 01 a rp jsou volné parametry. Pro t < 0, muzeme k—tou
derivaci funkce w psat ve tvaru w®(t) = pie” cos(tt + v + kp). Potom
vypadaji podminky na spojitost funkce w; dané (3.23) a jejich derivaci
v bodé t = 0 nasledovneé:

wy(0) : p1 cos(vr) = —1 =y cos (V&) + 16;5, (3.24)
wy(0) : pi1 cos(vy + p) = (Vy — &) sin (V/Er) (3.25)

wy(0) : i cos(vy + 2p) = (2\4/551 — (‘/5_271> cos (v/&r1),  (3.26)

wy’(0) : pa cos(vy + 3p) = (3(‘/5_251 — (‘/5_371) sin (v/&r1) . (3.27)

Podminka na w§4)(0) je nadbytecnd, nebot se ¢tvrtd derivace dd z rov-
nice (2.11) vyjadrit v zavislosti na w{ a wq, coz jsou spojité funkce, z ¢ehoz

plyne, ze w§4) je také spojita.
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2. Pro ¢® > 24/€ mame specidln{ feseni (2.14) ve tvaru

poet cos(Tt + o) pro t <0,
Yo cos (k1 (t — 7))
walt) = + 09 cos (Ka(t — 1)) + 1T_§ pro t € (0,2ry), (3:28)
pae %t cos (Tt — vy) pro t > 2rs,
kde pig, Vo, Y2, 02 a 15 jsou volné parametry. Podminky na spojitost funkce
wo a jejich derivaci v bodé ¢t = 0 vypadaji v tomto ptripadé takto:

1 —
ws(0) : p1cos(vy) = —1 = g cos(k1r2) + 0 cos(kars) + T§7 (3.29)
wy(0) : 1 cos(vy + p) = k1Yo sin(kyre) + Kada sin(kars), (3.30)
why(0) : 1 cos(vy + 2p) = —kK3vy cos(kira) — K30 cos(kara),  (3.31)
wy' (0) : 1 cos(vy + 3p) = —kiygsin(kiry) — K30a sin(kera).  (3.32)

3. V poslednim piipadé s ¢? < 24/€ nabyva specidlni fesen{ (2.14) tvaru

use’t cos(tt + v3) pro t <0,
73 cosh (p(t — r3)) cos (q(t —r3))
1—
+ d3sinh (p(t —r3))sin (q(t — r3)) + 55 pro t € (0,2r3),
—ot

use= % cos (1t — v3) pro t > 2rs,

ws (t) =

(3.33)
kde us, v3, 73, 03 a r3 jsou volné parametry, a podminky na spojitost nyni
nabyvaji tvaru

ws(0) : s cos(vs) = —1 = 3 cosh(prs) cos(qrs)
+03 sinh(prs) sin(grs) + 15;5, (3.34)
wy(0) : pi3 os(vs + p) = — (pys + ¢ds) sinh(prs) cos(qrs) + (3.35)
(g3 — pds) cosh(prs) sin(grs),
w3(0) : 13 cos(v3 +2p) = [(p* — ¢%) 73 + 2pqds] cosh(prs) cos(grs) +
[(p* — ¢%) 35 — 2pqys] sinh(prs) sin(grs), (3.36)

wy' (0) 0 pscos(vs + 3p) = [(3pg® — p°) v3 — (3p*q + ¢°) 03] sinh(prs) cos(grs)
+[(3p*q — ¢*) 73 + (3pg® — p?) 5] cosh(prs) sin(qrs).  (3.37)

V kazdém z uvedenych ti{ pfipadi musime nejprve vyfesit soustavu péti ne-
linedrnich rovnic o péti neznamych, abychom nasli pozadovand feseni tlohy (2.14)
ve tvaru postupné vlny. Soustavy (3.24)—(3.27), (3.29)—(3.32) a (3.34)—(3.37)
nejsou ale tesitelné analyticky, proto je treba parametry charakterizujici funkce
(3.23), (3.28) a (3.33) hledat numericky. Na to se zamérime v nasledujici kapitole.
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Kapitola 4

Numerické experimenty

V této casti textu predkladame vysledky nékolika numerickych experimenti, které
jsme provedli v programovém prostiedi MATLAB, abychom nalezli konkrétni
tvary feseni tlohy (2.14). Hleddme takovou kombinaci parametru pu;, v;, i, 0;
a r;, kde ¢ = 1,2,3, kterd splni jednu ze soustav (3.24)—(3.27), (3.29)—(3.32)
nebo (3.34)—(3.37) a zdroven bude popisovat ndmi pozadované feseni.

V Lemmatu 9 v Kapitole 2 jsme ukazali, ze je-li £ < f—;, pozadované teSeni
existuje. Omezime se proto jen na pifpad ¢ > 21/€, v némz je nerovnost (2.58)
zahrnuta. To ovSem neznamend, Ze pro ostatni dva pifpady, kdy ¢ = 24/ nebo
c < 2\/€, 7z4dné feSeni neexistuje. Stejné tak jsme se na zacatku omezili na sud4
feSeni, ktera pres hodnotu —1 prejdou pravé dvakrat, avsak nemusi to byt jeding
mozna teseni.

Pro puvodni tlohu pro rovnici (2.6) ukédzali Walter a McKenna v ¢lanku [21]
tvary feSeni pro urcité rychlosti siteni viny ¢ a také to, ze se TeSeni velmi roz-
kmitévaji pro ¢ — /2. Naopak pro ¢ — 0 se objevi nekoneéné velkd amplituda
feseni, viz také [18], tedy feseni pak neni omezené. V nasem piipadé bude chovani
feSeni zaviset nejen na rychlosti siteni viny ¢, ale i na poméru parametriu « a f3,
tedy na £. Pro jednoduchost zafixujeme hodnotu o = 1 a budeme ménit jen pa-
rametr 5.

Nyni tedy uvazujeme feseni ve tvaru (3.28). Nami volené parametry, které je po-
pisuji, jsou & a c¢. Z nich ziskame hodnoty dalsich parametru p, pro néjz plati
p € (5.%)ac=—2cos(2p), o ar, kde o = cos(p) a T =sin(p), a k1 a Ky
spliujici vztahy

[ c? [ c?
K1 = — Z—g—’—? a Ko = Z—g—’—?

Neznamé parametry popisujici feSeni pro prehlednost preznacime jako p = po,
V=1, ¥ =", 0 =0 ar = ry. Abychom uré¢ili jejich hodnoty, budeme fesit
soustavu (3.29)—(3.32) pomoci matlabovského numerického fesice vpasolve().
Jako jeden z parametru se zde zadavéa pocatecni odhad teseni. V nasem pripadé
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¢=0.19,¢c=1.24218,r=2.1036
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Obrazek 4.1: Graf fesenf ulohy (2.14).

jsme jej volili tak, ze odpovidal feseni soustavy rovnic uvedené jako (8) v ¢lanku
od Waltera a McKenny [21, s. 707]. Tato soustava obsahuje podminky na spoji-
tost Teseni rovnice (2.6) z puvodni tlohy a jeho derivaci. Soustavu jsme vyftesili
opét pomoci vpasolve () a parametriu p a v predlozenych v ¢lanku u jednotlivych
konkrétnich feseni. Na obrazku 4.1 se nachazi graf feseni tlohy (2.14) pro volbu
parametru £ = 0,19, ¢ = 1,2422, tedy pro p = 1,226, a podle toho stanovené
pw = 4,8150, v = 1,7800, v = —10,5707, 6 = —2,8861 a r = 2,1036. Toto
feSeni by mohlo odpovidat vertikdlnim oscilacim visutého mostu. Hodnota —1
je na v8ech grafech v této Cdsti textu vyznacena ¢ernou prerusovanou c¢arou.

Stejné jako v ¢lanku [21], i u nasi ulohy lze pozorovat zvétsovani amplitudy fesent,
kdyz ¢ — 0, tj. p — 7, zatimco pro ¢ — V2, . p — 3, se Teseni vice a vice
rozkmitdva. Takové chovani neni piekvapivé, nebot prvni a tieti ¢dst feseni
jsou totozné s fesenim puvodni tlohy (2.6), rozdilny je pouze tvar prostiedni

casti. V Priloze A muzeme vidét grafy feSeni, na nichz se pro c¢ klesajici k nule,

Tabulka 4.1: Hodnoty parametru p, v, v, § a r pro ruzna c a £ popisujici feseni
se zvétsujici se amplitudou.

e lp & p [ v [ ~ [ o6 [ r |
1,0849 | 1,1 0,11 9,2355 | 1,6793 | -27,8533 -8,1334 2,8468
0,9676 | 1,029 | 0,07 | 14,4016 | 1,6403 | -57,9758 -17,3836 | 3,4717
0,6741 | 0,9 0,01 || 13,1709 | 1,6468 | -203,8950 -40,9035 | 5,4996
0,2417 | 0,8 |0,0002 || 56,5095 | 1,5885 | -14383,7979 | -3466,8485 | 18,2793
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§=0.05c=14133,r=3.27

§=0.3,c=1.40712,r=0.9137

Obrazek 4.2: Graf ilustrujici oscilacni chovani feseni pro ¢ — V2. Uvedené funkce
nefesi ulohu (2.14).

tj. pro zmensujici se hodnotu p, zvétsuje amplituda. U téchto experimentu byly
postupné voleny parametry ¢ = 1,0849 a & = 0,11; ¢ = 0,9679 a & = 0,07;
c=0,6741 a £ =0,01; ¢ = 0,2417 a £ = 0,0002. Takova teseni vzhledem k ros-
touci amplitudé predstavuji pro visuty most nebezpeéné situace, nebot odpovidaji
velkym propadum hlavni mostovky, a mostni konstrukce by pravdépodobné ne-
vydrzela tak velké vychyleni z rovnovazného stavu. VSechny stanovené hodnoty
parametru popisujicich tyto funkce jsou sepsany v Tabulce 4.1. Uvadime je zao-
krouhlené na ¢tyfi desetinnd mista.

Na obrézku 4.2 muzeme naopak vidét grafy dvou silné oscilujicich funkei. Vlevo
s volbou parametru ¢ = 1,4071, tj. p = 1,5, a £ = 0,3 a podle toho stanovenymi
pw=1,4798, v = 2,3128, v = —3,3919, 6 = —0,5182 a r = 0,9137. Vpravo s vol-
bou parametru ¢ = 1,4133, tj. p = 1,546, a £ = 0,05 a podle toho stanovenymi
pw= 3,780, v = 1,839, v = —22,871, 6 = 1,333 a r = 3,270. Tyto dvé pétice
parametru sice fesi soustavu (3.29)—(3.32), ziskané funkce vSak nejsou fesenim
nasi tlohy (2.14), nebot obé prekro¢i hodnotu —1 vice nez dvakrét.

Co se naopak odlisuje od puvodni tlohy, jsou kvality feSeni tykajici se lokalnich
extrému. V ¢lanku [21] uvadéji autori dva ruzné typy feseni. Jeden s lokdlnim
minimem v 0, druhy s lokdlnim maximem v 0. Nékterd feSeni méla v casti

Tabulka 4.2: Hodnoty parametru p, v, v, d a r pro ¢ = 1,2649 a ruzna &.
&l e [ v I v [ & | r |
0,21 || 4,4561 | 1,7971 | -9,2048 | -2,5351 | 2,0047
0,2 || 42175 | 1,8102 | -9,1157 | -2,3878 | 1,9866
0,15 || 3,3968 | 1,8696 | -9.6636 | -1,8782 | 1,9046
0,1 || 2,9134 | 1,9212 | -12,3451 | -1,5748 | 1,8343
0,05 || 2,5940 | 1,9666 | -21,9187 | -1,3719 | 1,7729
0,01 | 2,4067 | 1,9993 | -101,6711 | -1,2517 | 1,7290
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$=0.1,c=1.24218,r=4.7132
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Obréazek 4.3: Graf funkce s lokdlnim maximem v 0. Uvedend funkce nefesi tilohu
(2.14).

pod hodnotou —1, tedy v ¢asti odpovidajici feseni rovnice (2.13), dokonce vice
lokélnich extrému. To vSak v naSem piipadé nenastava. Podafilo se nam najit
pouze teseni, kterd maji lokalni minimum v 0. Opét to neznamend, ze by feseni
naseho problému (2.14) majici vice lokélnich extrému v prostedni ¢dsti existovat
nemohla, jen jsme je nebyli schopni nalézt. Na obrazku 4.3 muzeme vidét funkei,
kterd sice lokalni maximum v 0 ma, prekroci vSsak hodnotu —1 vice nez dvakrat,
stejné jako funkce na obrazku 4.2.

Déle jsme se také zabyvali tim, co se bude s feSenim dit, zafixujeme-li rychlost
siteni viny ¢ a budeme ménit pouze £. Pro tento experiment tedy ponechdame
pevné ¢ = 1,2649, kterému odpovida p = 1,249. Ukazuje se, ze s klesajicim &
se zmensuje amplituda TeSeni i velikost parametru r, ktery urcuje body napo-
jeni jednotlivych ¢asti feseni. V Piiloze B muzeme vidét porovnani grafu Sesti
ruznych feseni pro ¢ = 1,2649 a ruzné £. Tabulka 4.2 obsahuje hodnoty para-
metru popisujicich tato feseni. Opét je uvadime zaokrouhlené na ¢tyii desetinnd
mista.
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Kapitola 5

Shrnuti a otevrené otazky

V této zavérecné kapitole shrneme ziskané vysledky a nastinime nékolik do-
sud nevytesenych otazek. Predmétem naseho zkoumani byla iloha pro parcialni
diferencidlni rovnici modelujici visuty most s netypickou nelinearitou f(u) =
aut — Bu~ — 1. Zabyvali jsme se hleddnim jejich netrividlnich feseni ve tvaru
postupné viny. Zduraznéme jesté, ze se jednd o homoklinicka teseni. Ukazali jsme,
ze pokud méame takové feSeni, pak rychlost siteni postupné viny ¢ musi byt z in-
tervalu (0, \/5) a feSeni samotné musi pro néjaké ¢ klesnout pod hodnotu —1.

Pro tuto tulohu jsme dokazali existenci netrividlniho slabého teseni ve tvaru po-
stupné vlny pomoci variacni metody. Konkrétné jsme pouzili vétu Mountain Pass
Theorem a nami zkoumanou tlohu jsme prevedli na problém hledani kritickych
bodu prislusného funkcionalu. Ukazali jsme, ze tento funkciondl ma vhodnou ge-
ometrii. Kvuli hledani feseni tlohy na celé realné ose jsme nebyli schopni ovérit
platnost Palaisovy—Smaleovy podminky, proto jsme postupovali podle ¢lanku
od Chena a McKenny [22], v némz autofi vyuzivaji tzv. princip koncentrované
kompaktnosti. Hlavni vysledek tykajici se existence feseni je uveden ve Véteé 3.

V Kapitole 3 jsme se zabyvali hledanim explicitniho vyjadieni klasického reSeni
ve tvaru postupné viny. Pro jednoduchost jsme se omezili pouze na sudé funkce,
které prekroci hodnotu —1 praveé dvakrat. Mohou nastat tti piipady podle vztahu
rychlosti siteni postupné viny ¢ a parametru £ = g, ktery udava pomér koeficientu
nelinearity f. Resen{ pak nabyvaji jednoho ze tif moznych tvart, z nichz kazdy
je popsan pétici neznamych parametru, které jsou feSenim soustavy na spojitost
postupné viny a jejich derivaci.

Daéle jsme popsali numerické experimenty provedené v prostiredi MATLAB
za Ucelem nalezeni konkrétnich pétic parametru a tim i feSeni nasi tlohy. Znovu
jsme omezili mozné tvary feseni, kdyz jsme se pro jednoduchost zamérili pouze
na jeden ze tif piipadi, a to na situaci, kdy ¢ > 2/£. Ukdzali jsme, Ze existuje
vice nez jedno feseni pro nékolik ruznych rychlosti siteni viny. VSechna nami nale-
zena feSeni maji lokalni minimum v nule a jejich dalsi vlastnosti zavisi na volbeé c.
Jinou moznosti, jak feseni hledat numericky, je tzv. algoritmus Mountain Pass,
viz napft. [29, 30].
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7 experimentu vyplyva, ze pokud se rychlost Siteni viny blizi k nule, feSeni neni
omezené, jelikoz se jeho amplituda stale zvétsuje. Naopak pro ¢ jdouci k v/2 vyka-
zuji feSeni silné oscilatorni chovani. Jednou z nékolika otevienych otazek pro nas
problém je pravé i analyticky dukaz zavislosti chovani feseni na parametrech.

Mezi dalsi nezodpovézené otazky patii také to, zda existuji feseni jinych typu
nez nami nalezend. Tedy jestli existuje i feSeni s lokalnim maximem v nule, zda
se daji nalézt feSeni pro dalsi dva pifpady ¢ = 2\/€ a ¢ < 24/€ a jaké jsou jejich
tvary. Zajimavou otazkou téz je, zdali existuje feseni, které neni sudé. Zkoumat
muzeme i nasobnost a stabilitu ziskanych feseni a jejich chovani, kdyz spolu in-
teraguji.

Obecné by se také dalo urcit, pro jakou tiidu nelinearit existuje feseni ve tvaru
postupné viny (Castecné se timto problémem zabyva ¢lanek [22]), jak se takova
feseni lisi a zda v néjakych pripadech dokazeme najit i feSeni heteroklinické.
To vsak presahuje ramec této préce.
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Priloha A

£=0.11,c=1.0849, r = 2.8468 £=0.07,c=0.9676, r = 3.4717
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Obrazek 1: Grafy ilustrujici zvétsujici se amplitudu feseni, kdyz hodnota c klesa
k nule.
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Priloha B

£=0.21,c=1.2649,r=2.0047 §=0.2,c=1.2649,r = 1.9866

I I Y N

S VA N LV S V5 I Y/

N
T

-2t 1+l ]
b b
-4t 1 n ]
-6+ 7 6L 4
-8+ 4
I I I I I I I _8 kLt I I I I I 1
-30 -20 -10 0 10 20 30 -30 -20 -10 0 10 20 30

t t
¢§=0.15,¢c =1.2649, r = 1.9046 ¢§=0.1,c=1.2649,r=1.8343

e T S T LT T T Ty p——|
S 2| 1e 7
-3F ]
4+ 1
4 ]
-6 O L L L L L | _5 7\ L L L L L \7
-30 -20 -10 0 10 20 30 -30 -20 -10 0 10 20 30
t t
§=0.05c=1.2649,r=1.7729 §=0.01,c=1.2649,r=1.7290
I} /\ /\ 7 | /\ /\ |
0 /\\/ \//\ 0 /'\\/ \//\
_ 0 ittt il Rttt B B et sl
S 1%
-2+ 4
-3F ]
-4 F 1 -3 ]
75 7\ L L L L L \7 -4 7\ L L L L L \7
-30 -20 -10 0 10 20 30 -30 -20 -10 0 10 20 30

Obrazek 2: Grafy ilustrujici, co se s feSenim déje, kdyz zafixujeme ¢ a ménime
parametr &.
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