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Abstrakt

Tato diplomová práce se zaměřuje na studium úloh pro parciálńı diferenciálńı rov-
nice s řešeńımi ve tvaru postupné vlny. Nejprve vysvětĺıme pojmy postupná vlna
a soliton. Poté poṕı̌seme úlohy, v nichž se vyskytuj́ı. Dále se podrobněji zabýváme
modelem visutého mostu s netypickou nelinearitou f(u) = αu+−βu−−1. Pro tuto
úlohu dokazujeme pomoćı věty Mountain Pass Theorem existenci řešeńı ve tvaru
postupné vlny. Omeźıme možné hodnoty parametr̊u popisuj́ıćıch řešeńı, stejně tak
velikost rychlosti š́ı̌reńı vlny. Na závěr provedeme numerické experimenty ve snaze
naj́ıt konkrétńı předpis pro řešeńı ve tvaru postupné vlny.

Kĺıčová slova: nelineárńı parciálńı diferenciálńı rovnice, postupná vlna, soliton,
model visutého mostu, Mountain Pass Theorem

Abstract

This master thesis is focused on study of problems for travelling waves in partial
differential equations. At first, we explain the notions of travelling wave and
soliton. After that, we describe problems containing these notions. Next, we deal
with suspension bridge model with atypical nonlinearity f(u) = αu+ − βu− − 1.
For this problem we prove the existence of travelling wave solution due to
the Mountain Pass Theorem. We restrict possible values of parameters that
describe the solution as well as the magnitude of the velocity of travelling wave.
In the end, we perform numerical experiments in order to find specific form of tra-
velling wave solution.

Key words: nonlinear partial differential equations, travelling wave, soliton,
suspension bridge model, Mountain Pass Theorem
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Abstrakt vii
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1 Úvod 1

Kapitola 1

Úvod

V této práci se budeme zabývat úlohami pro nelineárńı parciálńı diferenciálńı
rovnice, jejichž řešeńı se nazývaj́ı postupná vlna. Takové rovnice maj́ı široké
využit́ı v r̊uzných oborech, jelikož lze postupné vlny nalézt v př́ırodě velmi často,
a to v mnoha rozd́ılných situaćıch. Konkrétńımi př́ıklady mohou být vlny na vodě,
š́ı̌reńı zvuku, v biologii populačńı modely, migrace biologických druh̊u nebo ho-
jeńı ran, viz např. [1], modelováńı tok̊u kapalin [2] či v mechanice modely chováńı
nosńık̊u a visutých most̊u, v́ıce v Kapitole 2.

Obvykle jsou reálné situace zahrnuj́ıćı postupné vlny modelovány parciálńımi
diferenciálńımi rovnicemi prvńıho nebo druhého řádu. Méně časté jsou modely
čtvrtého řádu. Takové úlohy se použ́ıvaj́ı právě v mechanice pro nosńıky, dále
též ke studiu formováńı vzor̊u ve fyzice a kvantové teorii (např. Schrödingerova
rovnice), viz [3].

Uvedeme zde několik př́ıklad̊u úloh pro rovnice s řešeńımi ve tvaru postupných
vln. Zařadit mezi ně určitě lze i transportńı a vlnovou rovnici nebo reakčně–difuzńı
rovnice a jejich modifikace. V tomto textu však detailněji rozebereme jen vy-
brané nelineárńı problémy spolu s analytickými vyjádřeńımi jejich řešeńı, bude-li
to možné. Poznamenejme, že často nejsme schopni nalézt exaktńı řešeńı takových
úloh, proto se musej́ı řešit numericky. K d̊ukaz̊um existence řešeńı ve tvaru po-
stupné vlny lze využ́ıt topologických nebo variačńıch metod matematické analýzy.
Dř́ıve, než začneme popisovat jednotlivé modely, zadefinujeme několik d̊uležitých
pojmů.

Definice 1 (Postupná vlna). Postupnou vlnou rozumı́me libovolnou funkci
ve tvaru f = f(x− vt), kde parametr v odpov́ıdá rychlosti š́ı̌reńı vlny.

Definice 2 (Stacionárńı řešeńı). Stacionárńım řešeńım (nebo také rov-
novážným stavem či ekvilibriem) parciálńı diferenciálńı rovnice rozumı́me takové
řešeńı, které se v čase neměńı.

Definice 3 (Homoklinické řešeńı). Necht’ f ∗ je stacionárńı stav. Homoklinické
řešeńı parciálńı diferenciálńı rovnice je takové řešeńı f = f(ξ), pro něž plat́ı
f(ξ)→ f ∗ pro |ξ| → +∞.



2 1 Úvod
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Obrázek 1.1: Př́ıklad homoklinického a heteroklinického řešeńı.

Definice 4 (Heteroklinické řešeńı). Necht’ f ∗1 a f ∗2 jsou dva r̊uzné stacionárńı
stavy. Heteroklinické řešeńı parciálńı diferenciálńı rovnice je takové řešeńı f =
f(ξ), pro něž plat́ı f(ξ)→ f ∗1 pro ξ → −∞ a f(ξ)→ f ∗2 pro ξ → +∞.

Na obrázku 1.1 můžeme vlevo vidět ilustračńı př́ıklad tvaru homoklinického
řešeńı, vpravo př́ıklad heteroklinického řešeńı.

Daľśım zaj́ımavým pojmem je tzv. soliton. V literatuře je však těžké naj́ıt jed-
notnou definici, sṕı̌se se udávaj́ı vlastnosti solitonu, které jej charakterizuj́ı,
viz např. [4, s. 268]. Soliton je zde uveden jako osamělá vlna, která při inter-
akci s jiným solitonem zachovává sv̊uj tvar i svou rychlost, až na fázový posun.
Osamělou vlnou se rozumı́ lokalizovaná vlna, kterou je nutné odlǐsit od perio-
dického řešeńı, jež obsahuje celý řetězec vln. Strauss ve své knize [5, s. 390] uvád́ı,
že soliton je

”
lokalizovaná postupná vlna, která je nápadně stabilńı“. Precizněǰśı

definici lze naj́ıt v článku od Benciho a Fortunata [6, s. 4]. Solitony jsou známé
předevš́ım jako řešeńı Kortewegovy–deVriesovy rovnice a obvykle odpov́ıdaj́ı ho-
moklinickým řešeńım, viz [7]. V př́ırodě se daj́ı naj́ıt např. jako vlny v mělkých
vodách, viz obrázek 1.2 (převzato z [8]).

Kortewegova–deVriesova rovnice

Kortewegova–deVriesova rovnice je v literatuře, např. [5], uváděna ve tvaru

ut + uxxx + 6uux = 0, x ∈ R, t > 0, (1.1)

kde u = u(x, t) je hledaná funkce a dolńımi indexy rozumı́me parciálńı derivace
podle dané proměnné. Jak bylo řečeno výše, netriviálńı homoklinická řešeńı rov-
nice (1.1) odpov́ıdaj́ı soliton̊um. Tento typ vln byl poprvé pozorován J. S. Russe-
lem v roce 1834 jako vlna ve vodńım kanálu1, která neměńı sv̊uj tvar (podrobněji
viz [5, s. 390]). Rovnice (1.1) se též objevuje v teorii plazmatu a jiných odvětv́ıch
fyziky. Jej́ı zvláštnost spoč́ıvá v tom, že je řešitelná analyticky. Ve stručnosti zde
uvedeme, jak takové řešeńı źıskat.

1Pohyb solitonu ve vodńım kanálu: https://www.youtube.com/watch?v=SknvLa8qEu0
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Obrázek 1.2: Soliton na Venice Beach, Kalifornie. Foto Douglas Baldwin.

Předpokládáme, že plat́ı u(x, t) = f(ξ), kde ξ = x − ct a parametr c odpov́ıdá
rychlosti š́ı̌reńı solitonu. Dı́ky této substituci přejdeme od parciálńı diferenciálńı
rovnice (1.1) k obyčejné diferenciálńı rovnici

f ′′′ + 6f ′f − cf ′ = 0, ξ ∈ R. (1.2)

Tu zintegrujeme a źıskáme t́ım rovnici f ′′+ 3f 2− cf +K1 = 0, kde K1 ∈ R je in-
tegračńı konstanta. Přenásob́ıme obě strany 2f ′ a po druhé integraci dostáváme
rovnici (f ′)2 + 2f 3 − cf 2 + 2K1f + K2 = 0, kde K2 ∈ R je druhá integračńı
konstanta. Vzhledem k požadavku, aby řešeńı bylo ve tvaru osamělé postupné
vlny a popisovalo tak reálnou situaci, připoj́ıme okrajové podmı́nky f(ξ) → 0,
f ′(ξ)→ 0 a f ′′(ξ)→ 0 pro |ξ| → +∞. Z toho vyplývá, že K1 = K2 = 0.

Nyńı zbývá vyřešit obyčejnou diferenciálńı rovnici prvńıho řádu f ′ =
√
cf 2 − 2f 3.

Jelikož hledáme pouze netriviálńı řešeńı, můžeme psát funkci f ve tvaru

f(ξ) =
c

2
cosh−2

(√
c

2
(ξ +K)

)
, (1.3)

kde K ∈ R. Funkce u ve tvaru

u(x, t) =
c

2
cosh−2

(√
c

2
(x− ct+K)

)
(1.4)

je tedy hledaný předpis solitonu a jeho graf pro c = 0, 5 a K = 0 můžeme
vidět na obrázku 1.3. Z numerických experiment̊u prováděných v 60. letech 20.
stolet́ı M. Kruskalem a N. Zabuskym, viz [5, s. 391], vyplynulo, že pokud k rov-
nici (1.1) připoj́ıme libovolnou počátečńı podmı́nku, řešeńı se pro t→ +∞ vždy
rozlož́ı na konečný počet soliton̊u s r̊uznými rychlostmi š́ı̌reńı. Takové chováńı
je překvapivé, jelikož se dá očekávat u lineárńıch rovnic, nikoliv u nelineárńıch
jako je (1.1). V jistém smyslu můžeme hovořit o

”
nelineárńı superpozici“. Dı́ky

tomuto speciálńımu chováńı jsou solitony použ́ıvány ve fyzice také jako matema-
tický model stabilńıch elementárńıch částic.
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Obrázek 1.3: Graf řešeńı Kortevegovy–deVriesovy rovnice pro c = 0, 5 a K = 0.

Kleinova–Gordonova rovnice a jej́ı modifikace

Daľśı zaj́ımavou tř́ıdou parciálńıch diferenciálńıch rovnic, jež vznikla modifikaćı
vlnové rovnice a která stoj́ı za zmı́nku, jsou rovnice typu

utt − uxx + g(u) = 0, x ∈ R, t > 0, (1.5)

kde g = g(u) je hladká funkce. Lineárńı Kleinova–Gordonova rovnice utt − uxx +
u = 0, kde g(u) = u, neńı pro naše účely př́ılǐs zaj́ımavá, neobsahuje totiž řešeńı
ve tvaru lokalizované postupné vlny, nýbrž řešeńı periodická. Zvláštně pojmeno-
vané sine–Gordonova rovnice

utt − uxx + sin(u) = 0, x ∈ R, t > 0, (1.6)

a sinh–Gordonova rovnice

utt − uxx + sinh(u) = 0, x ∈ R, t > 0, (1.7)

již požadovaná řešeńı maj́ı. Je velmi d̊uležité studovat dynamické chováńı těchto
řešeńı, nebot’ se rovnice (1.6), (1.7) a jejich daľśı modifikace použ́ıvaj́ı k mode-
lováńı mnoha problémů od tok̊u kapalin až po kvantovou teorii. V odborných
textech se také zkoumaj́ı rovnice s obecněǰśımi funkcemi g, viz např. [2, 7, 9].

Fisherova–Kolmogorovova rovnice

Postupné vlny se také objevuj́ı jako řešeńı reakčně–difuzńıch rovnic. Klasickým
předmětem studia v matematice, teoretické fyzice i biologii, viz [10, 11], jsou řešeńı
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Obrázek 1.4: Schematický vývoj vlnového řešeńı Fisherovy–Kolmogorovovy rov-
nice v čase na reálné ose.

parciálńıch diferenciálńıch rovnic popisuj́ıćıch pohyb rozhrańı mezi stabilńım
a nestabilńım prostřed́ım. Typickou rovnićı v tomto př́ıpadě je tzv. Fisherova–
Kolmogorovova nebo Fisherova–KPP rovnice (pojmenovaná podle Fishera, Kol-
mogorovova, Petrovskiho a Piskunovova) ve tvaru

ut = Duxx + f(u), x ∈ R, t > 0, (1.8)

kde D je koeficient difuze a f = f(u) je reakčńı člen. Na něm ovšem záviśı chováńı
hledaného řešeńı u = u(x, t) a to, zda bude ve tvaru postupné vlny.

V knize od Murrayho, viz [1, s. 439], můžeme naj́ıt rozebraný klasický nejjed-
nodušš́ı př́ıklad Fisherovy–Kolmogorovovy rovnice s f(u) = ku(1−k), kde k > 0.
Tato rovnice je přirozeným rozš́ı̌reńım logistické rovnice a může popisovat např.
prostorové š́ı̌reńı určitého genu v populaci. Murray se zabývá studiem trajektoríı
ve fázové rovině, hledáńım rovnovážných stav̊u a jejich stabilitou. Ukazuje také,
že velikost rychlosti š́ı̌reńı vlny c lze vyjádřit př́ımo z rovnice. Řeš́ı proto problém
na vlastńı č́ısla a docháźı k závěru, že minimálńı možná rychlost je cmin = 2

√
kD.

Na obrázku 1.4 (převzato z [1]) můžeme vidět schématicky naznačený vývoj
vlnového řešeńı rovnice (1.8) s logistickým členem a rychlost́ı š́ı̌reńı cmin = 2.
Zkoumá také to, jaký typ počátečńı podmı́nky se vyvine v postupnou vlnu, a po-
kud takové řešeńı existuje, jaká je jeho rychlost c.

Zmı́nit můžeme ještě daľśı konkrétńı funkce f , např. f(u) = kup(1−uq), kde p > 0
a q > 0. Pro p = q + 1 se rovnice (1.8) dá dokonce vyřešit exaktně. Zaj́ımavou
funkćı je též

f(u) = ru

(
1− u

q

)
− u2

1 + u2
,

což je r̊ustová funkce v modelu chováńı obaleče jedlového, viz [1, s. 460].
Ta se od předchoźıch lǐśı t́ım, že rovnice (1.8) má v́ıce než dva stacionárńı stavy.

Rozš́ı̌rená Fisherova–Kolmogorovova rovnice a Swiftova–
Hohenbergova rovnice

V této části textu uvedeme daľśı typ rovnic s řešeńım ve tvaru postupné
vlny, konkrétně tzv. rozš́ı̌renou Fisherovu–Kolmogorovovu rovnici a Swiftovu–
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Obrázek 1.5: Pád mostu Tacoma Narrows 7. listopadu 1940.

Hohenbergovu rovnici. Obě jsou čtvrtého řádu a maj́ı stejný tvar

ut − βuxx + γuxxxx − u+ u3 = 0, x ∈ R, t > 0, (1.9)

kde γ > 0 a β ∈ R. Pokud je β > 0, (1.9) se obvykle nazývá rozš́ı̌rená Fisherova–
Kolmogorovova rovnice (z angličtiny EFK rovnice), zat́ımco v př́ıpadě β < 0
je (1.9) nazývána Swiftova–Hohenbergova rovnice.

EFK rovnici můžeme naj́ıt poprvé v článku od Coulleta a spol. z roku 1987,
viz [12], a slouž́ı jako jeden z matematických model̊u pro studium tvorby vzor̊u
a fázových posun̊u ve fyzice a mechanice. Swiftova–Hohenbergova rovnice byla
p̊uvodně popsána v [13] a lze ji použ́ıt jako model propagace laser̊u, viz např. [14].
Dynamika této rovnice je méně probádaná, obecně se mnohem v́ıce zkoumá EFK
rovnice. Byl pro ni proveden d̊ukaz existence periodických a homoklinických
řešeńı, avšak otázka existence heteroklinických řešeńı z̊ustává otevřená, viz [15].

Nelineárńı rovnice pro nosńık

Jako posledńı typ nelineárńı parciálńı diferenciálńı rovnice, která může mı́t řešeńı
ve tvaru postupné vlny, zmı́ńıme jednodimenzionálńı rovnici modeluj́ıćı chováńı
nosńık̊u, jež se často objevuje ve tvaru

utt + uxxxx + f(u) = 0, x ∈ R, t > 0, (1.10)

kde u = u(x, t) udává výchylku nosńıku a f = f(u) je obecně nelineárńı funkce.
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Rovnice (1.10) se také použ́ıvá jako jeden z mnoha matematických model̊u vi-
sutých most̊u, na něž se zaměř́ıme v následuj́ıćıch kapitolách. Tento typ most̊u
je dostatečně dlouhý a úzký na to, aby pro něj bylo možné použ́ıt jednodimen-
zionálńı model nekonečně dlouhého nosńıku a zároveň se u něj objevila řešeńı
ve tvaru postupných vln. Motivaćı ke zkoumáńı takové úlohy může být zř́ıceńı
mostu Tacoma Narrows roku 1940, viz obrázek 1.5 (převzato z [16]), či pozorováńı
nezvyklých oscilaćı na mostě Golden Gate.

V Kapitole 2 se budeme podrobněji zabývat konkrétńım modelem visutého mostu
s netypickou nelinearitou f(u) = αu+ − βu−, kde α a β jsou kladné parame-
try. Obdobnou substitućı, jaká byla uvedena u Kortevegovy–deVriesovy rovnice,
převedeme parciálńı diferenciálńı rovnici na obyčejnou diferenciálńı rovnici. Dále
zde uvád́ıme slabou a variačńı formulaci úlohy. K d̊ukazu existence řešeńı ve tvaru
postupné vlny využijeme variačńı metody, konkrétně provedeme d̊ukaz pomoćı
věty Mountain Pass Theorem. Ukážeme, že námi zadefinovaný funkcionál má ge-
ometrii potřebnou k použit́ı této věty a že jeho netriviálńı kritický bod odpov́ıdá
slabému řešeńı námi zkoumané úlohy.

V Kapitole 3 hledáme explicitńı předpis řešeńı naš́ı úlohy ve tvaru postupné
vlny a uvedeme vztahy pro možné hodnoty parametr̊u popisuj́ıćıch takové řešeńı.
V Kapitole 4 provedeme několik numerických experiment̊u. Předlož́ıme grafy
některých konkrétńıch řešeńı a poṕı̌seme jejich chováńı při změně parametr̊u.
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Kapitola 2

Model visutého mostu

2.1 Formulace úlohy

V této kapitole se budeme zabývat úlohami pro nelineárńı parciálńı diferenciálńı
rovnice, které se použ́ıvaj́ı k modelováńı r̊uzných druh̊u oscilaćı ve visutých mos-
tech. Takových matematických model̊u je velké množstv́ı a podoba každého z nich
záviśı na tom, jaký typ oscilaćı chceme modelovat (pro detailńı přehled viz [17]).
V našem př́ıpadě budeme uvažovat jednoduchý jednodimenzionálńı model, který
ve svém článku představili A. C. Lazer a P. J. McKenna [18]. V něm vystupuj́ıćı
rovnice má obvykle tvar

mutt + EIuxxxx + δut + bu+ = W (x) + εh(x, t), x ∈ [0, L], t > 0, (2.1)

s počátečńımi podmı́nkami

u(x, 0) = u0(x) a ut(x, 0) = u1(x), x ∈ [0, L], (2.2)

a okrajovými podmı́nkami

u(0, t) = u(L, t) = uxx(0, t) = uxx(L, t) = 0, t > 0. (2.3)

Někdy se též uvažuj́ı periodické počátečńı podmı́nky

u(x, t+ τ) = u(x, t), x ∈ [0, L], t > 0. (2.4)

Hledaná funkce u = u(x, t) udává vertikálńı výchylku mostu z nezat́ıženého stavu,
dolńımi indexy rozumı́me parciálńı derivace podle dané proměnné, tj. utt = ∂2u

∂t2
,

uxx = ∂2u
∂x2

, uxxxx = ∂4u
∂x4

a u+ = max{u, 0}.

Schéma visutého mostu můžeme vidět na obrázku 2.1 vlevo (převzato z [17]).
Na jeho hlavńı mostovku je tedy nahĺıženo jako na jednodimenzionálńı nosńık
upevněný na obou konćıch a zavěšený na lanech, viz obrázek 2.1 vpravo (též
převzato z [17]). Lana jsou v matematickém modelu uvažována jako pružiny
s jednostrannou silou pružnosti ř́ıd́ıćı se Hookovým zákonem, kde b > 0 charak-
terizuje jejich tuhost. Prvńı člen na levé straně rovnice reprezentuje setrvačnou
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Obrázek 2.1: Schéma visutého mostu a model hlavńı mostovky.

śılu, kde parametr m udává hmotnost. Druhý člen znač́ı elastickou śılu s mo-
dulem pružnosti v tahu E a momentem setrvačnosti v pr̊uřezu I a třet́ı člen
popisuje tlumeńı s koeficientem δ. Nosńık se prohýbá vlastńı vahou popsanou
funkćı W = W (x), která znač́ı váhu na jednotku délky. Funkce h = h(x, t) popi-
suje p̊usobeńı daľśıch sil na nosńık a ε > 0, viz např. [17, 18, 19, 20, 21].

Objektem našeho zájmu budou nyńı řešeńı rovnice (2.1) na celé reálné ose,
tj. nadále budeme uvažovat nosńık nekonečné délky. Nejprve rovnici (2.1)
vyděĺıme hmotnost́ı m:

utt +
EI

m
uxxxx +

δ

m
ut +

b

m
u+ =

W (x)

m
+

ε

m
h(x, t), x ∈ R, t > 0, (2.5)

zavedeme označeńı k = b
m

a pro jednoduchost polož́ıme δ = 0 a ε = 0. Uvažujeme
tedy model bez tlumeńı a bez vněǰśıho buzeńı. Nav́ıc předpokládáme EI

m
= 1

a W (x) ≡ m. Rovnice (2.5) má pak tvar

utt + uxxxx + ku+ = 1, x ∈ R, t > 0. (2.6)

Poznamenejme, že konstantńı řešeńı u ≡ 1
k

odpov́ıdá stacionárńımu stavu vi-
sutého mostu, viz [21]. K rovnici (2.6) je tedy rozumné připojit okrajovou
podmı́nku u→ 1

k
pro |x| → +∞ a hledat př́ıslušná homoklinická řešeńı.

V daľśım textu se budeme zabývat obecněǰśı úlohou{
utt + uxxxx + αu+ − βu− = 1, x ∈ R, t > 0,

u→ 1

α
pro |x| → +∞, (2.7)

kde α a β jsou kladné konstanty a u− = max{−u, 0} = u+ − u. Povšimněme si,
že u ≡ 1

α
> 0 je opět konstantńı (stacionárńı) řešeńı a neexistuje žádné záporné

konstantńı řešeńı rovnice z (2.7).

Poznámka 1. V literatuře se můžeme setkat i s obecnou úlohou ve tvaru

utt + uxxxx + f(u) = 0, x ∈ R, t > 0, (2.8)
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Obrázek 2.2: Porovnáńı graf̊u dvou typ̊u nelinearit v modelu visutého mostu.

kde f = f(u) je nelineárńı funkce. Z̊ustává mnoho otevřených otázek týkaj́ıćıch
se obecné tř́ıdy nelinearit, pro které má rovnice (2.8) řešeńı ve tvaru po-
stupné vlny. Obvykle se nelinearita f uvažuje právě ve tvaru f(u) = ku+ − 1,
viz např. [20, 21, 22]. Mnoho numerických experiment̊u bylo prováděno s nelinea-
ritou zadanou po částech, jelikož postupné vlny pak vykazovaly zaj́ımavé vlast-
nosti, avšak nehladkost takové nelinearity mohla výsledky těchto experiment̊u
zkreslit.

Proto se také zkoumaj́ı řešeńı pro hladkou nelinearitu f(u) = eu−1. Taková neli-
nearita má podobné vlastnosti jako f(u) = ku+−1, tedy f ′+(0) > 0, f(u)→ +∞
pro u → +∞ a f(u) → −1 pro u → −∞, ale jej́ı výhodou je právě hladkost,
viz [20]. Pro tuto f byla dokázána existence alespoň jednoho řešeńı ve tvaru
postupné vlny s nekonečně mnoha rychlostmi š́ı̌reńı c, viz [23]. Pro vybrané rych-
losti byla numericky dokázána dokonce existence alespoň 36 řešeńı ve tvaru po-
stupné vlny, viz článek [24]. V našem př́ıpadě máme nehladkou nelinearitu zada-
nou po částech, uvažujeme f(u) = αu+ − βu− − 1, nav́ıc se tato funkce od výše
zmı́něných lǐśı v chováńı pro u → −∞. Na obrázku 2.2 můžeme vidět srovnáńı
obou typ̊u po částech zadaných nelinearit. Vlevo je graf f(u) = ku+ − 1 s k = 1,
vpravo f(u) = αu+ − βu− − 1 s α = 1 a β = 0, 1. �

Předpokládáme, že úloha (2.7) má řešeńı ve tvaru postupné vlny, konkrétně jej
uvažujeme ve tvaru

u(x, t) =
1

a4
y
(
ax− ca2t

)
, (2.9)

kde a4 = α a y ∈ C4(R). Touto transformaćı přejdeme od parciálńı diferenciálńı
rovnice v (2.7) k obyčejné diferenciálńı rovnici ve tvaru

y(4) + c2y′′ + y+ − ξy− = 1, (2.10)

kde parametr ξ = β
α

, tedy muśı též platit ξ > 0, c odpov́ıdá rychlosti š́ı̌reńı vlny
a y ≡ 1 je rovnovážný (stacionárńı) stav. Vzhledem k požadavku, aby řešeńı
v nekonečnu konvergovalo ke stacionárńımu stavu, je výhodněǰśı dále označit
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z = y − 1, stacionárńı stav t́ım posunout do nulové hodnoty a rovnici (2.10)
přepsat jako

z(4) + c2z′′ + (z + 1)+ − ξ(z + 1)− − 1 = 0. (2.11)

Toto lze ještě rozepsat jako dvojici obyčejných diferenciálńıch rovnic

z(4) + c2z′′ + z = 0 pro z ≥ −1, (2.12)

z(4) + c2z′′ + ξz = 1− ξ pro z ≤ −1, (2.13)

kde z = z(t) popisuje výchylku z rovnovážného stavu z ≡ 0. Hledáme tedy taková
z ∈ C4(R), která řeš́ı (2.11) a konverguj́ı k 0 pro t→ −∞ a t→ +∞.

Poznámka 2. Řešeńı úlohy{
z(4) + c2z′′ + (z + 1)+ − ξ(z + 1)− − 1 = 0,
z → 0 pro |t| → +∞ (2.14)

odpov́ıdá homoklinickému řešeńı úlohy (2.7) ve tvaru postupné vlny. �

2.2 Pomocná tvrzeńı

Nyńı uvedeme několik pomocných tvrzeńı, která se budou zabývat př́ıpustnými
rychlostmi postupné vlny c a daľśımi vlastnostmi řešeńı.

Lemma 1. Necht’ c2 = 2. Pak má fundamentálńı systém př́ıslušný diferenciálńı
rovnici (2.12) tvar

F1 = {cos(τ1t), sin(τ1t), t cos(τ1t), t sin(τ1t)}, (2.15)

kde τ1 = c√
2

je imaginárńı část kořene př́ıslušné charakteristické rovnice. Je-li

c2 > 2, m̊užeme psát fundamentálńı systém pro rovnici (2.12) ve tvaru

F2 = {cos(τ2t), sin(τ2t), cos(τ̃2t), sin(τ̃2t)}, (2.16)

kde τ2 a τ̃2 jsou imaginárńı části kořen̊u př́ıslušné charakteristické rovnice. Plat́ı-li
c2 < 2, vypadá fundamentálńı systém př́ıslušný rovnici (2.12) takto:

F3 = {eσt cos(τt), eσt sin(τt), e−σt cos(τt), e−σt sin(τt)}, (2.17)

kde σ je reálná část a τ imaginárńı část kořene charakteristické rovnice.

D̊ukaz. Nejprve vyjádř́ıme charakteristickou rovnici př́ıslušnou diferenciálńı rov-
nici (2.12). Dostáváme ji ve tvaru

λ4 + c2λ2 + 1 = 0, (2.18)

což se po doplněńı na čtverec dá také zapsat jako(
λ2 +

c2

2

)2

=
c4

4
− 1. (2.19)
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Dále z tohoto vztahu vyjádř́ıme λ2, źıskáme tedy

λ2 =

√
c4

4
− 1− c2

2
, (2.20)

kde
√
· je funkce komplexńı proměnné. Pro c2 = 2 má charakteristická rov-

nice (2.18) dva dvojnásobné ryze imaginárńı kořeny λ1,2 = iτ1 a λ2,3 = −iτ1,
kde τ1 = c√

2
. Dále uvažujme c2 > 2. Potom jsou λ2 reálná záporná a charakte-

ristická rovnice (2.18) má čtyři ryze imaginárńı kořeny, které označ́ıme λ1 = iτ2,
λ2 = −iτ2, λ3 = iτ̃2 a λ4 = −iτ̃2, kde i je imaginárńı jednotka, tj. i2 = −1.
Pro c2 ∈ (0, 2) jsou λ2 dvě komplexně sdružená č́ısla a kořeny charakteristické
rovnice (2.18) čtyři komplexńı č́ısla s absolutńı hodnotou rovnou jedné. Označ́ıme
je λ1 = σ + iτ , λ2 = σ − iτ , λ3 = −σ − iτ a λ4 = −σ + iτ . Odtud je již zřejmé,
jak vypadaj́ı př́ıslušné fundamentálńı systémy.

Lemma 2. Necht’ z = z(t) je netriviálńım řešeńım (2.14), které odpov́ıdá řešeńı
úlohy (2.7) ve tvaru postupné vlny. Pak c ∈ (0,

√
2).

D̊ukaz. Nejprve zd̊urazněme, že podmı́nka z → 0 pro |t| → +∞ znamená,
že funkce z řeš́ı rovnici (2.12) na nějakém intervalu (−∞,−T ] a [T,+∞), kde
T > 0. Z Lemmatu 1 máme, že pro netriviálńı řešeńı z = z(t) rovnice (2.12)
mohou nastat právě tři př́ıpady.

1. Nejprve uvažujme c2 = 2. Obecné řešeńı (2.12) v tomto př́ıpadě nabývá
tvaru

z(t) = A cos(τ1t) +B sin(τ1t) + Ct cos(τ1t) +Dt sin(τ1t), (2.21)

kde A, B, C a D jsou reálné konstanty. Taková řešeńı se ale nikdy neutlumı́,
tj. nesplńı podmı́nku, že konverguj́ı k nule pro t→ −∞, ani pro t→ +∞.

2. Dále uvažujme c2 > 2. Obecné řešeńı rovnice (2.12) pak vypadá následovně:

z(t) = A cos(τ2t) +B sin(τ2t) + C cos(τ̃2t) +D sin(τ̃2t), (2.22)

kde A, B, C a D jsou reálné konstanty. Tato řešeńı se opět neutlumı́
pro žádnou kombinaci parametr̊u A, B, C a D. Proto muśıme uvažovat
pouze třet́ı př́ıpad.

3. Je-li c2 ∈ (0, 2), nabývá obecné řešeńı (2.12) tvaru

z(t) = Aeσt cos(τt) +Beσt sin(τt) + Ce−σt cos(τt) +De−σt sin(τt), (2.23)

kde A, B, C a D jsou reálné konstanty. Vhodnou volbou těchto kon-
stant (A = B = 0, resp. C = D = 0) zaruč́ıme, že z řeš́ı rovnici (2.12)
na nějakém intervalu (−∞,−T ], resp. [T,+∞), a zároveň konverguje k nule
pro |t| → +∞.

Vid́ıme tedy, že aby se řešeńı z utlumilo, muśı být c ∈ (0,
√

2).



14 2.2 Pomocná tvrzeńı

Lemma 3. Necht’ úloha (2.14) má netriviálńı řešeńı. Potom muśı být z < −1
pro nějaký čas t.

D̊ukaz. Důkaz provedeme sporem. Budeme předpokládat, že netriviálńı řešeńı
z = z(t) rovnice (2.11) je větš́ı nebo rovno −1 pro všechna t. Potom (z + 1)+ ≡
z+ 1 a (2.11) je homogenńı lineárńı obyčejná diferenciálńı rovnice s konstantńımi
koeficienty ve tvaru (2.12) pro všechna t. Mohou nastat tři př́ıpady, viz Lemma 1.
Rovnou můžeme vyloučit situaci, kdy c2 > 2 a c2 = 2. V př́ıpadě, že c2 < 2,
neexistuje netriviálńı řešeńı, které je dané předpisem (2.23) a konverguje k nule
současně pro t → −∞ i pro t → +∞. Vid́ıme tedy, že rovnice (2.11) nemá
pro libovolné c ∈ R žádné netriviálńı řešeńı, které by konvergovalo pro |t| → +∞
ke stacionárńımu stavu z ≡ 0.

V daľśım textu budeme hledat nejen klasická, ale i slabá řešeńı úlohy (2.14).
Uvažujme tedy funkce ϕ ze Sobolevova prostoru W 2,2(R), tj. funkce, které splňuj́ı
ϕ ∈ L2(R), ϕ′ ∈ L2(R) i ϕ′′ ∈ L2(R). Pro jednoduchost a přehlednost zápisu
zavedeme označeńı H = W 2,2(R) a H(a, b) = W 2,2(a, b). Standardńı norma v H
má pro všechna ϕ ∈ H tvar

‖ϕ‖H =

∫
R

(
|ϕ′′(t)|2 + |ϕ′(t)|2 + |ϕ(t)|2

)
dt

 1
2

. (2.24)

Dále zavedeme slabou a variačńı formulaci úlohy (2.14).

Definice 5 (Slabá formulace úlohy). Funkci z ∈ H nazýváme slabým řešeńım
úlohy (2.14), právě když splňuje integrálńı rovnost∫

R

(
z′′ϕ′′ − c2z′ϕ′

)
dt+

∫
z>−1

zϕ dt+

∫
z≤−1

(ξz + ξ − 1)ϕdt = 0 ∀ϕ ∈ H. (2.25)

Každé klasické řešeńı úlohy (2.14) je zároveň slabým řešeńım. Naopak, pokud
je slabé řešeńı nav́ıc regulárńı, tj. z ∈ C4(R), pak je také klasickým řešeńım naš́ı
úlohy.

Definice 6 (Variačńı formulace úlohy). Zaved’me funkcionál

I(z) =

∫
R

[
(z′′)2

2
− c2 (z′)2

2

]
dt+

∫
z>−1

z2

2
dt+

∫
z≤−1

[
ξ
z2

2
+ (ξ − 1)z +

ξ − 1

2

]
dt. (2.26)

Variačńı formulaćı úlohy (2.14) rozumı́me úlohu naj́ıt kritické body funkcionálu I,
tj. z ∈ H splňuj́ıćı

I ′(z)ϕ = 0 ∀ϕ ∈ H. (2.27)

Poznámka 3. Plat́ı, že Fréchetova derivace funkcionálu I má tvar

I ′(z)ϕ =

∫
R

(
z′′ϕ′′ − c2z′ϕ′

)
dt+

∫
z>−1

zϕ dt+

∫
z≤−1

(ξz + ξ − 1)ϕ dt, (2.28)

kde z, ϕ ∈ H. Tedy kritické body funkcionálu I odpov́ıdaj́ı slabým řešeńım
úlohy (2.14). �
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Poznámka 4. Vzhledem k tomu, že kv̊uli daľśı práci s funkcionálem I
požadujeme jeho spojitost, je v integrálu pro z ≤ −1

”
uměle“ dodán člen ξ−1

2
.

Funkcionál I můžeme ještě přepsat do tvaru

I(z) =
1

2

∫
R

[
(z′′)2 − c2(z′)2 + z2

]
dt− (1− ξ)

∫
z≤−1

[
z2

2
+ z +

1

2

]
dt (2.29)

s Fréchetovou derivaćı pro všechna ϕ ∈ H ve tvaru

I ′(z)ϕ =

∫
R

[
z′′ϕ′′ − c2z′ϕ′ + zϕ

]
dt− (1− ξ)

∫
z≤−1

[zϕ+ ϕ] dt, (2.30)

nebo jako

I(z) =
1

2

∫
R

[
(z′′)2 − c2(z′)2 +

(
(z + 1)+

)2 − ξ
(
(z + 1)−

)2 − 2z − 1
]

dt (2.31)

a jeho prvńı Fréchetova derivace má potom pro všechna ϕ ∈ H tvar

I ′(z)ϕ =

∫
R

[
z′′ϕ′′ − c2z′ϕ′ + (z + 1)+ϕ− ξ(z + 1)−ϕ− ϕ

]
dt. (2.32)

�

Jelikož v následuj́ıćı části budeme vycházet z článku od Y. Chena a P. J. Mc-
Kenny [22], nejprve uvedeme dvě pomocná lemmata pro vztahy norem, která dále
využijeme. Uvád́ıme je v obdobném zněńı jako v článku [22]. Pro snazš́ı orientaci
v daľśım textu jsou d̊ukazy těchto lemmat podrobněji rozepsány. V Lemmatu 4
zavedeme ekvivalentńı normu se standardńı normou na H.

Lemma 4 ([22, s.329]). Pro každé u ∈ H je

‖u‖ =

∫
R

(
|u′′(t)|2 − c2|u′(t)|2 + |u(t)|2

)
dt

 1
2

(2.33)

norma ekvivalentńı se standardńı normou na H a plat́ı

1

C0

‖u‖2
H ≤ ‖u‖

2 ≤ ‖u‖2
H , (2.34)

kde C0 = 3
2−c2 > 0.

D̊ukaz. Prvńı vztah nerovnost́ı (2.34)

‖u‖2
H ≥ ‖u‖

2
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plyne automaticky z (2.24) a (2.33). Nyńı necht’ û je Fourierova transformace
funkce u, tj.

F (u(t)) = û(x) =
1√
2π

+∞∫
−∞

u(t)eixt dt, (2.35)

kde i2 = −1. Zpětná Fourierova transformace má tvar

F−1 (û(x)) = u(t) =
1√
2π

+∞∫
−∞

û(x)e−ixt dx. (2.36)

Potom plat́ı
F
(
u(k)(t)

)
= (ix)kû(x),

kde k ∈ N je řád derivace. Z Plancherelovy identity [25] plyne rovnost ‖u‖ = ‖û‖.
Pak můžeme přepsat ‖u‖ takto:

‖u‖2 =

∫
R

(
|x2û(x)|2 − c2|xû(x)|2 + |û(x)|2

)
dx =

∫
R

(
x4 − c2x2 + 1

)
|û(x)|2 dx.

Dále uprav́ıme do tvaru

‖u‖2 =

∫
R

[(
x4 + x2 + 1

)
−
(
c2 + 1

)
x2
]
|û(x)|2 dx. (2.37)

Jelikož plat́ı nerovnost

x2 ≤ x4 + x2 + 1

3
,

což plyne z (x2 − 1)2 ≥ 0, můžeme psát

‖u‖2 ≥
∫
R

[(
x4 + x2 + 1

)
− c2 + 1

3
(x4 + x2 + 1)

]
|û(x)|2 dx.

Po úpravě a zpětné Fourierově transformaci dostáváme

‖u‖2 ≥ 2− c2

3

∫
R

(
x4 + x2 + 1

)
|û(x)|2 dx

=
2− c2

3

∫
R

(
|u′′(t)|2 + |u′(t)|2 + |u(t)|2

)
dt.

Označ́ıme C0 = 3
2−c2 . Za předpokladu c2 ∈ (0, 2) máme C0 > 0 a je tedy zřejmé,

že plat́ı i druhá nerovnost v (2.34)

‖u‖2 ≥ 1

C0

‖u‖2
H .
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Daľśı lemma se týká odhadu supremové normy shora pomoćı standardńı normy
a tedy i pomoćı námi zavedené normy ‖·‖ s ńı ekvivalentńı.

Lemma 5 ([22, s. 330]). Necht’

‖u‖∞ = sup
t∈R
|u(t)|.

Potom pro všechna u ∈ H plat́ı

‖u‖∞ ≤
√

2 ‖u‖H ≤
√

2C0 ‖u‖ , (2.38)

kde C0 = 3
2−c2 .

D̊ukaz. Nejprve budeme uvažovat funkci u2 na intervalu [0, 1]. Ze základńı věty
integrálńıho počtu máme

u2(t) = u2(a) + 2

t∫
a

u(x)u′(x) dx (2.39)

pro libovolné t, a ∈ [0, 1]. Z věty o středńı hodnotě plyne, že existuje a ∈ (0, 1)
takové, že plat́ı

u2(a) =

1∫
0

u2(x) dx = ‖u‖2
L2(0,1) . (2.40)

Z Hölderovy (nebo Cauchyovy–Schwarzovy) nerovnosti plyne

t∫
a

u(x)u′(x) dx ≤

 t∫
a

|u(x)|2 dx


1
2
 t∫

a

|u′(x)|2 dx


1
2

≤

 1∫
0

|u(x)|2 dx


1
2
 1∫

0

|u′(x)|2 dx


1
2

= ‖u‖L2(0,1) ‖u
′‖L2(0,1) . (2.41)

Ze vztahu (a − b)2 ≥ 0 plyne a2 + b2 ≥ 2ab pro všechna a ∈ R a b ∈ R. Z této
nerovnosti a (2.41) vyplývá

2

t∫
a

u(x)u′(x) dx ≤ 2 ‖u‖L2(0,1) ‖u
′‖L2(0,1) ≤ ‖u‖

2
L2(0,1) + ‖u′‖2

L2(0,1) . (2.42)
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Dále kombinaćı vztah̊u (2.39), (2.40) a (2.42) dostáváme

u2(t) = u2(a) + 2

t∫
a

u(x)u′(x) dx ≤ 2 ‖u‖2
L2(0,1) + ‖u′‖2

L2(0,1)

= 2

1∫
0

|u(x)|2 dx+

1∫
0

|u′(x)|2 dx ≤ 2

1∫
0

(
|u(x)|2 + |u′(x)|2

)
dx

≤ 2

1∫
0

(
|u′′(x)|2 + |u′(x)|2 + |u(x)|2

)
dx = 2 ‖u‖2

H(0,1) ,

tedy
u2(t) ≤ 2 ‖u‖2

H(0,1) ∀t ∈ (0, 1), (2.43)

z čehož plyne
sup
t∈(0,1)

|u(t)| ≤
√

2 ‖u‖H(0,1) . (2.44)

Obdobně pro libovolné n ∈ Z plat́ı

sup
t∈(n,n+1)

|u(t)| ≤
√

2 ‖u‖H(n,n+1) . (2.45)

Tedy ze vztahu (2.45) plyne

‖u‖∞ = sup
t∈R
|u(t)| ≤

√
2 ‖u‖H

a z (2.34) vyplývá

‖u‖∞ ≤
√

2 ‖u‖H ≤
√

2C0 ‖u‖ .

2.3 Existence slabého řešeńı ve tvaru postupné

vlny

Jak již bylo řečeno výše, v této části budeme vycházet z článku [22]. Pro naši
úlohu (2.14) chceme dokázat existenci netriviálńıho řešeńı, které odpov́ıdá
slabému řešeńı úlohy (2.7) ve tvaru postupné vlny. K d̊ukazu využijeme větu
Mountain Pass Theorem [26, s. 494], která je založena na d̊ukazu existence kri-
tických bod̊u př́ıslušného funkcionálu. Až do konce této kapitoly budeme uvažovat
pouze c ∈ (0,

√
2), nebot’ pro jiná c požadované řešeńı neexistuje, viz Lemma 2.

Nejprve předlož́ıme definici tzv. Palaisovy–Smaleovy podmı́nky a následně uve-
deme standardńı Mountain Pass Theorem [26], který se obvykle využ́ıvá pro d̊ukaz
existence kritických bod̊u funkcionálu (2.26). V našem př́ıpadě však nebu-
deme schopni dokázat, že funkcionál I splńı Palaisovu–Smaleovu podmı́nku,
a využijeme jemněǰśı aparát.
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Definice 7 (Palaisova–Smaleova podmı́nka, [26, s. 484]). Mějme funkcionál
I ∈ C1(X,R), kde X je Banach̊uv prostor, a s ∈ R. Funkcionál I splńı
tzv. Palaisovu–Smaleovu podmı́nku na hladině s, zkráceně budeme psát (PS)s,
jestliže posloupnost {un}+∞

n=1 ⊂ X, pro kterou plat́ı

I(un)→ s, ‖I ′(un)‖ → 0, (2.46)

má v normě na X konvergentńı podposloupnost.

Věta 1 (Mountain Pass Theorem, [26, s. 494]). Mějme X Banach̊uv prostor
a funkcionál I ∈ C1(X,R), e ∈ X a r > 0 takové, že ‖e‖ > r a

inf
‖u‖=r

I(u) > I(0) ≥ I(e). (2.47)

Pokud funkcionál I splńı podmı́nku (PS)s, kde

s = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)), (2.48)

kde Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = e}, potom s je kritickým bodem
funkcionálu I.

Dále ještě uvád́ıme větu odpov́ıdaj́ıćı prvńı části věty Mountain Pass Theorem,
která se týká geometrie funkcionálu. Ř́ıká pouze to, že za splněńı předpoklad̊u
existuje nějaká posloupnost splňuj́ıćı (2.46).

Věta 2 ([26, s. 494]). Mějme X Banach̊uv prostor a funkcionál I ∈ C1(X,R),
e ∈ X a r > 0 takové, že ‖e‖ > r a

inf
‖u‖=r

I(u) > I(0) ≥ I(e). (2.49)

Potom existuje posloupnost {un}+∞
n=1 ⊂ X, pro nǐz plat́ı

I(un)→ s, ‖I ′(un)‖ → 0, (2.50)

kde s splňuje
s = inf

γ∈Γ
max
t∈[0,1]

I(γ(t)) (2.51)

a Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = e}.

Nyńı se budeme věnovat funkcionálu I danému předpisem (2.26). Tento funk-
cionál splňuje I(0) = 0, nebot’ plat́ı

I(0) =

∫
R

[
02

2
− c2 02

2

]
dt+

∫
z>−1

02

2
dt = 0.

Následuj́ıćı lemma se týká jeho spojitosti a hladkosti.
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Lemma 6. Mějme funkcionál I daný předpisem (2.26). Potom plat́ı
I ∈ C1(H,R).

D̊ukaz. Mějme posloupnost {zn}+∞
n=1 ⊂ H, pro niž plat́ı zn → z0, kde z0 ∈ H. Pak

pro I daný předpisem (2.26), resp. (2.31), plat́ı

|I(zn)− I(z0)| =∣∣∣∣∣∣12
∫
R

[
(z′′n)2 − c2(z′n)2 +

[
(zn + 1)+

]2 − ξ [(zn + 1)−
]2 − 2zn − 1

]
dt

−1

2

∫
R

[
(z′′0 )2 − c2(z′0)2 +

[
(z0 + 1)+

]2 − ξ [(z0 + 1)−
]2 − 2z0 − 1

]
dt

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣12
∫
R

[
(zn − z0)′′(zn + z0)′′ − c2(zn − z0)′(zn + z0)′

+
[
(zn + 1)+ − (z0 + 1)+

] [
(zn + 1)+ + (z0 + 1)+

]
− ξ

[
(zn + 1)− − (z0 + 1)−

] [
(zn + 1)− + (z0 + 1)−

]
−2(zn − z0)] dt

∣∣∣∣∣→ 0 pro n→ +∞,

tedy funkcionál I je spojitý na H. Dále pro všechna ϕ ∈ H plat́ı

|I ′(zn)ϕ− I ′(z0)ϕ| =

∣∣∣∣∣
∫
R

[
(zn − z0)′′ϕ′′ − c2(zn − z0)′ϕ′

+
[
(zn + 1)+ − (z0 + 1)+ − ξ(zn + 1)− + ξ(z0 + 1)−

]
ϕ

]
dt

∣∣∣∣∣→ 0 pro n→ +∞.

Funkcionál I je tedy tř́ıdy C1(H,R).

Daľśı tvrzeńı se týká předpoklad̊u na geometrii funkcionálu I. Je analogíı k Lem-
matu 2.4 z článku [22], ale funkcionál I se lǐśı předpisem i vlastnostmi od funk-
cionálu zkoumaného v textu [22].

Lemma 7. Necht’ ξ ∈ (0, 1). Pro funkcionál I ∈ C1(H,R) daný vztahem (2.26)
existuj́ı konstanty r > 0 a ω > 0 takové, že

inf
‖u‖=r

I(u) ≥ ω, (2.52)

konkrétně

r =
1

2C0

√
1− ξ

a ω =
1

16C2
0(1− ξ)

.
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D̊ukaz. Z (2.29) máme

I(z) =
1

2

∫
R

[
(z′′)2 − c2(z′)2 + z2

]
dt− (1− ξ)

2

∫
z≤−1

(
z2 + 2z + 1

)
dt

=
1

2

(
‖z‖2 − (1− ξ)

∫
z≤−1

(z + 1)2 dt

)
. (2.53)

Pro z ≤ −1 plat́ı

(z + 1)2 < z4. (2.54)

Z (2.54) plyne, že

I(z) ≥ 1

2

‖z‖2 − (1− ξ)
∫

z≤−1

z4 dt

 . (2.55)

Dále z Lemmatu 4 a Lemmatu 5 máme

1

2

‖z‖2 − (1− ξ)
∫

z≤−1

z4 dt

 ≥ 1

2

‖z‖2 − (1− ξ)
∫

z≤−1

z2 sup
t∈R

z2 dt


≥ 1

2

‖z‖2 − (1− ξ) ‖z‖2
∞

∫
z≤−1

z2 dt

 ≥ 1

2

(
‖z‖2 − (1− ξ) ‖z‖2

∞ ‖z‖
2
H

)
≥ 1

2

(
‖z‖2 − (1− ξ)2C2

0 ‖z‖
4) ,

tedy

I(z) ≥ 1

2

(
‖z‖2 − (1− ξ)2C2

0 ‖z‖
4) . (2.56)

Pravá strana vztahu (2.56) nabývá svého lokálńıho minima 0 v ‖z‖ = 0 a svého
lokálńıho maxima ω v ‖z‖ = r, kde

r =
1

2C0

√
1− ξ

a ω =
1

16C2
0(1− ξ)

.

Tedy z (2.56) vyplývá, že I(z) ≥ ω pro ‖z‖ = r a tedy i inf‖z‖=r I(z) ≥ ω.

V daľśım uvedeném pomocném tvrzeńı se zabýváme situaćı, kdy hodnoty para-
metru ξ jsou větš́ı nebo rovny jedné.

Lemma 8. Necht’ ξ ≥ 1. Potom neexistuje žádné e ∈ H takové, že plat́ı (2.47),
tedy funkcionál I daný předpisem (2.26) nemá geometrii potřebnou pro použit́ı
věty Mountain Pass Theorem.
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D̊ukaz. Vyjdeme ze vztahu (2.53). Máme tedy

I(z) =
1

2

‖z‖2 − (1− ξ)
∫

z≤−1

(z + 1)2 dt

 .

Pro ξ ≥ 1, můžeme funkcionál I zdola omezit takto:

I(z) ≥ 1

2
‖z‖2 > 0 ∀z 6= 0, (2.57)

tj. neexistuje žádné e ∈ H takové, že 0 = I(0) ≥ I(e).

Nyńı uvedeme lemma analogické k Lemmatu 2.5 z článku [22].

Lemma 9. Necht’

0 < ξ <
c4

12
. (2.58)

Pro funkcionál I ∈ C1(H,R) daný vztahem (2.26) existuje takový prvek e ∈ H,
že plat́ı

I(e) < I(0) = 0. (2.59)

D̊ukaz. Uvažujme funkci v ve tvaru

v(t) =

{
−(1 + cos(t)) pro t ∈ (−π, π),
0 pro t ∈ (−∞,−π] ∪ [π,+∞).

(2.60)

Zřejmě plat́ı, že v ∈ H. Zaved’me uλ(t) = v(λt) pro nějaké λ > 0. Máme tedy
funkci

uλ(t) =

 −(1 + cos(λt)) pro t ∈
(
−π
λ
,
π

λ

)
,

0 pro t ∈
(
−∞,−π

λ

]
∪
[π
λ
,+∞

) (2.61)

s prvńı derivaćı

u′λ(t) =

 λ sin(λt) pro t ∈
(
−π
λ
,
π

λ

)
,

0 pro t ∈
(
−∞,−π

λ

]
∪
[π
λ
,+∞

) (2.62)

a druhou derivaćı

u′′λ(t) =

 λ2 cos(λt) pro t ∈
(
−π
λ
,
π

λ

)
,

0 pro t ∈
(
−∞,−π

λ

)
∪
(π
λ
,+∞

)
.

(2.63)

Potom∫
R

(
|u′′λ(t)|2 − c2|u′λ(t)|2

)
dt =

π
λ∫

−π
λ

(
|λ2 cos(λt)|2 − c2|λ sin(λt)|2

)
dt

= λ4

π
λ∫

−π
λ

cos2(λt) dt− c2λ2

π
λ∫

−π
λ

sin2(λt) dt. (2.64)
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Použijeme substituci y = λt a dostáváme, že pravá strana vztahu (2.64) se rovná

λ3

π∫
−π

cos2(y) dy − c2λ

π∫
−π

sin2(y) dy

= λ3π − c2λπ = λπ
(
λ2 − c2

)
= −λπ

(
c2 − λ2

)
. (2.65)

Pravou stranu vztahu (2.65) označ́ıme jako −δ, máme tedy funkci

δ(λ) = λπ
(
c2 − λ2

)
. (2.66)

Plat́ı tud́ıž, že −δ(λ) < 0 pro 0 < λ < c a −δ(λ) ≥ 0 pro λ ≥ c. Pro libovolné
0 < λ0 < c plat́ı ∫

R

(
|u′′0(t)|2 − c2|u′0(t)|2

)
dt = −δ(λ0) < 0, (2.67)

kde u0(t) = v(λ0t). Dále pro A > 0 uvažujme

I(Au0)

A
=

1

2A

∫
R

[
(Au′′0)

2 − c2 (Au′0)
2
]

dt+
1

2A

∫
− 1
A
<u0≤0

(Au0)2 dt

+
1

A

∫
u0≤− 1

A

[
ξA2u

2
0

2
+ (ξ − 1)Au0 +

ξ − 1

2

]
dt

= −δ(λ0)
A

2
+
A

2

∫
− 1
A
<u0≤0

u2
0 dt

︸ ︷︷ ︸
(a)

+
Aξ

2

∫
u0≤− 1

A

u2
0 dt

︸ ︷︷ ︸
(b)

+ (ξ − 1)

∫
u0≤− 1

A

u0 dt

︸ ︷︷ ︸
(c)

+
ξ − 1

2A

∫
u0≤− 1

A

1 dt

︸ ︷︷ ︸
(d)

.

Nyńı najdeme omezeńı pro jednotlivé integrály (a), (b), (c) a (d). Pro lepš́ı
představu uvád́ıme ilustračńı obrázek 2.3. Červeně je na něm znázorněn graf
funkce u0, kdy pro jednoduchost voĺıme λ0 = 1. Černou čárkovanou čarou je vy-
značena hodnota − 1

A
, opět pro jednoduchost voleno A = 1, a šedá plocha od-

pov́ıdá integrálu z (c).

Nejprve se zaměř́ıme na (a). Pro tento integrál můžeme psát

A

2

∫
− 1
A
<u0≤0

u2
0 dt ≤ A

2

∫
− 1
A
<u0≤0

sup
− 1
A
<u0≤0

u2
0 dt =

A

2
sup

− 1
A
<u0≤0

u2
0

∫
− 1
A
<u0≤0

1 dt

≤ A

2
sup

− 1
A
<u0≤0

u2
0

π
λ0∫

− π
λ0

1 dt =
A

2

1

A2

2π

λ0

=
π

Aλ0

.
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Obrázek 2.3: Graf funkce u0 s vyznačenou hodnotou − 1
A

a šedou plochou od-
pov́ıdaj́ıćı integrálu z (c).

Dále omeźıme (b) takto:

Aξ

2

∫
u0≤− 1

A

u2
0 dt =

Aξ

2

∫
u0≤− 1

A

(1 + cos(λ0t))
2 dt ≤ Aξ

2

π
λ0∫

− π
λ0

(1 + cos(λ0t))
2 dt

=
∣∣∣y = λ0t

∣∣∣ =
Aξ

2λ0

π∫
−π

(1 + cos(y))2 dy =
Aξ

2λ0

3π.

Omezeńı pro (c) použijeme v tomto tvaru:

(ξ − 1)

∫
u0≤− 1

A

u0 dt = (1− ξ)
∫

u0≤− 1
A

(1 + cos(λ0t)) dt

≤ (1− ξ)

π
λ0∫

− π
λ0

(1 + cos(λ0t)) dt =
∣∣∣y = λ0t

∣∣∣
=

1− ξ
λ0

π∫
−π

(1 + cos(y)) dy =
1− ξ
λ0

2π.
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Nakonec omeźıme integrál (d) takto:

ξ − 1

2A

∫
u0≤− 1

A

1 dt ≤ ξ − 1

2A

∫
u0≤− 1

A

u0 dt ≤ ξ − 1

2A

π
λ0∫

− π
λ0

1 dt

=
1− ξ
2A

∫
u0≤− 1

A

(1 + cos(λ0t)) dt =
1− ξ
2A

2π

λ0

=
(1− ξ)π
Aλ0

.

Chceme ukázat, že

lim
A→+∞

I(Au0)

A
= −∞. (2.68)

Z omezeńı pro (a),(b),(c) a (d) dostáváme

I(Au0)

A
≤ −δ(λ0)

A

2
+

π

Aλ0

+
Aξ

2λ0

3π +
1− ξ
λ0

2π +
(1− ξ)π
Aλ0

,

kde pro A→ +∞ plat́ı

π

Aλ0

→ 0,
(1− ξ)π
Aλ0

→ 0 a
1− ξ
λ0

2π = konst. < +∞.

Aby platilo (2.68), muśı pro A > 0 být

−δ(λ0)
A

2
+
Aξ

2λ0

3π < 0, (2.69)

tedy

ξ <
1

3
λ2

0(c2 − λ2
0). (2.70)

Pro λ0 = ±
√

2c
2

nabývá pravá strana vztahu (2.70) svého maxima
c4

12
. Dı́ky

předpokladu (2.58) je tedy (2.70) splněno. Potom plat́ı i vztah (2.68), z čehož
plyne, že existuje A0 a e = A0u0 tak, že plat́ı I(A0u0) = I(e) < 0, kde A0 > r > 0
s r = 1

2C0
√

1−ξ z Lemmatu 7.

Poznámka 5. Důkaz Lemmatu 9 by se dal provést analogicky pro nějaké obecné
v ∈ H, v ≤ 0 s kompaktńım nosičem, viz [22]. �

T́ımto jsme ukázali, že funkcionál I daný vztahem (2.26) splňuje předpoklady
Věty 2, tj. že má geometrii potřebnou pro použit́ı věty Mountain Pass Theo-
rem. Existuje tedy nějaká posloupnost {un}+∞

n=1, která splńı (2.50), kde s je dáno
vztahem (2.51). Taková posloupnost ale nemuśı mı́t konvergentńı podposloup-
nost. Vezmeme-li např. posloupnost un(t) = z(t + n), kde funkce z = z(t) je
řešeńım (2.11), źıskáme divergentńı posloupnost, která splňuje (2.50), viz [22].
To udělat lze, nebot’ i libovolně posunutá funkce z̃ = z(t+τ) též řeš́ı rovnici (2.11).
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Jelikož se zabýváme řešeńım problému na celé reálné ose, nejsme schopni
ověřit podmı́nku (PS)s standardńım zp̊usobem přes kompaktńı vnořeńı prostor̊u.
V př́ıpadech, kdy se pohybujeme na neomezených oblastech, lze použ́ıt tzv. prin-
cip koncentrované kompaktnosti (v angličtině concentration compactness princi-
ple) představený Lionsem v [27].

V následuj́ıćı části textu budeme postupovat podle článku [22], kde je tohoto
př́ıstupu též využito. Nejprve uvád́ıme následuj́ıćı lemma, které je analogíı Lem-
matu 2.6 a které se zabývá omezenost́ı posloupnosti {un}+∞

n=1.

Lemma 10. Necht’ ξ ∈
(

0, c
4

12

)
. Libovolná posloupnost {un}+∞

n=1 ⊂ H, která

splńı (2.50), tedy

I(un)→ s a ‖I ′(un)‖ → 0,

s funkcionálem daným předpisem (2.26), je omezená.

D̊ukaz. Důkaz provedeme sporem. Předpokládejme, že existuje posloupnost
{un}+∞

n=1 ⊂ H, pro niž plat́ı, že I(un)→ s, kde 0 < s < +∞, a ‖I ′(un)‖ → 0, ale
‖un‖ → +∞ pro n→ +∞, tedy {un}+∞

n=1 je neomezená posloupnost.

Ze vztah̊u (2.29) a (2.30) źıskáme

I(un) =
1

2
‖un‖2 − (1− ξ)

2

∫
un≤−1

[
u2
n + 2un + 1

]
dt (2.71)

a vztah pro Fréchetovu derivaci funkcionálu I

I ′(un)un = ‖un‖2 − (1− ξ)
∫

un≤−1

[
u2
n + un

]
dt. (2.72)

Jelikož s < +∞ a ‖I ′(un)‖ → 0, plat́ı

I(un)

‖un‖
→ 0 a

I ′(un)un
‖un‖

→ 0.

Z toho plyne, že

lim
n→+∞

2I(un)− I ′(un)un
‖un‖

= lim
n→+∞

(ξ − 1)

∫
un≤−1

un + 1

‖un‖
dt = 0. (2.73)
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Z (2.72), Lemmatu 5 a ξ < c4

12
< 1 dále źıskáme

0 = lim
n→+∞

I ′(un)un

‖un‖2 = 1 + lim
n→+∞

(ξ − 1)

∫
un≤−1

u2
n + un

‖un‖2 dt

= 1− lim
n→+∞

(1− ξ)
∫

un≤−1

un
un + 1

‖un‖2 dt ≥ 1− lim
n→+∞

(1− ξ) ‖un‖∞
‖un‖

∫
un≤−1

un + 1

‖un‖
dt

≥ 1− lim
n→+∞

√
2C0 (1− ξ)

∫
un≤−1

un + 1

‖un‖
dt

= 1 +
√

2C0 lim
n→+∞

(ξ − 1)

∫
un≤−1

un + 1

‖un‖
dt = 1.

Došli jsme tedy k tomu, že 0 ≥ 1, což je spor. Posloupnost {un}+∞
n=1 je omezená.

Na závěr této kapitoly uvád́ıme následuj́ıćı lemma a Větu 3 shrnuj́ıćı źıskané
výsledky. V d̊ukazech těchto tvrzeńı jsme použili postup analogický uvedenému
v d̊ukazu věty Theorem 2.7 z článku [22]. Pro snazš́ı orientaci v textu jsou námi
uvedené d̊ukazy podrobněji rozepsány.

Lemma 11. Necht’ ξ ∈
(

0, c
4

12

)
. Mějme posloupnost {un}+∞

n=1 ⊂ H, která

splńı (2.50), tedy

I(un)→ s a ‖I ′(un)‖ → 0,

s funkcionálem daným předpisem (2.26). Potom existuje prvek v0 ∈ H takový,
který pro všechna ϕ ∈ H splńı

I ′(v0)ϕ = 0. (2.74)

D̊ukaz. Důkaz provedeme ve třech kroćıch.
1. krok: Nejprve ukážeme, že pro dostatečně velká n ∈ N jsou suprema funkćı un
ostře odražená od nuly. Vyjdeme ze vztah̊u (2.71) a (2.72). Plat́ı

2s = lim
n→+∞

(2I(un)− I ′(un)un) = lim
n→+∞

(1− ξ)
∫

un≤−1

[−un − 1] dt

≤ lim
n→+∞

(1− ξ)
∫

un≤−1

|un|3 dt ≤ lim
n→+∞

(1− ξ)
∫
R

|un|3 dt. (2.75)

Zd̊urazněme nyńı, že 0 < ξ < c4

12
< 1 a tedy výraz (1 − ξ) je kladný a menš́ı

než jedna. Z předchoźı nerovnosti (2.75) plyne, že existuje n0 ∈ N takové,
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že pro všechna n ≥ n0 plat́ı

0 < s < (1− ξ)
∫
R

|un|3 dt

≤ (1− ξ)
∫
R

sup
t∈R
|un||un|2 dt = (1− ξ) ‖un‖∞

∫
R

|un|2 dt

= (1− ξ) ‖un‖∞ ‖un‖
2
L2(R) ≤ C0 (1− ξ) ‖un‖∞ ‖un‖

2 ,

kde jsme využili vztahu (2.34) z Lemmatu 4. Z Lemmatu 10 nav́ıc plyne, že exis-
tuje taková konstanta M > 0, že ‖un‖ ≤M . Proto můžeme dále psát

0 < s < C0 (1− ξ)M2 sup
t∈R
|un(t)| ∀n ≥ n0,

z čehož vyplývá

0 <
s

C0 (1− ξ)M2
< sup

t∈R
|un(t)| ∀n ≥ n0.

Pro přehlednost ještě přeznač́ıme

Csup =
s

C0 (1− ξ)M2
.

Pro každé n ≥ n0 má t́ım pádem funkce un supremum ostře odražené od nuly.
Můžeme tedy pro každou un naj́ıt takové tn ∈ R, že

|un(tn)| = sup
t∈R
|un(t)| > Csup > 0. (2.76)

2. krok: Jelikož je prostor H reflexivńı, lze z posloupnosti {un}+∞
n=1 vybrat podpo-

sloupnost {unk}+∞
k=1, která slabě konverguje k u0 ∈ H. Obecně však i pro posloup-

nosti splňuj́ıćı (2.76) může být jejich slabá limita nulová. Pokud však provedeme
translaci funkćı un tak, že jejich suprema posuneme do omezeného intervalu, takto
vzniklá posloupnost již bude mı́t slabě konvergentńı podposloupnost s nenulovou
slabou limitou, viz [28, s. 217].

Mějme nyńı funkce vn(t) = un(t + tn). Potom posloupnost {vn}+∞
n=1 ⊂ H je také

omezená a nav́ıc |vn(0)| = |un(tn)| > Csup > 0. Obsahuje tedy slabě konvergentńı
podposloupnost (pro přehlednost zápisu znač́ıme opět {vn}+∞

n=1), která slabě kon-
verguje k prvku v0 ∈ H, v0(0) 6= 0, tj. v0 6≡ 0.

3. krok: V posledńım kroku budeme cht́ıt ukázat, že pro všechna ϕ ∈ H plat́ı
I ′(vn)ϕ → I ′(v0)ϕ a že I ′(v0)ϕ = 0 pro všechna ϕ. Využijeme alternativńıho
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vyjádřeńı Fréchetovy derivace funkcionálu I (2.32) a ještě jej mı́rně uprav́ıme:

I ′(z)ϕ =

∫
R

[
z′′ϕ′′ − c2z′ϕ′ + (z + 1)+ϕ− ξ(z + 1)−ϕ− ϕ

]
dt

=

∫
R

[
z′′ϕ′′ − c2z′ϕ′ + zϕ+ ϕ+ (z + 1)−ϕ− ξ(z + 1)−ϕ− ϕ

]
dt

=

∫
R

[
z′′ϕ′′ − c2z′ϕ′ + zϕ+ (1− ξ)(z + 1)−ϕ

]
dt.

Pro libovolné pevné ϕ ∈ H chceme nyńı ukázat, že plat́ı |I ′(vn)ϕ− I ′(v0)ϕ| → 0,
tedy∣∣∣∣∣
∫
R

[
v′′nϕ

′′ − c2v′nϕ
′ + vnϕ+ (1− ξ)(vn + 1)−ϕ

]
dt

−
∫
R

[
v′′0ϕ

′′ − c2v′0ϕ
′ + v0ϕ+ (1− ξ)(v0 + 1)−ϕ

]
dt

∣∣∣∣∣→ 0.

Z definice slabé konvergence plyne∫
R

[
v′′nϕ

′′ − c2v′nϕ
′ + vnϕ

]
dt→

∫
R

[
v′′0ϕ

′′ − c2v′0ϕ
′ + v0ϕ

]
dt

pro n→ +∞. Zbývá tedy ukázat, že∣∣∣∣∣
∫
R

(1− ξ)
[
(vn + 1)− − (v0 + 1)−

]
ϕ dt

∣∣∣∣∣→ 0. (2.77)

Mějme libovolně malé ε > 0. Pak můžeme zvolit kompaktńı množinu K ⊂ R
takovou, že

‖ϕ‖L2(R\K) <
ε

2M1

,

kde M1 je konstanta, pro niž plat́ı ‖(vn + 1)− − (v0 + 1)−‖L2(R\K) ≤ M1. Potom
z Cauchyovy–Schwarzovy nerovnosti a (1− ξ) < 1 plyne∣∣∣∣∣

∫
R\K

(1− ξ)
[
(vn + 1)− − (v0 + 1)−

]
ϕ dt

∣∣∣∣∣
≤ (1− ξ)

∥∥(vn + 1)− − (v0 + 1)−
∥∥
L2(R\K)

‖ϕ‖L2(R\K)

≤ (1− ξ) ε

2M1

M1 = (1− ξ)ε
2
<
ε

2
.
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Na kompaktńı množině K ⊂ R implikuje slabá konvergence dokonce stej-
noměrnou konvergenci, z čehož plyne, že existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna
n ≥ n0 plat́ı

sup
t∈K
|vn(t)− v0(t)| < ε

2M2

,

kde M2 je taková konstanta, pro niž je∫
K

|ϕ| dt ≤M2.

Nav́ıc pro všechna z, z0 ∈ R plat́ı |z−− z−0 | ≤ |z− z0|, podrobně viz Poznámka 6.
Z toho vyplývá ∣∣∣∣∣

∫
K

(1− ξ)
[
(vn + 1)− − (v0 + 1)−

]
ϕ dt

∣∣∣∣∣
≤
∫
K

(1− ξ)|(vn + 1)− (v0 + 1)||ϕ| dt =

∫
K

(1− ξ)|vn − v0||ϕ| dt

≤ (1− ξ) sup
K
|vn − v0|

∫
K

|ϕ| dt ≤ (1− ξ) ε

2M2

M2 <
ε

2
.

Nyńı ze vztahu
∫
R · dt =

∫
R\K · dt+

∫
K
· dt a trojúhelńıkové nerovnosti máme∣∣∣∣∣

∫
R

(1− ξ)
[
(vn + 1)− − (v0 + 1)−

]
ϕ dt

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
∫

R\K

(1− ξ)
[
(vn + 1)− − (v0 + 1)−

]
ϕ dt

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫
K

(1− ξ)
[
(vn + 1)− − (v0 + 1)−

]
ϕ dt

∣∣∣∣∣ ≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

Jelikož ε > 0 voĺıme libovolně malé, plat́ı I ′(vn)ϕ → I ′(v0)ϕ pro všechna
ϕ ∈ H pro n → +∞. Vzhledem k tomu, že I ′(vn(·))ϕ(·) = I ′(un(· + tn))ϕ(·) =
I ′(un(·))ϕ(· − tn) a ‖ϕ(·)‖ = ‖ϕ(· − tn)‖ pro všechna ϕ ∈ H, plat́ı ‖I ′(vn)‖ =
‖I ′(un)‖ → 0. Z jednoznačnosti limity tedy plyne I ′(v0)ϕ = 0 pro všechna
ϕ ∈ H, tj. ‖I ′(v0)‖ = 0.

Poznámka 6. Chceme-li ukázat, že pro všechna z, z0 ∈ R plat́ı

|z− − z−0 | ≤ |z − z0|, (2.78)

projdeme postupně všechny situace, které mohou nastat.
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1. Je-li z < 0 a z0 < 0, nastane |z−−z−0 | = |−z+z0| = |z−z0|, tedy je splněna
dokonce rovnost.

2. Pro z ≥ 0 a z0 ≥ 0 máme |z− − z−0 | = |0− 0| = 0 ≤ |z − z0|.

3. Pro z < 0 a z0 ≥ 0, plat́ı |z− − z−0 | = |z| ≤ |z − z0|.

4. V posledńım př́ıpadě, kdy z ≥ 0 a z0 < 0, nastane |z−−z−0 | = |z0| ≤ |z−z0|.

Vid́ıme tedy, že nerovnost (2.78) opravdu plat́ı. �

Věta 3. Necht’ ξ ∈
(

0, c
4

12

)
a c ∈ (0,

√
2). Úloha (2.7), tj.

{
utt + uxxxx + αu+ − βu− = 1, x ∈ R, t > 0,

u→ 1

α
pro |x| → +∞,

má alespoň jedno řešeńı ve tvaru postupné vlny.

D̊ukaz. Hledáńı řešeńı úlohy (2.7) ve tvaru postupné vlny jsme nejprve převedli
na jednodimenzionálńı úlohu (2.14). Ta je ekvivalentńı hledáńı kritických bod̊u
funkcionálu I daného předpisem (2.26). Z Lemmat 7 a 9 plyne, že funkcionál I
má správnou geometrii, tj. z Věty 2 vyplývá existence posloupnosti {un}+∞

n=1,
která splńı I(un) → s a ‖I ′(un)‖ → 0, kde pro s plat́ı (2.51). Dı́ky Lemmatu 10
je taková posloupnost omezená. Z Lemmatu 11 vyplývá existence nenulového
prvku, který splňuje ‖I ′(v0)‖ = 0. Tedy I má netriviálńı kritický bod v0, který
odpov́ıdá slabému řešeńı úlohy (2.7).

Poznámka 7. Na závěr poznamenejme, že jsme neověřili platnost rovnosti
I(v0) = s. Pro všechna n ∈ N určitě plat́ı I(vn) = I(un), a tedy z I(un) → s
plyne I(vn) → s. Zbývá tedy ověřit I(v0) = s, což ovšem neplat́ı automaticky
a bylo by třeba tuto rovnost dále dokázat. �
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Kapitola 3

Konstrukce postupné vlny

V této kapitole se budeme zabývat analytickým vyjádřeńım netriviálńıho kla-
sického řešeńı úlohy (2.14), které odpov́ıdá postupné vlně pro úlohu (2.7). Vy-
jdeme z rovnic (2.12) a (2.13), tedy ze soustavy{

z(4) + c2z′′ + z = 0 pro z ≥ −1,
z(4) + c2z′′ + ξz = 1− ξ pro z ≤ −1,

(3.1)

kde c > 0 a ξ > 0.

Existuje v́ıce zp̊usob̊u, jak zkonstruovat řešeńı úlohy (2.7) ve tvaru postupné vlny.
V našem př́ıpadě budeme postupovat obdobně jako v článku [21]. Potřebujeme
naj́ıt taková řešeńı soustavy (3.1), aby z ∈ C4(R). Pro jednoduchost se omeźıme
na jeden konkrétńı typ řešeńı, a to taková řešeńı, která jsou sudá a překračuj́ı
hodnotu −1 právě dvakrát. Budeme tedy konstruovat řešeńı rovnice (2.13) na in-
tervalu (−r, r), kde r > 0 je zat́ım neznámé a z(−r) = z(r) = −1. V bodě t = −r
ho napoj́ıme na řešeńı rovnice (2.12). Pro t → −∞ požadujeme, aby z → 0,
tj. aby řešeńı konvergovalo ke stacionárńımu stavu z ≡ 0. Pro t ∈ (r,+∞) bude
řešeńı symetrické k z na intervalu (−∞,−r). Později pro snazš́ı vyjádřeńı daľśıch
vztah̊u bod napojeńı posuneme do t = 0, budeme tak mı́t řešeńı w(t) = z(t− r),
tedy námi uvažované funkce budou sudě symetrické podle t = r.

3.1 Explicitńı vyjádřeńı obecného řešeńı

Daľśı text rozděĺıme do několika část́ı. Nejprve se budeme zabývat vyjádřeńım
explicitńıho řešeńı prvńı obyčejné diferenciálńı rovnice (2.12) ze soustavy (3.1).
Jej́ı obecné řešeńı s požadovanými vlastnostmi popisuje následuj́ıćı lemma.

Lemma 12. Necht’ c ∈ (0,
√

2). Obecné řešeńı rovnice (2.12), které pro t→ −∞
splňuje z → 0, má tvar

z(t) = µeσt cos(τt+ ν), (3.2)

kde µ ∈ R, ν ∈ R, σ = Re(λ) a τ = Im(λ), přičemž λ je kořen př́ıslušné
charakteristické rovnice λ4 + c2λ2 + 1 = 0. Je-li c ≥

√
2, řešeńı rovnice (2.12)

splňuj́ıćı z → 0 pro t→ −∞ neexistuje.
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D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z Lemmat 1 a 2. Mějme c ∈ (0,
√

2). Jelikož požadujeme
konvergenci z k 0 pro t→ −∞, muśı C = D = 0 v (2.23) a řešeńı nabývá tvaru

z(t) = eσt (A cos(τt) +B sin(τt)) , (3.3)

kde σ = Re(λ), τ = Im(λ) a λ je kořen př́ıslušné charakteristické rovnice λ4 +
c2λ2 + 1 = 0. Pro snazš́ı práci s řešeńım přeṕı̌seme kombinaci sinu a kosinu jako
posunutý kosinus, přeznač́ıme konstanty a dostaneme

z(t) = µeσt cos(τt+ ν), (3.4)

kde µ ∈ R a ν ∈ R.

Poznámka 8. Vezmeme–li si nyńı opět pouze c ∈ (0,
√

2) a kořen charakteristické
rovnice (2.18), který lež́ı v prvńım kvadrantu Gaussovy roviny, můžeme psát

λ = eiρ = σ + iτ = cos ρ+ i sin ρ, (3.5)

kde ρ ∈ (0, π
2
), σ > 0 a τ > 0. Využit́ım (3.5) v exponenciálńım tvaru

dostáváme dosazeńım do charakteristické rovnice (2.18) vztah pro rychlost š́ı̌reńı
vlny v závislosti na ρ

c2 =
−1− e4iρ

e2iρ
= −2 cos(2ρ). (3.6)

Aby c2 > 0, muśı být cos(2ρ) < 0, a proto budeme uvažovat pouze ρ ∈ (π
4
, π

2
). �

Poznámka 9. Pro ξ = 1, tj. α = β, máme spojitý lineárńı př́ıpad popsaný
jedinou rovnićı (2.12) pro všechna t. V takovém př́ıpadě ale nedostaneme řešeńı
ve tvaru postupné vlny s požadovaným chováńım pro |t| → +∞, viz Lemma 3.�

Dále se budeme zabývat analytickým řešeńım druhé rovnice soustavy (3.1).
Následuj́ıćı lemma uvád́ı možné tvary sudého obecného řešeńı obyčejné dife-
renciálńı rovnice (2.13).

Lemma 13. Necht’ c ∈ (0,
√

2) a ξ ∈ (0, 1). Je–li c2 = 2
√
ξ, má obecné sudé

řešeńı rovnice (2.13) tvar

z1(t) = γ1 cos( 4
√
ξt) + δ1t sin( 4

√
ξt) +

1− ξ
ξ

, γ1 ∈ R, δ1 ∈ R. (3.7)

Plat́ı–li c2 > 2
√
ξ, vypadá obecné řešeńı rovnice (2.13) následovně:

z2(t) = γ2 cos(κ1t) + δ2 cos(κ2t) +
1− ξ
ξ

, γ2 ∈ R, δ2 ∈ R, (3.8)

kde κ1 = Im(λ1), κ2 = Im(λ2) a λ1, λ2 jsou kořeny př́ıslušné charakteristické
rovnice ve tvaru

λ1 = i

√
−
√
c4

4
− ξ +

c2

2
a λ2 = i

√√
c4

4
− ξ +

c2

2
.
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Je–li c2 < 2
√
ξ, má obecné řešeńı rovnice (2.13) tvar

z3(t) = γ3 cosh(pt) cos(qt)+δ3 sinh(pt) sin(qt)+
1− ξ
ξ

, γ3 ∈ R, δ3 ∈ R, (3.9)

kde p = 4
√
ξ cos(η), q = 4

√
ξ sin(η) a η ∈ (π

4
, π

2
).

D̊ukaz. Rovnice (2.13) je nehomogenńı lineárńı obyčejná diferenciálńı rovnice,
jej́ıž partikulárńı řešeńı nabývá pro ξ ∈ (0, 1) tvaru

zP (t) =
1− ξ
ξ

, (3.10)

což je konstantńı, a tedy sudá funkce. Můžeme pak rovnou psát sudá řešeńı ho-
mogenńı části rovnice v jednotlivých př́ıpadech.

Nyńı vyjádř́ıme př́ıslušnou charakteristickou rovnici k diferenciálńı rovnici (2.13),
ta má tvar

λ4 + c2λ2 + ξ = 0. (3.11)

Z tohoto vztahu vyjádř́ıme λ2, máme tedy

λ2 =

√
c4

4
− ξ − c2

2
, (3.12)

kde
√
· je funkce komplexńı proměnné. Daľśı výpočet můžeme rozdělit na tři části.

1. Nejprve uvažujme c2 = 2
√
ξ. V tomto př́ıpadě plat́ı λ2 < 0 a kořeny charak-

teristické rovnice (3.11) jsou dva dvojnásobné ryze imaginárńı λ1,2 = −i 4
√
ξ

a λ3,4 = i 4
√
ξ. Řešeńı homogenńı části rovnice (2.13) pak můžeme psát

ve tvaru

zH(t) = A cos( 4
√
ξt) +B sin( 4

√
ξt) + Ct cos( 4

√
ξt) +Dt sin( 4

√
ξt), (3.13)

kde A, B, C a D jsou reálné konstanty. Požadujeme sudé řešeńı, proto
B = C = 0. Vztah (3.13) po přeznačeńı konstant dále přeṕı̌seme jako

zH,1(t) = γ1 cos( 4
√
ξt) + δ1t sin( 4

√
ξt), γ1 ∈ R, δ1 ∈ R. (3.14)

2. Nyńı mějme c2 > 2
√
ξ. V tomto př́ıpadě jsou kořeny charakteristické rovnice

(3.11) čtyři r̊uzné ryze imaginárńı

λ1 = i

√
−
√
c4

4
− ξ +

c2

2
, λ2 = i

√√
c4

4
− ξ +

c2

2
,

λ3 = −i

√
−
√
c4

4
− ξ +

c2

2
, λ4 = −i

√√
c4

4
− ξ +

c2

2
.
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Řešeńı homogenńı části rovnice (2.13) pak nabývá tvaru

zH(t) = A cos(κ1t) +B sin(κ1t) + C cos(κ2t) +D sin(κ2t), (3.15)

kde κ1 = Im(λ1), κ2 = Im(λ2), nebot’ λ1 = λ3 a λ2 = λ4, a A, B, C a D
jsou opět reálné konstanty. Požadujeme sudé řešeńı, proto B = D = 0.
Přeznač́ıme konstanty a vztah (3.13) dále přeṕı̌seme jako

zH,2(t) = γ2 cos(κ1t) + δ2 cos(κ2t), γ2 ∈ R, δ2 ∈ R. (3.16)

3. Jako posledńı vezměme c2 < 2
√
ξ. Pro lepš́ı práci se vztahy nyńı vyjádř́ıme

λ2 v goniometrickém tvaru, tj.

λ2 = ±i
√
ξ − c4

4
− c2

2
= |λ2| (cos(ϕj) + i sin(ϕj)) , (3.17)

kde j = 1, 2 a ϕj je odpov́ıdaj́ıćı úhel. Jelikož jsou λ2 komplexně sdružená,
plat́ı ϕ2 = −ϕ1. Využijeme Moiverovu větu pro zjǐstěńı komplexńı odmoc-
niny z λ2. Kořeny charakteristické rovnice (3.11) pak źıskáme ve tvaru

λ1 = |λ|
(

cos
(ϕ1

2

)
+ i sin

(ϕ1

2

))
,

λ2 = |λ|
(

cos

(
ϕ1 + 2π

2

)
+ i sin

(
ϕ1 + 2π

2

))
,

λ3 = |λ|
(

cos
(ϕ2

2

)
+ i sin

(ϕ2

2

))
,

λ4 = |λ|
(

cos

(
ϕ2 + 2π

2

)
+ i sin

(
ϕ2 + 2π

2

))
,

kde |λ| = 4
√
ξ. Přeznač́ıme λ = λ1, tedy máme čtyři komplexńı kořeny λ,

−λ, λ a −λ. Kořen λ, který se nacháźı v prvńım kvadrantu, vyjádř́ıme
v exponenciálńım tvaru, tedy

λ = 4
√
ξeiη, (3.18)

kde η ∈ (0, π
2
). Po dosazeńı do charakteristické rovnice dojdeme ke vztahu

c2 = −2
√
ξ cos(2η). (3.19)

Aby c2 > 0, muśı cos(2η) < 0 a tedy η ∈
(
π
4
, π

2

)
. Dále označ́ıme λ = p+ iq,

tj. p = 4
√
ξ cos(η) a q = 4

√
ξ sin(η).

Řešeńı homogenńı části rovnice (2.13) pak můžeme psát ve tvaru

zH(t) = Aept cos(qt) +Bept sin(qt) + Ce−pt cos(qt) +De−pt sin(qt), (3.20)

kde A, B, C a D jsou reálné konstanty. Pro snazš́ı manipulaci s výrazy
můžeme zvolit jiný fundamentálńı systém, potom má řešeńı tvar

zH(t) = A cosh(pt) cos(qt) +B cosh(pt) sin(qt)

+ C sinh(pt) cos(qt) +D sinh(pt) sin(qt), A,B,C,D ∈ R. (3.21)
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Jelikož požadujeme sudé řešeńı, B = C = 0. Opět přeznač́ıme konstanty
a źıskáme řešeńı ve tvaru

zH,3(t) = γ3 cosh(pt) cos(qt) + δ3 sinh(pt) sin(qt), γ3 ∈ R, δ3 ∈ R.
(3.22)

Obecné řešeńı rovnice (2.13) źıskáme ve tvaru z(t) = zH(t) + zP (t), tj. máme tři
r̊uzná možná řešeńı ve tvarech (3.7), (3.8) a (3.9).

3.2 Tvary př́ıpustných řešeńı

V této části textu uvedeme, jak vypadaj́ı př́ıpustná řešeńı úlohy (2.14). Budeme
je konstruovat podle postupu popsaného v úvodu Kapitoly 3. Námi hledaná řešeńı
jsou tedy sudé funkce a přes hodnotu −1 přejdou právě dvakrát. Pro jednodu-
chost jejich vyjádřeńı posuneme bod napojeńı do 0, jako řešeńı ve tvaru postupné
vlny uvažujeme funkci w = w(t), pro kterou plat́ı w(t) = z(t − r). Z podmı́nek
na spojitost řešeńı a jeho derivaćı v bodě 0 vyplynou vztahy a omezeńı pro volné
parametry.

Nadále budeme uvažovat pouze c2 ∈ (0, 2). Mohou nastat tři př́ıpady.

1. V př́ıpadě, kdy zároveň c2 = 2
√
ξ, má řešeńı úlohy (2.14), které je sudé

a přejde přes −1 právě dvakrát, tvar

w1(t) =


µ1e

σt cos(τt+ ν1) pro t ≤ 0,

γ1 cos
(

4
√
ξ(t− r1)

)
+ δ1t sin

(
4
√
ξ(t− r1)

)
+

1− ξ
ξ

pro t ∈ (0, 2r1),

µ1e
−σt cos (τt− ν1) pro t ≥ 2r1,

(3.23)

kde µ1, ν1, γ1, δ1 a r1 jsou volné parametry. Pro t ≤ 0, můžeme k–tou
derivaci funkce w psát ve tvaru w(k)(t) = µ1e

σt cos(τt + ν1 + kρ). Potom
vypadaj́ı podmı́nky na spojitost funkce w1 dané (3.23) a jej́ıch derivaćı
v bodě t = 0 následovně:

w1(0) : µ1 cos(ν1) = −1 = γ1 cos
(

4
√
ξr1

)
+

1− ξ
ξ

, (3.24)

w′1(0) : µ1 cos(ν1 + ρ) =
(

4
√
ξγ1 − δ1

)
sin
(

4
√
ξr1

)
, (3.25)

w′′1(0) : µ1 cos(ν1 + 2ρ) =
(

2 4
√
ξδ1 − 4

√
ξ2γ1

)
cos
(

4
√
ξr1

)
, (3.26)

w′′′1 (0) : µ1 cos(ν1 + 3ρ) =
(

3 4
√
ξ2δ1 − 4

√
ξ3γ1

)
sin
(

4
√
ξr1

)
. (3.27)

Podmı́nka na w
(4)
1 (0) je nadbytečná, nebot’ se čtvrtá derivace dá z rov-

nice (2.11) vyjádřit v závislosti na w′′1 a w1, což jsou spojité funkce, z čehož

plyne, že w
(4)
1 je také spojitá.
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2. Pro c2 > 2
√
ξ máme speciálńı řešeńı (2.14) ve tvaru

w2(t) =


µ2e

σt cos(τt+ ν2) pro t ≤ 0,

γ2 cos (κ1(t− r2))

+ δ2 cos (κ2(t− r2)) +
1− ξ
ξ

pro t ∈ (0, 2r2),

µ2e
−σt cos (τt− ν2) pro t ≥ 2r2,

(3.28)

kde µ2, ν2, γ2, δ2 a r2 jsou volné parametry. Podmı́nky na spojitost funkce
w2 a jej́ıch derivaćı v bodě t = 0 vypadaj́ı v tomto př́ıpadě takto:

w2(0) : µ1 cos(ν1) = −1 = γ2 cos(κ1r2) + δ2 cos(κ2r2) +
1− ξ
ξ

, (3.29)

w′2(0) : µ1 cos(ν1 + ρ) = κ1γ2 sin(κ1r2) + κ2δ2 sin(κ2r2), (3.30)

w′′2(0) : µ1 cos(ν1 + 2ρ) = −κ2
1γ2 cos(κ1r2)− κ2

2δ2 cos(κ2r2), (3.31)

w′′′2 (0) : µ1 cos(ν1 + 3ρ) = −κ3
1γ2 sin(κ1r2)− κ3

2δ2 sin(κ2r2). (3.32)

3. V posledńım př́ıpadě s c2 < 2
√
ξ nabývá speciálńı řešeńı (2.14) tvaru

w3(t) =


µ3e

σt cos(τt+ ν3) pro t ≤ 0,
γ3 cosh (p(t− r3)) cos (q(t− r3))

+ δ3 sinh (p(t− r3)) sin (q(t− r3)) +
1− ξ
ξ

pro t ∈ (0, 2r3),

µ3e
−σt cos (τt− ν3) pro t ≥ 2r3,

(3.33)

kde µ3, ν3, γ3, δ3 a r3 jsou volné parametry, a podmı́nky na spojitost nyńı
nabývaj́ı tvaru

w3(0) : µ3 cos(ν3) = −1 = γ3 cosh(pr3) cos(qr3)

+δ3 sinh(pr3) sin(qr3) +
1− ξ
ξ

, (3.34)

w′3(0) : µ3 cos(ν3 + ρ) = − (pγ3 + qδ3) sinh(pr3) cos(qr3) + (3.35)

(qγ3 − pδ3) cosh(pr3) sin(qr3),

w′′3(0) : µ3 cos(ν3 + 2ρ) = [(p2 − q2) γ3 + 2pqδ3] cosh(pr3) cos(qr3) +

[(p2 − q2) δ3 − 2pqγ3] sinh(pr3) sin(qr3), (3.36)

w′′′3 (0) : µ3 cos(ν3 + 3ρ) = [(3pq2 − p3) γ3 − (3p2q + q3) δ3] sinh(pr3) cos(qr3)

+ [(3p2q − q3) γ3 + (3pq2 − p3) δ3] cosh(pr3) sin(qr3). (3.37)

V každém z uvedených tř́ı př́ıpad̊u muśıme nejprve vyřešit soustavu pěti ne-
lineárńıch rovnic o pěti neznámých, abychom našli požadovaná řešeńı úlohy (2.14)
ve tvaru postupné vlny. Soustavy (3.24)–(3.27), (3.29)–(3.32) a (3.34)–(3.37)
nejsou ale řešitelné analyticky, proto je třeba parametry charakterizuj́ıćı funkce
(3.23), (3.28) a (3.33) hledat numericky. Na to se zaměř́ıme v následuj́ıćı kapitole.
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Kapitola 4

Numerické experimenty

V této části textu předkládáme výsledky několika numerických experiment̊u, které
jsme provedli v programovém prostřed́ı MATLAB, abychom nalezli konkrétńı
tvary řešeńı úlohy (2.14). Hledáme takovou kombinaci parametr̊u µi, νi, γi, δi
a ri, kde i = 1, 2, 3, která splńı jednu ze soustav (3.24)–(3.27), (3.29)–(3.32)
nebo (3.34)–(3.37) a zároveň bude popisovat námi požadované řešeńı.

V Lemmatu 9 v Kapitole 2 jsme ukázali, že je-li ξ < c4

12
, požadované řešeńı

existuje. Omeźıme se proto jen na př́ıpad c > 2
√
ξ, v němž je nerovnost (2.58)

zahrnuta. To ovšem neznamená, že pro ostatńı dva př́ıpady, kdy c = 2
√
ξ nebo

c < 2
√
ξ, žádné řešeńı neexistuje. Stejně tak jsme se na začátku omezili na sudá

řešeńı, která přes hodnotu −1 přejdou právě dvakrát, avšak nemuśı to být jediná
možná řešeńı.

Pro p̊uvodńı úlohu pro rovnici (2.6) ukázali Walter a McKenna v článku [21]
tvary řešeńı pro určité rychlosti š́ı̌reńı vlny c a také to, že se řešeńı velmi roz-
kmitávaj́ı pro c →

√
2. Naopak pro c → 0 se objev́ı nekonečně velká amplituda

řešeńı, viz také [18], tedy řešeńı pak neńı omezené. V našem př́ıpadě bude chováńı
řešeńı záviset nejen na rychlosti š́ı̌reńı vlny c, ale i na poměru parametr̊u α a β,
tedy na ξ. Pro jednoduchost zafixujeme hodnotu α = 1 a budeme měnit jen pa-
rametr β.

Nyńı tedy uvažujeme řešeńı ve tvaru (3.28). Námi volené parametry, které je po-
pisuj́ı, jsou ξ a c. Z nich źıskáme hodnoty daľśıch parametr̊u ρ, pro nějž plat́ı
ρ ∈

(
π
4
, π

2

)
a c2 = −2 cos(2ρ), σ a τ , kde σ = cos(ρ) a τ = sin(ρ), a κ1 a κ2

splňuj́ıćı vztahy

κ1 =

√
−
√
c4

4
− ξ +

c2

2
a κ2 =

√√
c4

4
− ξ +

c2

2
.

Neznámé parametry popisuj́ıćı řešeńı pro přehlednost přeznač́ıme jako µ = µ2,
ν = ν2, γ = γ2, δ = δ2 a r = r2. Abychom určili jejich hodnoty, budeme řešit
soustavu (3.29)–(3.32) pomoćı matlabovského numerického řešiče vpasolve().
Jako jeden z parametr̊u se zde zadává počátečńı odhad řešeńı. V našem př́ıpadě
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Obrázek 4.1: Graf řešeńı úlohy (2.14).

jsme jej volili tak, že odpov́ıdal řešeńı soustavy rovnic uvedené jako (8) v článku
od Waltera a McKenny [21, s. 707]. Tato soustava obsahuje podmı́nky na spoji-
tost řešeńı rovnice (2.6) z p̊uvodńı úlohy a jeho derivaćı. Soustavu jsme vyřešili
opět pomoćı vpasolve() a parametr̊u ρ a ν předložených v článku u jednotlivých
konkrétńıch řešeńı. Na obrázku 4.1 se nacháźı graf řešeńı úlohy (2.14) pro volbu
parametr̊u ξ = 0, 19, c = 1, 2422, tedy pro ρ = 1, 226, a podle toho stanovené
µ = 4, 8150, ν = 1, 7800, γ = −10, 5707, δ = −2, 8861 a r = 2, 1036. Toto
řešeńı by mohlo odpov́ıdat vertikálńım oscilaćım visutého mostu. Hodnota −1
je na všech grafech v této části textu vyznačena černou přerušovanou čarou.

Stejně jako v článku [21], i u naš́ı úlohy lze pozorovat zvětšováńı amplitudy řešeńı,
když c → 0, tj. ρ → π

4
, zat́ımco pro c →

√
2, tj. ρ → π

2
, se řešeńı v́ıce a v́ıce

rozkmitává. Takové chováńı neńı překvapivé, nebot’ prvńı a třet́ı část řešeńı
jsou totožné s řešeńım p̊uvodńı úlohy (2.6), rozd́ılný je pouze tvar prostředńı
části. V Př́ıloze A můžeme vidět grafy řešeńı, na nichž se pro c klesaj́ıćı k nule,

Tabulka 4.1: Hodnoty parametr̊u µ, ν, γ, δ a r pro r̊uzná c a ξ popisuj́ıćı řešeńı
se zvětšuj́ıćı se amplitudou.

c ρ ξ µ ν γ δ r

1,0849 1,1 0,11 9,2355 1,6793 -27,8533 -8,1334 2,8468
0,9676 1,029 0,07 14,4016 1,6403 -57,9758 -17,3836 3,4717
0,6741 0,9 0,01 13,1709 1,6468 -203,8950 -40,9035 5,4996
0,2417 0,8 0,0002 56,5095 1,5885 -14383,7979 -3466,8485 18,2793
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Obrázek 4.2: Graf ilustruj́ıćı oscilačńı chováńı řešeńı pro c→
√

2. Uvedené funkce
neřeš́ı úlohu (2.14).

tj. pro zmenšuj́ıćı se hodnotu ρ, zvětšuje amplituda. U těchto experiment̊u byly
postupně voleny parametry c = 1, 0849 a ξ = 0, 11; c = 0, 9679 a ξ = 0, 07;
c = 0, 6741 a ξ = 0, 01; c = 0, 2417 a ξ = 0, 0002. Taková řešeńı vzhledem k ros-
toućı amplitudě představuj́ı pro visutý most nebezpečné situace, nebot’ odpov́ıdaj́ı
velkým propad̊um hlavńı mostovky, a mostńı konstrukce by pravděpodobně ne-
vydržela tak velké vychýleńı z rovnovážného stavu. Všechny stanovené hodnoty
parametr̊u popisuj́ıćıch tyto funkce jsou sepsány v Tabulce 4.1. Uvád́ıme je zao-
krouhlené na čtyři desetinná mı́sta.

Na obrázku 4.2 můžeme naopak vidět grafy dvou silně osciluj́ıćıch funkćı. Vlevo
s volbou parametr̊u c = 1, 4071, tj. ρ = 1, 5, a ξ = 0, 3 a podle toho stanovenými
µ = 1, 4798, ν = 2, 3128, γ = −3, 3919, δ = −0, 5182 a r = 0, 9137. Vpravo s vol-
bou parametr̊u c = 1, 4133, tj. ρ = 1, 546, a ξ = 0, 05 a podle toho stanovenými
µ = 3, 780, ν = 1, 839, γ = −22, 871, δ = 1, 333 a r = 3, 270. Tyto dvě pětice
parametr̊u sice řeš́ı soustavu (3.29)–(3.32), źıskané funkce však nejsou řešeńım
naš́ı úlohy (2.14), nebot’ obě překroč́ı hodnotu −1 v́ıce než dvakrát.

Co se naopak odlǐsuje od p̊uvodńı úlohy, jsou kvality řešeńı týkaj́ıćı se lokálńıch
extrémů. V článku [21] uváděj́ı autoři dva r̊uzné typy řešeńı. Jeden s lokálńım
minimem v 0, druhý s lokálńım maximem v 0. Některá řešeńı měla v části

Tabulka 4.2: Hodnoty parametr̊u µ, ν, γ, δ a r pro c = 1, 2649 a r̊uzná ξ.
ξ µ ν γ δ r

0,21 4,4561 1,7971 -9,2048 -2,5351 2,0047
0,2 4,2175 1,8102 -9,1157 -2,3878 1,9866
0,15 3,3968 1,8696 -9,6636 -1,8782 1,9046
0,1 2,9134 1,9212 -12,3451 -1,5748 1,8343
0,05 2,5940 1,9666 -21,9187 -1,3719 1,7729
0,01 2,4067 1,9993 -101,6711 -1,2517 1,7290



42 4 Numerické experimenty

-30 -20 -10 0 10 20 30
-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

t

z(
t)

ξ = 0.1, c = 1.24218, r = 4.7132

Obrázek 4.3: Graf funkce s lokálńım maximem v 0. Uvedená funkce neřeš́ı úlohu
(2.14).

pod hodnotou −1, tedy v části odpov́ıdaj́ıćı řešeńı rovnice (2.13), dokonce v́ıce
lokálńıch extrémů. To však v našem př́ıpadě nenastává. Podařilo se nám naj́ıt
pouze řešeńı, která maj́ı lokálńı minimum v 0. Opět to neznamená, že by řešeńı
našeho problému (2.14) maj́ıćı v́ıce lokálńıch extrémů v prostředńı části existovat
nemohla, jen jsme je nebyli schopni nalézt. Na obrázku 4.3 můžeme vidět funkci,
která sice lokálńı maximum v 0 má, překroč́ı však hodnotu −1 v́ıce než dvakrát,
stejně jako funkce na obrázku 4.2.

Dále jsme se také zabývali t́ım, co se bude s řešeńım d́ıt, zafixujeme-li rychlost
š́ı̌reńı vlny c a budeme měnit pouze ξ. Pro tento experiment tedy ponecháme
pevné c = 1, 2649, kterému odpov́ıdá ρ = 1, 249. Ukazuje se, že s klesaj́ıćım ξ
se zmenšuje amplituda řešeńı i velikost parametru r, který určuje body napo-
jeńı jednotlivých část́ı řešeńı. V Př́ıloze B můžeme vidět porovnáńı graf̊u šesti
r̊uzných řešeńı pro c = 1, 2649 a r̊uzné ξ. Tabulka 4.2 obsahuje hodnoty para-
metr̊u popisuj́ıćıch tato řešeńı. Opět je uvád́ıme zaokrouhlené na čtyři desetinná
mı́sta.



5 Shrnut́ı a otevřené otázky 43
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Shrnut́ı a otevřené otázky

V této závěrečné kapitole shrneme źıskané výsledky a nast́ıńıme několik do-
sud nevyřešených otázek. Předmětem našeho zkoumáńı byla úloha pro parciálńı
diferenciálńı rovnici modeluj́ıćı visutý most s netypickou nelinearitou f(u) =
αu+ − βu− − 1. Zabývali jsme se hledáńım jej́ıch netriviálńıch řešeńı ve tvaru
postupné vlny. Zd̊urazněme ještě, že se jedná o homoklinická řešeńı. Ukázali jsme,
že pokud máme takové řešeńı, pak rychlost š́ı̌reńı postupné vlny c muśı být z in-
tervalu (0,

√
2) a řešeńı samotné muśı pro nějaké t klesnout pod hodnotu −1.

Pro tuto úlohu jsme dokázali existenci netriviálńıho slabého řešeńı ve tvaru po-
stupné vlny pomoćı variačńı metody. Konkrétně jsme použili větu Mountain Pass
Theorem a námi zkoumanou úlohu jsme převedli na problém hledáńı kritických
bod̊u př́ıslušného funkcionálu. Ukázali jsme, že tento funkcionál má vhodnou ge-
ometrii. Kv̊uli hledáńı řešeńı úlohy na celé reálné ose jsme nebyli schopni ověřit
platnost Palaisovy–Smaleovy podmı́nky, proto jsme postupovali podle článku
od Chena a McKenny [22], v němž autoři využ́ıvaj́ı tzv. princip koncentrované
kompaktnosti. Hlavńı výsledek týkaj́ıćı se existence řešeńı je uveden ve Větě 3.

V Kapitole 3 jsme se zabývali hledáńım explicitńıho vyjádřeńı klasického řešeńı
ve tvaru postupné vlny. Pro jednoduchost jsme se omezili pouze na sudé funkce,
které překroč́ı hodnotu −1 právě dvakrát. Mohou nastat tři př́ıpady podle vztahu
rychlosti š́ı̌reńı postupné vlny c a parametru ξ = β

α
, který udává poměr koeficient̊u

nelinearity f . Řešeńı pak nabývaj́ı jednoho ze tř́ı možných tvar̊u, z nichž každý
je popsán pětićı neznámých parametr̊u, které jsou řešeńım soustavy na spojitost
postupné vlny a jej́ıch derivaćı.

Dále jsme popsali numerické experimenty provedené v prostřed́ı MATLAB
za účelem nalezeńı konkrétńıch pětic parametr̊u a t́ım i řešeńı naš́ı úlohy. Znovu
jsme omezili možné tvary řešeńı, když jsme se pro jednoduchost zaměřili pouze
na jeden ze tř́ı př́ıpad̊u, a to na situaci, kdy c > 2

√
ξ. Ukázali jsme, že existuje

v́ıce než jedno řešeńı pro několik r̊uzných rychlost́ı š́ı̌reńı vlny. Všechna námi nale-
zená řešeńı maj́ı lokálńı minimum v nule a jejich daľśı vlastnosti záviśı na volbě c.
Jinou možnost́ı, jak řešeńı hledat numericky, je tzv. algoritmus Mountain Pass,
viz např. [29, 30].
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Z experiment̊u vyplývá, že pokud se rychlost š́ı̌reńı vlny bĺıž́ı k nule, řešeńı neńı
omezené, jelikož se jeho amplituda stále zvětšuje. Naopak pro c jdoućı k

√
2 vyka-

zuj́ı řešeńı silné oscilatorńı chováńı. Jednou z několika otevřených otázek pro náš
problém je právě i analytický d̊ukaz závislosti chováńı řešeńı na parametrech.

Mezi daľśı nezodpovězené otázky patř́ı také to, zda existuj́ı řešeńı jiných typ̊u
než námi nalezená. Tedy jestli existuje i řešeńı s lokálńım maximem v nule, zda
se daj́ı nalézt řešeńı pro daľśı dva př́ıpady c = 2

√
ξ a c < 2

√
ξ a jaké jsou jejich

tvary. Zaj́ımavou otázkou též je, zdali existuje řešeńı, které neńı sudé. Zkoumat
můžeme i násobnost a stabilitu źıskaných řešeńı a jejich chováńı, když spolu in-
teraguj́ı.

Obecně by se také dalo určit, pro jakou tř́ıdu nelinearit existuje řešeńı ve tvaru
postupné vlny (částečně se t́ımto problémem zabývá článek [22]), jak se taková
řešeńı lǐśı a zda v nějakých př́ıpadech dokážeme naj́ıt i řešeńı heteroklinické.
To však přesahuje rámec této práce.
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Obrázek 1: Grafy ilustruj́ıćı zvětšuj́ıćı se amplitudu řešeńı, když hodnota c klesá
k nule.
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Obrázek 2: Grafy ilustruj́ıćı, co se s řešeńım děje, když zafixujeme c a měńıme
parametr ξ.
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of suspension bridges: Discussion of the results. Applications of Mathematics.
2003, 48(6), 497–514.

[18] Lazer, A. C. a McKenna, P. J. Large–amplitude periodic oscillations
in suspension bridges: Some new connections with nonlinear analysis. SIAM
Review. 1990, 32, 537–578.

[19] Semper, B. A Mathematical Model for Suspension Bridge Vibration. Mathe-
matical and Computer Modelling. 1993, 18(11), 17–28.

[20] Lazer, A. C. a McKenna, P. J. On travelling waves in a suspension bridge
model as the wave speed goes to zero. Nonlinear Analysis. 2011, 74, 3998–
4001.

[21] McKenna, P. J. a Walter, W. Travelling Waves in a Suspension Bridge. SIAM
Journal on Applied Mathematics. 1990, 50(3), 703–715.

[22] Chen, Y. a McKenna, P. J. Traveling Waves in a Nonlinearly Suspended
Beam: Theoretical Results and Numerical Observations. Journal of differen-
tial equations. 1997, 136, 325–355.

[23] Smets, D. a van den Berg, J. B. Homoclinic solutions for Swift–Hohenberg
and suspension brigde type equations. Journal of Differential Equations.
2002, 184(1), 78–96.

[24] Breuer, B., Horák, J., McKenna, P. J. a Plum, M. A computer assisted exis-
tence and multiplicity proof for travelling waves in a nonlinearly supported
beam. Journal of Differential Equations. 2006, 224, 60–97.



LITERATURA 55

[25] Herb, R. A. a Sally Jr., P. J. The Plancherel Formula, the Plancherel Theo-
rem, and the Fourier Transform of Orbital Integrals. Contemporary Mathe-
matics. 2011, 55, 3–22.
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