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Anotace

Tato diplomova prace se zabyva parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi s diferencidlnimi in-
kluzemi, které té€sné€ souvisi s pojmem ‘mnohoznacné zobrazeni‘. Text této prace je zaméfen
hlavn€ na numerické postupy uréené pro feseni realnych fyzikalnich problémd, které jsou ob-
vykle modelovany prostiednictvim parcidlnich diferencidlnich rovnic s diferencidlni inkluzi.
Nékteré vybrané numerické piistupy jsou zde aplikovany na feSeni jednoho redlného modelu
formulovaného techniky spole¢nosti Bobcat, ktery popisuje proces odmrazovani celniho skla
motorového vozidla. Obecné tyto numerické postupy mizeme rozdélit na dvé kategorie. Prvni
¢ast pouZziva teoreticky aparat, pomoci kterého jsme se schopni zbavit diferencidlni inkluze,
¢imz prevedeme prislusnou soustavu parc. dif. rovnic s dif. inkluzi na soustavu bez dif. inkluze.
Druhd ¢ast je zaloZena na aproximaci mnohoznacného zobrazeni (které je ddno diferencidlni

inkluz{) obyc¢ejnou funkci jedné proménné (v literatufe je tato funkce Casto oznacovand jako

Yosidova aproximace).

Annotation

This dissertation deals with partial differential equations with differential inclusions which are
closely connected with the term ‘multi-valued mapping ‘. Mainly, this text is focused on nume-
rical methods for solving real physical problems which are usually simulated by the systems of
partial differential equations with differential inclusion. In this text some particular numerical
approaches are applied on solving one real model which was developed by technicians from
Bobcat and describes phase transitions during the process of defrosting the windshield of a
vehicle. In general, such numerical methods can be divided in two categories. The first one
uses mathematical apparatus for eliminating differential inclusion from the particular system
of partial differential equations. The second category is based on the approximation of multi-
valued mapping by a function of one variable (in the literature such function is often denoted

as Yosida approximation).
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Uvod

V tomto textu budeme studovat matematicky model popisujici proces odmrazovani ¢elniho
skla motorového vozidla (konkrétné se bude jednat o bagr), ktery je tvofen soustavou parcidl-
nich diferencidlnich rovnic s diferencidlni inkluzi. Méjme oblasti £, Q;, které budou odpovi-
dat Celnimu sklu bagru a vrstvé ledu vytvorené na povrchu Celniho skla (zde ptfedpokladame,
Ze sklo i led miZeme dostatecné presné popsat oblasti obdélnikového tvaru). Sklo je zevnitf
vyhiivané tepelnym zdrojem, jehoZ teplotu oznacime jako 0 (¢) (¢ je Casovd proménnd). Teplo
vychdzejici ze zdroje prochdzi sklem a nédsledné zahtiva tenkou vrstvu ledu, kterd se nachdzi
na vn&jsi strané Celniho skla. Oznac¢me funkci 6, (f) venkovni teplotu. Déle pfedpoklddejme,
ze cely proces odmrazovani budeme sledovat do ¢asu 7' a ozna¢me piisluSny casovy interval
(0,T). Stav celé soustavy v libovolném bodé¢ a libovolném Case (jinymi slovy, v libovolném
bod& Q x (0,T), kde Q = Q; U Q,) necht’ je popsdn funkcemi 0% (x,t), 0(x,t), s(x,7), kde
08 (x,7) resp. ©/(x,t) jsou teploty skla resp. ledu ve stupnich Kelvina a x € Qg resp. x € Q;
(Q,, ; C R", kde n je dimenze, ve které dany model uvazujeme). Funkce s(x,?) popisuje
skupenstvi ledu a jeji hodnoty leZ{ v intervalu [—1,1]. Hodnota s = —1 znamend, Ze latka je
v pevném skupenstvi, zatimco s = 1 odpovida kapalnému skupenstvi. V ostatnich piipadech,
kdy —1 < s < 1, se voda nachazi v pfechodném stavu mezi pevnym a kapalnym skupenstvim
(jde tedy o led, jehoZ teplota je rovna 0°C, a navic tomuto ledu byla doddna tepelna energie

ostie mensi nez skupenské teplo tani, které odpovida energii potfebné k jeho tplnému roztani).
Poznamka 1. Indexy i, g odpovidaji anglickému prekladu (’ice’ = led, 'glass’ = sklo).

Poznamka 2. V tomto textu zamérné pouZivame slovni spojeni "skupenstvi ledu" misto "sku-
penstvi vody" 7z toho ditvodu, Ze v nasem modelu a v ndsledujicich vypoctech voda vystupuje

prevdziné v pevném skupenstvi nebo v prechodném stavu.

Cely proces odmrazovani celniho skla je popsan nasledujici soustavou parcidlnich diferencial-

nich rovnic, které plynou z druhého zdkona termodynamiky, a diferencidlni inkluze obsaZena

v této soustavé vychdzi z Clausiovy-Duhemovy nerovnosti (viz [1]]).




o0 — K ABE =0 na Q,x(0,T), (1)
i)+ (L(s)), — A0 =0 na Q;x(0,T), (2)
(6'—6;)  na Q;x(0,T), 3)
0%(x,0) = 65 (x) na Qg ,

0) = 0(x) na Q;, 4)
s(x,0) =so(x)  na Q;,

—VO -n=a(0'—0%)  na T'x(0,T),

. (5)
—K, V0% -n=a(6°—0') na T'x(0,T),
—K,VO-n=0 na T % (0,T),
(6)
—K, VO -n=0  na TOx(0,T),
—;VO -n=0;(0'—0,,) naTix(0,T),
(7

—KoVO8 - n =0, (6% —0),) na I'g x (0,T).
0. je teplota tani ledu (trojny bod vody).
¢, ¢g jsou mérné tepelné kapacity ledu a skla.
K;, K¢ jsou tepeln€ vodivosti (thermal conductivity) ledu a skla.
o, O, 0 jsou soucinitele tepelné vodivosti (heat transfer coefficient) na rozhranich led-okoli,
sklo-kabina a led-sklo.
p je tzv. phase relaxation time.
L(s) je funkce urcujici skupenské teplo ledu.
I' je spolecna hranice ledu a skla.
F?, Fg jsou bo¢ni stény ledu a skla, kde nedochézi k Zddné vyméné tepla s okolim.

I';, I'g jsou vnéjsi hranice ledu a skla, kde dochézi k vyméné tepla s okolim.

Poznamka 3. V rovnici (2)) je symbolem (L(s)) . oznacena casovd derivace sloZené funkce
Los. PouZitim pravidla pro derivaci sloZené funkce (v modelu uvaZujeme hladkou funkci L(s))

dostdvdme

(L(s)), = ‘;—f(s) — () %(x,r) . xeqn.

Rovnice (I) resp. (2) vychézeji z druhého zdkona termodynamiky a popisuji rozloZeni tep-
loty skla resp. ledu uvnitf svych oblasti Q, resp. Q;. Rovnice (3)), kterd vychazi z Clausiovy-

Duhemovy nerovnosti, obsahuje diferencidlni inkluzi s mnohoznaénym zobrazenim 9/(s). Tato
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rovnice popisuje rychlost zmény skupenstvi ledu. Vztahy (4)) uddvaji pocatecni rozlozeni tep-
loty skla a ledu a pocatecni skupenstvi ledu. Okrajové podminky priichodu tepla na rozhrani
led-sklo jsou ddny vztahy (5) (tyto vztahy odpovidaji tzv. pfechodu tepla konvekei). V naSem
modelu zanedbavame vyménu tepla s okolim skrz bocni stény, coZ je dano okrajovymi pod-
minkami (6). Vymeéna tepla na hranicich led-okoli a sklo-kabina je vyjadiend vztahy (7).

V dal$im textu uvadime numerické postupy, kterymi se budeme snazit danou dlohu vyfesit.
Pro lepsi prehlednost za¢indme s jednodimenziondlni verzi daného modelu, kde dochazi k ur-
¢itym zjednoduSenim. V dalSich kapitolach feSime tento model ve dvou, a nasledné i ve tiech
dimenzich, kde na jednu stranu dochdzi k ur¢itym komplikacim (napf. kvili nehomogennimu
rozlozeni tepelného zdroje), ale na druhou stranu dostdvame vysledky vice odpovidajici redlné
situaci.

Nésledujici kapitola obsahuje piehled numerickych metod, které aplikujeme na na§ model pre-

vedeny do jedné dimenze.



Kapitola 1

1D verze modelu

Pro zacétek prevedeme cely model (T)) - (7) do jedné dimenze. Pivodni oblast Q se ndm zjed-
nodusi na interval [x,,x;]. Ddle rozdélme tento interval na dva podintervaly [x,, x| @ [xp,Xp],
které postupné odpovidaji oblastem ledu a skla. Bod x;, je bod dotyku ledu a skla a je prtni-
kem téchto dvou intervalii. Vzhledem k tomu, Ze Laplacetv operator v jedné dimenzi odpovida
druhé derivaci a derivace podle normadly je obycejnd derivace (piipadné jeji —1 ndsobek), zjed-

nodusi se ndm vztahy (1) - (7) na tvar

g7 — K05, =0 na (Xm,xp) x (0,T), (1.1)
ciO 4+ L' (s)ss — %0, =0  na (x4,xn) x (0,T), (1.2)
1
ps;+0l(s) > 9—(6’ 0.) na [xq,xm) x (0,T), (1.3)
c
0%(x,0) = 65 (x) na [Xm,xp|,
0'(x,0) = 0} (x) na [Xq,Xml, (1.4)
5(x,0) = s0(x) na [xq,xm|,
—1;0L = (6" — 69) na xm x (0,T),
1¥x ( | m ) (15)
K05 = o (6% —0') na xm x (0,T),
€0 = o;(0' — 0,u) na x, X (0,T), (1.6)
—Kq05 = 0, (05 — 6y) na xp % (0,T).

Je tfeba zdiraznit, Ze u dvou vztahd v (I.5)) a (1.6) se ndm oproti (5)) a (7)) zménilo znaménko
kvili opacné orientace vn€jSi normaly. Jelikoz v jedné dimenzi nemame Zadné bocni stény,
nemame zde Zadnou analogii okrajovym podminkam (6)). Tento 1D model nyni budeme fesit,

a to numericky metodou konecnych diferenci.




Pro Casovou proménnou zvolme implicitni Eulerovu metodu. Na zdkladé této metody zave-

deme diskretizaci ¢asové proménné, ¢cimz dostaneme mnoZinu ¢asovych diskretizaénich bodl
{0=19,t1,...,tx = T}, aoznacme Ar piislusny krok diskretizace (uvazujeme ekvidistantni dé-
leni). Stejny postup aplikujeme také na prostorovou proménnou, nicméné presnou diskretizaci
zavedeme az v dalSim textu. Je to z toho diivodu, Ze oproti Casové diskretizaci je zde tieba

spravné zohlednit bod x;,, ktery je bodem dotyku ledu a skla.

1.1 Odstranéni diferencialni inkluze

Prvni verze numerického modelu bude zaloZena na tom, Ze v systému, ktery je dan vztahy

- (1.6)), odstranime diferencidlni inkluzi, ¢imZ se ndm tato soustava parcidlnich diferen-
cidlnich rovnic s diferencidlni inkluzi pfevedeme na soustavu dvou parcidlnich diferencidlnich
rovnic (s pfislu§nymi pocateénimi a okrajovymi podminkami). Tento postup zde nyni popi-
Seme (ndsledujici kroky jsou zaloZené na teorii obsazené v kapitole 4, podrobnéji viz [2]).
Vezméme nas vztah z (1.3)

p&+&@)9${9—9d

C

a vynasobime celou rovnici zZlomkem % (tato uprava je ekvivalentni, protoZe p > 0). Dostaneme

1.
0'—0.).
—(0'-0,)

Cc

1
s;+—0dl(s) 2
tp()

Vzhledem k tomu, jak vypadd mnohoznacné zobrazeni d/(s) (viz obr.[.2), vyndsobenim klad-

nym ¢islem se nezméni. MiZeme proto posledni vztah ekvivalentné psat ve tvaru

s;+al(s) 3

1 .
6'—0.).
5 (6~ 6)

C
Nyni pouzijeme implicitni Eulerovu metodu a ¢asovou derivaci s; (v €ase t,,4-1) aproximujeme

zpétnou pomérnou diferenci. Dostaneme

Sn—l—l — 4" 3 " 1 1
> / n - el,n ) 7
At + (S ) p ec ( C)
kde At je krok déleni ¢asové proménné (uvaZujeme rovnomérné déleni). Vyndsobenim celé

rovnice At a prevedenim s, na pravou stranu dostdvdme
F g Al ) = AL (gt _g ) g1
PO,
Opét vzhledem ke tvaru 9l (s) miZeme vynechat A¢, kterym je nasoben. Posledni vztah 1ze tedy
ekvivalentné psat ve tvaru
At

Sn+1 +al(sn+1) — p_e(ei,n+1 _ec) 45"
c
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Obrazek 1.1: Funkce I(s) (v literatufe je né-

kdy oznacovand jako ’indicator function of

the interval’).

Obrazek 1.2: Subdiferencidl funkce [(s) ja-

koZto mnohozna¢né zobrazeni 9l (s).

F(s)

F(s
, (s)
1.0
1
0.5
-2 -1 1 2
-2 -1
-1
-0.5|
-2
-1.0

Obrazek 1.3:

zobrazeni.

F(s) jakoZto mnohozna¢né

Obrizek 1.4: Jednoznaénd inverze F~!(s).



Zavedeme-li (mnohoznac¢né) zobrazeni
F(sn—H) _ sn—H +al(sn+1) 7

dostaneme vztah pro s

A
S =l (W(WH —ec)+s"> . (1.7)

Je tfeba zddraznit, Ze oproti F(s) je zobrazeni F~!(s) jednozna¢né, tedy je to klasickd funkce

(viz obr.|1.4).

Poznamka 4. Funkci [(s) na obr. [I.1|ziskdme pFi odvozovdni modelu (1)) - (7). PFesnéji, objevi
se jako integracni konstanta pri integrovdni vztahu pro tzv. volnou energii a voli se tak, aby
hodnoty funkce s(x,t) byly v intervalu [—1,1]. Z toho diivodu se tato funkce v literature nékdy
oznacuje jako "indikdtorovd funkce intervalu". Presné odvozeni modelu (T)) - vyZaduje

hlubsi poznatky z oblasti fyziky a je nad rdamec tohoto textu. Podrobnosti lze najit v [|I].

Poznamka 5. V R si Ize subdiferencidl funkce f (v nasem pripadé se jednd o subdiferencidl
dl(s) funkce I(s)) v bodé x predstavit jako mnoZinu smérnic vSech primek prochdzejicich bo-
dem (x, f(x)) takovych, Ze jejich prinik s grafem f je pouze bod (x, f(x)) (tedy kaZdd takovd
primka musi leZet pod grafem f a v bodé x md hodnotu f(x)). Existuje-li derivace f v bodé
x, potom hodnota subdiferencidlu v tomto bodé je primo hodnota derivace. Presnou definici

subdiferencidlu pro obecny pripad R" lze najit v kapitole 4.

Nyni pomoci dopfednych/zpétnych a centralnich pomérnych diferenci aproximujeme vSechny
derivace vystupujici v rovnicich (I.1)) - (I.6) popisujicich nd§ 1D model. Pro prvni ¢asové
derivace pouZzijeme zpétnou pomérnou diferenci, pro prvni prostorové derivace vystupujici v
okrajovych podminkach pouzijeme zpétnou nebo dopfednou pomérnou diferenci. Pro druhou

prostorovou derivaci pouZzijeme druhou centrdlni diferenci. Dostaneme vztahy, které odpovi-

daji rovnicim (I.1)) a (1.2),

g.n+1 on g.n+1 g,n+1 g,n+1
eroep e ooept e -
Y ¢ (Ax)? - '
_J J /("] P 6 Jo_ il J 0 (1.9
o LT Al b (Ax)? =0 49

kde j je prostorovy index a n je Casovy index. V poslednim vztahu neni tieba vyjadrovat s,
pomoci F~!(s), jelikoZ v n-tém Casovém kroku je to zndma hodnota. Je tfeba zdlraznit, Ze

tato soustava neobsahuje ¢len s?“, ktery jsme vyjadfili z rovnice (T.3) pomoci funkce F~!(s).
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Tato soustava dvou algebraickych rovnic nyni obsahuje pouze dv€ nezndme (teploty ledu a
skla). Piislusné okrajové podminky v 1D (vztahy (T-3) a (T.6)) pfejdou na tvar

Ko oy (05" —0n)  na xa % (0,7), (1.10)
ei,n+l . ei7n+1 '
K e N1 — o0y ! _eg,n+1) nat xy % (0.T)
o5 ! ggt! | (1.11)
Kg 1 e 0 — O(,(vanJrl . e;\,’n-l—l) na Xy X (O7T) ,
eg,n—i—l - eg,n—kl 1
K1 - ML — o (05 — et na xp % (0.7). (1.12)

Mame N + 1 dé€licich bodl prostorové proménné pro led a M + 1 délicich bodu pro sklo, tedy
dohromady N + M + 2 neznamych. Rovnice (1.8) a (1.9) plati uvnitf oblasti ledu a skla, tedy
prox’i , xg ey xjv_l X x§ ey x‘]gw_l. Pro Zb}’lvajfcfbodyxf) , va , xg , x;gw mame okrajové
podminky (1.10), (T.T1), (1.12). Pocet nezndmych je tedy roven poctu rovnic.

Je tfeba zdiiraznit nékolik véci ohledné naSeho numerického modelu (viz obr. . Body x},

a xg nejsou totoZzné, je mezi nimi mezera (na obrazku oznacend jako ’dx’). Toto md dokonce
fyzikalni opodstatnéni. Jak se ukdZe v dalSim textu (aZ provedeme konkrétni vypocty), teplota
celého systému nemusi byt v bod& dotyku ledu a skla spojitd, tedy mezi hodnotami 65" a 65"
miZe byt néjaky skok v teploté. To neni ve sporu s nasim ptivodnim fyzikdlnim modelem,
jelikoz okrajové podminky (3) v ném vystupujici popisuji piestup tepla konvekei. Vzhledem
k tomu, Ze v redlné situaci je teplota spojitou funkci, 1ze rozdil teploty v bodé dotyku ledu
a skla vysvétlit existenci ’infinitezimdlné’ tenké vrstvy mezi ledem a sklem, kde dochazi ke

’zhlazovéni’ teploty. Toto zhlazovani v naSem numerickém modelu ale nezachytime.

Poznamka 6. dx na obr. nemd nic spolecného s hodnotou Ax, kterd odpovidda normé pro-
storové diskretizace. Navic tloust’ka této ’infinitezimdlné’ tenké vrstvy dx nevystupuje ve vzta-
zich (1.8) - (1.12)), které popisuji piivodni 1D model dany vztahy (1.1)) - (1.6), a tedy nemd vliv

na vypocty, které budeme provddét v dalsim textu.

Dile je tfeba také zdtraznit, Ze soustava dand vztahy (L. 1)) a (I.2) nenf linearn{ kvuli zobrazeni
F~! (s) a funkci L(s), kterd odpovidd skupenskému teplu. Zatimco skupenské teplo nemus{
byt obecné linedrni, v naSem modelu budeme uvazovat linedrni funkci L(s). Z toho plyne, Ze
jedinym nelinedrnim ¢lenem bude zobrazeni F~!(s). Od této chvile mame dvé moZnosti jak
postupovat. MiZeme zkusit nd§ numericky model upravit tak, Ze vyslednd soustava bude line-
arni, anebo vyfeSime nelinedrni soustavu pomoci zobecnéné Newtonovy metody pro nehladké

funkce (tato metoda je zobecnénim klasické Newtonovy metody, kterd se pouziva pro reSeni



ICE GLASS

Obrézek 1.5: Ilustrace jednodimenziondlntho modelu.

soustav, ve kterych vystupuji pouze hladké funkce (alespori tfidy C')). Oba postupy zde prove-
deme. Podivdme-li se na vztah (T.2)), miZeme si viimnout, e v argumentu zobrazeni F~!(s)

: o aintl o ) ; -
vystupuje nezndm4 6’]7"+ . Nahradime-li tuto neznimou hodnotou 67" (kterou v n-tém Caso-

in
A8 0

. ) pfimo stanovena a
c

vém kroku jiz mdme vypoétenou), bude vyslednd hodnota F~!(

diky tomu piejde ptivodni nelinedrni soustava na soustavu linearni.

Poznamka 7. Vzhledem k tomu, Ze tato kapitola je vice zamérend na numerické vypocty, je zde
podrobnéjsi popis zobecnéné Newtonovy metody vynechdn. Nékteré diileZité teoretické detaily

Jjsou obsazZené v kapitole 4., kterd je zamérend na teoreticky apardt pouZity v této prdci.

Nyni si pro prehlednost a ndslednou implementaci feSeni numerického modelu upravime vztahy
(L.8) - (T.12) tak, Ze vSechny zndmé hodnoty pfevedeme na pravou stranu a na levé strané ne-

chame hodnoty nezndmych proménnych, které navic sefadime podle obr. [I.5] PoloZime-li pro

jednoduchost A’ = %, dostaneme vztahy



—AL K 85+ (2AL g+ ) 09T — AL, 09 = ¢, 087
At eljn - ec
p 6

—AL 00T (2L K+ c) 07 — AL 0T =07 — L/(s7) (F*l(

K; intl K qin+1 +1
(ot+a)0y  — =6 =a6p,

Ax Ax
O — (T ey a8y =0,
i n+1 Kg n+l | Kg jentl
OCG;VH —(Entoc)eg" +A—xe‘f" =0,
Ke gntl | Kg nt1 1
—A—xeﬁ,[n_l -l-(A—x—I-ch)Of,ln :OCgOZ+ .

)

(1.13)

_S?> :
(1.14)

(1.15)
(1.16)
(1.17)

(1.18)

Zatimco posledni ¢tyfi vztahy plati pro pevné indexy x-ovych bodu, prvni dva ale plati uvnitf

oblasti ledu a skla, tedy pro viechny body x|, x,...,xy |, x},x5,....x3, . Jak je vid&t, rov-

nice popisujici okrajové podminky na rozhrani led-vzduch a sklo-kabina obsahuji 2 neznamé,

zatimco vSechny ostatni rovnice obsahuji 3 neznamé. Sefadime-li tyto rovnice v ndsledujicim

poradi

1. Okrajova podminka led-vzduch (I.13)),

2. Rozlozeni teploty uvnitf ledu (1.14)),

3. Prvni okrajovéd podminka led-sklo (1.16)),
4. Druh4 okrajova podminka led-sklo (1.17),
5. Rozlozeni teploty uvnitf skla (T.13)),

6. Okrajova podminka sklo-kabina (1.18)),

bude vyslednd matice soustavy tfi-diagondlni. Zavedeme-li substituce

CK ; Kj ; K ; K ;
B:ﬁ):A_;—{'OCi’ BIIZ_A_;7 Bﬁ—lzx;7 B;\é;:_(A_;+OC)’ Bg:a:
i i K ; K K K
B =a, Bgl:_(A_iJra)’ Bfl:A_i, Bﬁl_l:_A_i’ BS, = % ta,
At At At At
IIZ_EKia IZZZEKI'_{—Ch GIZ_AXZKg7 G2:2Ax2Kg+Cg7

bude mit matice soustavy nasledujici tvar (L.20).
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L DL I
0O L b
L L 0
I L |
... B% pB& B8 ...
A= N-1 ;Vl 2,- . . (1.20)
BN BO Bl
G Gy Gy
0 G Gy
G, G 0
G G G

g g
0 By, By
Grafy na obr. - ilustruji feSeni vypoctené pro nasledujici hodnoty parametri:

Xa=0, x, =107 x=6-10"% [m], T =600 |[s],

ci=2040, c,=754 [J/kg-K],

Ki=188, x,=117 [W/m-K],

o =10, o,=20, a=100 [W/m* K],

0, =273.15 [K], p=1 [s], L(s)=334960-(s+1)/2 [J/kg], (1.21)

00 (0) = =18, 0, (T) =—18, 0,(0)=—10, 6,(T)=20 [C],

0'(0,0) = —18, 0'(x,,0) = —15, 05(x,p,0) = —15, 8,(x,0) =10 [C],

5(0,0) =—1, s(xy,0)=—1,

N=20, M=100, Ar=100-Ax.
Mame tedy Imm tlusty led, Smm tlusté sklo a cely proces trvd 10 minut. Pocatecni teplota
je zvolena tak, aby na celém intervalu [x,,x;] byla spojitd a po Cdstech lineédrni a led je zpo-
catku vSude v pevném skupenstvi. Cely interval je rozdéleny na 120 bunék, mame tedy 21

diskretiza¢nich bodt pro led a 101 bodu pro sklo.

Poznamka 8. ProtoZe body va a x‘g nejsou numericky totoZné (prestoZe odpovidaji stejnému

bodu dotyku x,,), dostdvdme celkové 122 diskretizacnich bodu misto 121.
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Diky tomu, Ze pouzivdme implicitni Eulerovu metodu, neni tieba splnit podminku pro délku
casového kroku, kterd je podminkou stability v pfipadé explicitni Eulerovy metody. Je tfeba
také zduraznit, Ze pribeh vnitini teploty (viz obr. skute¢né odpovida redlné situaci vzhle-
dem k tomu, Ze na zacatku, kdy motor vozidla neni zahtaty, zdroj tepla vyfukuje studeny
vzduch. Jak je vidét z grafu na obr. hned na zacéatku dochdzi k ndhlému skoku teploty na
celém intervalu [x,,x]. Diivodem je to, Ze jsme si zvolili spojité rozloZeni pocatecni teploty
(obr. [I.6), coZ neodpovidd naSemu modelu. Jednou z moZnosti jak tento problém odstranit je
spocitat staciondrni rozloZeni teploty na zacatku. Budeme-li uvaZzovat, Ze se vozidlo nachéazi
venku delsi dobu (a venkovni teplota je pod nulou ve stupnich Celsia), miZeme predpokladat,
Ze teplota ledu i skla je v rovnovazném (staciondrnim) stavu a s Casem se neméni. MiZeme
tedy na zdkladé hodnot 6,,(0) a 6,(0) a pouZitim vztaht a stanovit stacionarni
feSeni dlohy na celém intervalu [x,,xp] tak, Ze vSechny Casové derivace poloZime rovné nule.

Dostaneme soustavu dvou jednoduchych obycejnych diferencidlnich rovnic

0%, =0,

0. =0.
Dvojndsobnym integrovanim kazdé rovnice nam vyplyne, Ze pribéhy pocatecnich teplot ledu
a skla jsou dany linearnimi funkcemi, tedy plati

Oi(x,O) =p1-x+4q1,

0% (x,0) = p2-x+q2.

Neznamé koeficienty py,qi, p2,¢2 snadno odvodime z okrajovych podminek (1.3) a (1.6).
Derivovanim a dosazenim dostaneme soustavu Ctyf algebraickych rovnic, kterd v maticovém

tvaru bude vypadat nasledovné

;- x, —K; Oy 0 0 D1 O - Opur (0)
o-X,+K o —0L- X, —0 0
m+ Ki L N . (1.22)
o - Xy o —0-Xxut+K, —Q )22 0

Dosadime-li za 6,,,(0) a 6,(0) nase pivodné zvolené hodnoty —18 a —10, dostaneme nové

hodnoty (zaokrouhlené na dvé desetinnd mista)

0'(x4,0) = —13.15, 0’ (x,,0) = —13.12,
, (1.23)
0% (x,0) = —12.63,  ©(x,0) = —12.43.
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Poznamka 9. Vsechny hodnoty teplot bychom sprdvné méli uvaZovat ve stupnich Kelvina.

Nicméné vzhledem k tomu, Ze soustava (1.22)) je linedrni, miizeme pro prehlednost hodnoty

odpovidajici staciondrnimu stavu pocitat ve stupnich Celsia, které pred ndsledném dosazenim

do rovnic (1.8)) - (I.12) pFevedeme na stupné Kelvina.

Vyfesime-li nasi ulohu pro diive zvolené parametry a zvolime-li pocatecni teplotu tak, aby od-
povidala staciondrnimu stavu (na zdkladé€ nové vypoctenych hodnot (I.23)), mizeme v grafu
na obr. [[.14] vidét, Ze jiz nedochdzi k prudké zméné teploty na pocatku ¢asového intervalu.

pocatecni teplota vnitrni teplota

20

led
A1k sklo

844t g
- -
-15
ol
-16
5
-17 1
-18 : : : : : -10 : : : : : : : : :
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X [cm] t [min]
Obrazek 1.6: Pocétecni teplota na celém Obrazek 1.7: Pribéh zmény vnitini teploty
intervalu [x,,xp). zpusobené tepelnym zdrojem.
teplota na hranici cas, kdy led zacne tat
25 8.67 T T T T T T T
led-vzduch
d-ski
20 T oded 8.66 -
sklo-vzduch
77777 Tout
,,,,, Th 8.65
8.64
g Eoeal
= =
8.62
8.61
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 86
-20
8.59 * : : : : : : : :
0 2 4 6 8 10 0 0.01 0.02 0.08 0.04 0.05 006 0.07 0.08 0.09 0.1
t [min] x [cm]

Obrizek 1.8: Casovy prib&h teplot pro  Obrdzek 1.9: Cas, kdy led zaéne tit v uréitych

vSechny Ctyfi hranice. mistech.
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skupenstvi ledu na hranici led-okoli skupenstvi ledu na hranici led-sklo

1 1
08 r 1 08
06 1 06
04r 1 04r
02r 1 02r
w0 w0
-0.2 1 -0.21
0.4r 1 0.4r
0.6 1 0.6
0.8 1 0.8
1 -1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t [min] t [min]

Obrizek 1.10: Casovy prab&h skupenstvi Obrdazek 1.11: Casovy priibéh skupenstvi

ledu na hranici led-okoli. ledu na hranici led-sklo.

teplota na cele oblasti [xa,xb] x [0,Tmax]

t [min] 0 0

Obrézek 1.12: Celkové rozloZeni teploty.
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skupenstvi ledu na oblasti [xa,xm] x [0,Tmax]

0.06

0.04
. 0.02
t [min] 0 o x [cm]

Obrazek 1.13: Celkové rozloZeni skupenstvi ledu.

teplota na cele oblasti [xa,xb] x [0,Tmax]

10 <

T[C]

0.2

t [min] 0 o x [cm]

Obrazek 1.14: Celkové rozloZeni teploty pro staciondrni volbu pocéteéni teploty.
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Poznamka 10. Klicovym parametrem, ktery vyrazné ovliviiuje rychlost zmény skupenstvi ledu,
Je parametr p vystupujici v diferencidlni inkluzi (3). Je to fyzikdlni veli¢ina, kterd se méii ex-
perimentdlné a jeji hodnota se pohybuje v Fddech 10~1. Vzhledem k tomu, Ze pFesnou hodnotu
p odpovidajici nasemu modelu nezndme, uvaZujeme v (1.21)) p = 1. Je tieba zdiiraznit, Ze do-
konce mald zména hodnoty tohoto parametru se miiZe vyrazné projevit na rychlosti tani ledu
(Cim je vetsi, tim led taje pomaleji). Pro presnéjsi stanoveni zdvislosti reseni na hodnoté pa-
rametru p bychom museli podrobnéji provést citlivostni analyzu, kterd je nad rdmec tohoto

textu.

Ve vySe uvedeném postupu jsme zdménou neznamé hodnoty 99’"“ v pivodni soustavé

(L.8) - (I.12)) na hodnotu ve stavajicim ¢asovém kroku 6’1" dosahli toho, Ze vyslednd soustava
byla linearni. Nicméné tato tprava mize do naSeho modelu vnést dalsi chybu. Proto by mohlo
byt vhodné navrhnout postup pro feseni ptivodni nelinearni soustavy. Zakladni numerickou
metodou v takovych situacich je Newtonova iteraéni metoda (pfipadné zobecnénd Newtonova
metoda, pokud v dané soustavé vystupuje jedna nebo vice nehladkych funkci). Vzhledem k
tomu, Ze mdme soustavu - (T.12), v niZz vystupuje funkce F~!(s), kterd nemd derivaci
v bodech —1 a 1 (viz obr. [[.4)), pouZijeme zobecnénou Newtonovu metodu. Algoritmus této
metody miZeme strucné popsat v nékolika krocich. Nejprve se stanovi zobecnénd Jacobiho
matice soustavy, kterd je ddna parcidlnimi derivacemi kazdé funkce podle kazdé proménné
(tedy obecné hodnoty této matice zdvisi na konkrétni volbé proménnych). Déle se zvoli poca-
teCni vektor ug, na zdkladé kterého se stanovi hodnoty zobecnéné Jacobiho matice a vektoru
pravé strany b. Ten ziskdme tak, Ze dosadime nami zvoleny pocatecni vektor ug do ptvodni
soustavy a ur¢ime rezidua pro kazdou rovnici. Hodnoty téchto rezidui potom pifimo odpovidaji

hodnotdm vektoru pravé strany. Nédsledné vyfesime soustavu

—Jac-w=b, (1.24)
a ziskame tak novou aproximaci fesSeni

Uy =up+w.

Cely proces miizeme nyni zopakovat s tim, Ze misto ptivodniho vektoru uy pouZijeme nové sta-
noveny vektor 11, a ndsledné miiZzeme tento proces opakovat tak dlouho, nez ziskame vhodnou
aproximaci feSeni (napf. pokud norma vektoru w bude dostatecné mald). Myslenka Newtonovy

metody pro soustavy je tedy obdobnd jako v ptipadé feSeni jedné rovnice s jednou nezndmou.

Poznamka 11. Pojem "Jacobiho matice" se pouZivd vyhradné v souvislosti s klasickou New-

tonovou metodou (pro hladké funkce). Matice vystupujici v zobecnéné Newtonové metodé se
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v literatuie obvykle oznacuje jako "zobecnénd Jacobiho matice" nebo "Clarkiiv subdiferen-
cidl". V této prdci pro zjednoduseni zdpisu pouzivame pro zobecnénou Jacobiho matici v (1.24)
stejné znaceni jako pro Jacobiho matici vystupujici v klasické Newtonové metodé. Pri pouZiti
zobecnéné Newtonovy metody je treba také zohlednit body, ve kterych neexistuje derivace.
BliZst informace k volbé hodnot zobecnéné Jacobiho matice v téchto bodech jsou obsaZené v

kapitole 4.

Vratime-li se k naS§emu modelu, miiZzeme si v§imnout, Ze nelinearita soustavy dané vztahy
(T-8) a (T.9) je zptisobend pouze funkci F~!(s). Z toho plyne, Ze zobecnénd Jacobiho matice
vystupujici v Newtonové metodé bude mit témét vSechny prvky stejné jako matice linedrni
soustavy pouZité v piedchozim postupu. VSechny koeficienty dané vztahy az
(L.I8) kromé (L.14) zdstanou stejné. Zméni se pouze nékteré prvky na hlavni diagondle v
téch fadcich, které odpovidaji rozloZeni teploty uvnitf ledu. PouZijeme-li substituce (I.19),
bude mit zobecnénd Jacobiho matice stejny tvar s jedinou zménou, Ze pro nové hodnoty I,

(tentokrdt obecné zavislé na indexu j) bude platit

At
127]' = ZEK,' “+cj +L/(S§71)

kde j je radek matice, s;!_l je hodnota skupenstvi ledu v bod¢€ x;_; a n-tém Casovém kroku a

7{1 je dano vztahem

tedy zobecnénd Jacobiho matice se v kazdém Casovém kroku méni (pfesnéji se méni pouze
tyto prvky na hlavni diagondle). V bodech, kde funkce F~!(s) neni diferencovateln4 (v nasem
ptipadé v bodech —1 a 1), mlizeme za pfislusny prvek zobecnéné Jacobiho matice zvolit libo-
volnou hodnotu z intervalu [0, 1] (hodnoty 0 a 1 odpovidaji jednostrannym derivacim funkce
F~1(s) v bodech —1 a 1). Dile je tieba si také viimnout, Ze v (n 4 1)-nim ¢asovém kroku
zndme vSechny hodnoty z predchoziho ¢asového kroku, a za pfedpokladu, Ze feSeni je v dosta-
te¢né mife hladké, bude vhodné v kazdém Casovém kroku za pocatecni vektor u volit vektor
znamych hodnot z predchozi ¢asové vrstvy. Tim se ndm vypocet zdsadné zefektivni a jak ukdze
nasledujici vypocet, staci v kazdém Casovém kroku provést jednu iteraci Newtonovy metody.
Graf na obr. [I.15| odpovida feSeni nelinedrni soustavy se stejnymi parametry (I.2T)) vyfeSené
pouzitim zobecnéné Newtonovy metody. Jak je vidét, grafy na obr. [I.14]a[I.15]jsou vizudlné
nerozeznatelné, cozZ také ilustruji graf odchylek teploty a graf odchylek casovych hladin tani

ledu (obr. [[.16]a[I.17). Je tfeba si v§imnout z grafu na obr. [I.16] Ze v ur¢itém case odchylky
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fadové stoupnou (=~ 1079), ndsledné zacnou klesat a poté v uritém Easovém kroku opét vy-
razné stoupnou (=~ 10~%). Prvni skok odpovid4 &asové hlading, kdy teplota ledu se zvedne nad
nulu a led zacne pomalu ménit své skupenstvi (tedy zacnou nartistat hodnoty skupenstvi s’}).
Druhy (vétsi) skok odpovidd casové hlading, kdy led ptejde do kapalného skupenstvi (tedy
veliciny s’j’. dosdhnou hodnoty 1). Mimo tyto kritické Casové podintervaly nabyvaji odchylky

hodnot fadové 107,

Poznamka 12. Graf na obr. odpovidd prostorové diskretizaci dané 120ti délicimi body.
Jak ukazuji vypocty, "tvar" rozloZeni odchylek ziistdvd stejny nezdvisle na volbé diskretizace a
hodnoty odchylek jsou priblizné primo timérné krokiim diskretizace (tedy zjemnime-li Casovou

a prostorovou diskretizaci dvakrdt, zmensi se odchylky také priblizné dvakrdt).

V nésledujici kapitole si ukdZeme dal$i moZny postup FeSeni pivodni soustavy (I.1)) - (1.6)),
ktery je zaloZeny na aproximaci mnohozna¢ného subdiferencidlu d!(s) (viz. obr. |1.2) klasic-

kou funkeci.

teplota na cele oblasti [xa,xb] x [0,Tmax]

T[C]

-10 4

-15 4
10

0.2
t [min] 0 o x [cm]

Obréazek 1.15: ReSeni nelinedrni soustavy pomoci zobecnéné Newtonovy metody.
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Obrazek 1.16:

t [min]

I

odchylky mezi resenimi linearni a nelinearni soustavy

i
y

g i i IIW

|| L
IHII ll'!llmllll il il

0.2

t [min] 0 0 x [cm]

Graf odchylek mezi feSenim linedrni soustavy a feSenim soustavy nelinedrni.

%1078 rozdily casu, kdy led zacne tat

0

0.01 0.02 0.08 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 01
x [em]

Obrazek 1.17: Rozdily ¢asovych hodnot, pro které led roztaje.
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1.2 Aproximace mnohoznacného zobrazeni klasickou funkci

Tato podkapitola popisuje dal$i mozny postup feSeni piivodni soustavy - (1.6)), a to po-
moci aproximace mnohozna¢ného zobrazeni dl(s) z (I.3) néjakou vhodné zvolenou funkei
jedné proménné. Vzhledem k tomu, Ze v bodech —1 resp. 1 nabyva subdiferenciél dl(s) vSech
hodnot z intervalu [—eo, 0] resp. [0, +o0], bude vhodné zvolit takovou funkci (ozname h(s)),
ktera bude spojitd a mimo interval [—1, 1] bude velice rychle narGstat. Nejjednodussi volbou je
po Castech linearni funkce (v literatufe se nékdy oznacuje jako Yosidova aproximace), kterou
definujeme nasledovné

e

e(s+1), s<-—1
h(s) =40, sel[-1,1] (1.25)

g(s—1), s>1

\

kde € je zvolend konstanta, kterd v naSem piipadé charakterizuje rychlost ristu funkce &(s)
(mimo interval [—1, 1] je to pfimo jeji derivace). Zménou tohoto koeficientu mizeme ptivodn{
zobrazeni dl(s) aproximovat s libovolnou piesnosti (grafy A(s) pro konkrétni volby € jsou
na obr. [[.T§). S takto zadefinovanou funkci pfejde diferencidlni inkluze (I.3) vystupujici v
pivodnim 1D modelu (ktery je dan vztahy - (1.6)) na diferenciélni rovnici a mtiZeme
tento vztah zapsat ve tvaru

ps; +h(s) = &(ef —0,), (1.26)

coz nam spolu s rovnicemi (I.1]) a (T.2)) ddva soustavu tentokrat tf{ parcidlnich diferencidlnich
rovnic o tiech neznamych ©(x,z), 88(x,t) a s(x,t) s prislusnymi pocdte¢nimi a okrajovymi
podminkami (T.4) - (1.6). Opét pouzitim implicitni Eulerovy metody mizeme vztah (1.26))

zapsat v numerickém tvaru
1 .
p-L— L p(st) = — (0" —8,). (1.27)

Vzhledem k tomu, Ze funkce A(s) neni spojité diferencovatelnd v bodech —1 a 1, zvolime pro
feSeni této nelinedrni soustavy opét zobecnénou Newtonovu metodu s tim, Ze v bodech —1
a 1 miZeme za //(s) zvolit libovolnou hodnotu z intervalu [0,€] (podobné jako v predchozi
podkapitole). Analogicky zde mdme také mozZnost v kazdém Casovém kroku si zvolit za po-
¢atecni vektor hodnoty z predchozi ¢asové vrstvy. Graf na obr. [I.19] obsahuje feSeni soustavy
se stejnymi parametry jako v pfedchozi podkapitole (viz (I.21))), tentokrdt s aproximaci mno-
hozna¢ného subdiferencidlnu dl(s) klasickou funkci A(s) definovanou v s parametrem
€ = 100.
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h(s)
10

5
—€=25
—€=50
0 ot : . —€=100
.0 -0.5 0.5 1.0
-5
-10

Obrazek 1.18: Derivace jednoznacéné funkce I(s).

Jak je vidét, obé metody opét davaji téméf stejny vysledek (zde srovndvame feSeni nelinedrni
soustavy tff rovnic s feSenim linedrni soustavy). Zatimco graf na obr. [[.21] je podobny grafu
je patrné vidét, Ze graf[[.20] vypadd ponckud jinak nez graf[I.16] Zde k vyrazné odchylce
dochdzi jiz na zacétku celého procesu (k mensSimu skoku ndsledné dochédzi v okamziku, kdy
led za¢ne ménit své skupenstvi). Diivodem pro¢ na pocatku dochazi k vyraznému rozdilu obou
feseni je to, Ze funkce s(x,7) miZe nabyvat hodnot i mimo interval [—1,1]. Je to zpisobené
tim, Ze pouzivame aproximaci mnohozna¢ného zobrazeni dl(s). V pfedchozich postupech, kde
jsme piimo pracovali s diferencidlni inkluzi (1.3]), k tomuto jevu nemohlo dojit. Je tieba si také
vS§imnout dalSitho zajimavého jevu. Zatimco hodnoty skupenstvi mohou leZet mimo interval
[—1, 1], Casové vrstvy odpovidajici tan{ ledu zdstavaji téméf stejné, a to i pro horsi aproximace
dl(s) funkci h(s) (tedy pro mensi hodnoty parametru €), coZ nazorné ilustruji grafy na obr.

a |1.23] které odpovidaji feSeni pro € = 0.5.
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teplota na cele oblasti [xa,xb] x [0,Tmax]

0.2
t [min] 0 o x [cm]

Obrizek 1.19: Reseni nelinedrni soustavy s aproximaci d!(s) funkci A(s) s parametrem & = 100.

odchylky mezi resenimi linearni a nelinearni soustavy

%107
8“-.

il
'.i
T ““"i‘uﬁillﬁl“
0. |!iiii‘ﬁ!I'ﬁuuulmﬂﬂl{ﬂuuuum|||

06

il IIIIIIIIIIIIIIIII

t [min] 0 o x [cm]

Obrazek 1.20: Graf odchylek mezi feSenim linedrni soustavy a feSenim soustavy nelinedrni s

aproximaci dl(s) pro € = 100.
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%1078 rozdily casu, kdy led zacne tat

t [min]

I
T
1

O L L L L L L L L L
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

x [em]

Obrazek 1.21: Rozdily ¢asovych hodnot, pro které led zacina tat (pro € = 100).

skupenstvi ledu na hranici led-okoli skupenstvi ledu na hranici led-sklo

1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.8 1 0.8
0.6 1 0.6
04r 1 04r
02r 1 02r

w0 o 0

-0.2 b -0.2
0.4 r 1 0.4 r
-06 1 -0.6
-0.8 1 -0.8

1 —— 1 P————

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t [min] t [min]

Obrizek 1.22: Casovy prab&h skupenstvi Obrdzek 1.23: Casovy pribéh skupenstvi

ledu na hranici led-okoli pro € = 0.5. ledu na hranici led-sklo pro € = 0.5.
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1.3 VySetrovani konvergence

o3

V této podkapitole se zaméfime na konvergenci numerickych metod pouZzitych v podkapitolach
1.1 a 1.2. Pro kazdou metodu tedy budeme vySetfovat konvergenci feSeni piisluSné soustavy
algebraickych (obecné nelinedrnich) rovnic vychdzejicich z ptivodni soustavy (I.1) - (I.6) par-
cidlnich diferencidlnich rovnic s diferencidlni inkluzi, a to postupnym zjemnovanim casové a
prostorové diskretizace. Vzhledem k tomu, Ze pfesné (analytické) feSeni soustavy (I.1]) - (1.6)
nezndme ani v ptipadé jedné prostorové proménné, budeme muset ke stanoveni fddu konver-
gence pouZit pfiblizna feSeni vypoctena pro rizné diskretizace.

Budiz N pocet délicich boda prostorové proménné a Ax piislusny krok déleni. Zavedeme-li
casovou diskretizaci tak, aby krok déleni Ar byl roven Ax, a budeme-li vySetfovat konvergenci
pro hodnoty odpovidajici redlnému modelu (napt. (1.21))), bude pocet asovych diskretizac-
nich bodii mnohonasobné vétsi neZ pocet prostorovych bodd, a to i v piipad€, kdy cely proces
budeme sledovat jen nékolik sekund (je to zplisobené tim, Ze celkova tloust'’ka ledu a skla
je v fadech milimetrti). Zvolme nyni nejvétsi mozné nx,,,, pro které jsme schopni provést

numericky vypocet a necht’ je navic toto nx,,,, ve tvaru
NXpax = 2+ 2Kmax +1,

kde Kqx je nejveétsi mozné prirozené Cislo (+1 je zde z toho diivodu, aby prislusny pocet
Casovych diskretizacnich bodl byl celo¢iselny). Nasledné spolteme feSeni pro vSechny dis-
kretizace odpovidajici nx = 5,9,17,...,2 - 2Kner - 1. Na zdkladg t&chto feseni jsme schopni
dopocitat odchylky kazdych dvou feSeni, které odpovidaji dvéma sousednim diskretizacim.
Presnéji feceno, zajimaji nds podily

OOy , (1.28)

02— 614
kde symbolem 0}, je oznadené fesent, které odpovida prostorové diskretizaci s krokem /. Ana-
logicky symboly 8, /2 Tesp. 0, /4 oznacuji feSeni odpovidajict dvakrat resp. Ctyfikrat jemnéjsi
diskretizaci. Pocet vSech takovych podilu je tedy o dva mensi neZ pocet vSech diskretizaci.

Budeme-li tedy predpokladat, Ze fad konvergence nasi metody je p, miZeme psat
6, — 8| = Ch?”, (1.29)

kde 0 je pfesné fesent a 0, je priblizné feseni odpovidajici prostorové diskretizaci s pifslusnym
krokem A. Vzhledem k tomu, Ze plati

0,—042  ChP—C(h/2)P+ 0Py 1-27P+40(h)
042~ 60 C(h/2)P —C(h/4)P +O(hP*1) — 277 =272+ O(h)

=2 +0(h),
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jsme schopni urcit f4d konvergence piimo z podild (I.28). Nésledujici grafy ilustruji konver-
genci viech tif numerickych metod pro nx,,,. = 2'° + 1 = 8193 v piipadé fesent linearizované
soustavy a nxuq = 2'2+ 1 = 4097 ve zbyvajicich dvou piipadech, kdy pouzivime Newto-
novu metodu. Ve vSech pfipadech uvazujeme 7,,,c = 120s (2min). Pro jednoduchost je zde
uvazovany model se stejnymi tloust’ kami ledu a skla (abychom méli zajiSt€no, Ze pocet dis-
kretizacnich bodl bude celociselny jak pro ¢asovou, tak i prostorovou diskretizaci). Zbyvajici
parametry jsou stejné jako v (L.2T). Prvni dva obrazky [1.24]a[I.25] odpovidaji numerické me-
todé€, ktera fesi linedrni soustavu s matici (1.20). Na prvnim grafu jsou zobrazeny odchylky
kazdych dvou feSeni piislusnych diskretizacim s krokem & a i/2 (tedy hodnoty |6, — 6, s20)
v logaritmické skdle. Druhy graf obsahuje podily (1.28). Nasledujici dva obrazky [1.26]a
odpovidaji feSeni pavodni nelinedrni soustavy, kterd je ddna vztahy (1.8) - (1.12)). Nakonec
grafy v a odpovidaji feSeni modifikované soustavy, ve které vystupuje vztah

obsahujici aproximaci A (s) pavodniho subdiferencidlu dl(s). Je vidét, Ze vSechny tfi metody

jsou prvniho fadu (Cervené Cary v grafech|1.24} [1.26|a[1.28|jsou piimky se smérnici logio(2)).

V nésledujici sekci se pokusime soustavu ((1.8)) - (1.12) upravit tak, abychom doséhli vyssiho

radu konvergence.
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Hodnoty odchylek v logaritmicke skale

l

Obrizek 1.24: Graf s hodnotami —log1o(|6;, — 6, /2|) odpovidajici feSen{ linedrni soustavy.

Podily dvou sousednich odchylek

21 *

2.09 [ 7

2.08 F .
2.07 F .
2.06 .
2.05 F .
2.04 - * .
2.03 F .
2.02 * .

2.01 1 * 4

Obrazek 1.25: Podily kazdych dvou sousednich odchylek z pfedchoziho grafu.
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Obrizek 1.26: Graf s hodnotami —log1o(|6;, — 6, /2|) odpovidajici feSent nelinedrni soustavy.

Podily dvou sousednich odchylek

2.09;L

2.08 .
2.07 ]
2.06 .
2.05 .
2.04 [ * 1
2.03 .
2.02 1 * ]

201 * .

Obrazek 1.27: Podily kazdych dvou sousednich odchylek z pfedchoziho grafu.
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Hodnoty odchylek v logaritmicke skale

| %

Obrizek 1.28: Graf s hodnotami —log1o(|6;, — 6}, /2|) odpovidajici feSent nelinedrn{ soustavy s

pouzitim Yosidovy aproximace mnohoznacného zobrazeni.

Podily dvou sousednich odchylek

2.09Je T

2.08 - .
2.07 | .
2.06 - .
2.05 - .
2.04 * .
2.03 .
2.02 * .

2.01 * .

Obrazek 1.29: Podily kazdych dvou sousednich odchylek z pfedchoziho grafu.
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1.3.1 VylepSeni konvergence pouZzitim pomérnych diferenci vyssiho radu

Vritime-li se ke vztahtim (1.10), (I.11)) a (I.12) odpovidajicim okrajovym podminkédm, je

tfeba zdlraznit jednu dilezitou véc. Zatimco druhé centralni diference pouzité v (1.8)) a (1.9)
jsou aproximacemi druhého fadu, dopiedné a zpétné pomérné diference vystupujici ve vzta-

zich (I.10)), (I.TT)) a (I.12)) jsou pouze prvniho fddu. Konvergenci numerickych metod se tedy

muiZeme pokusit vylepsit pouZzitim doprednych a zpétnych pomérnych diferenci vyssiho radu.
D4 se ukazat, Ze nasledujici diference

=3f(x) +4f(x+Ax) — f(x+2Ax)

frx) = e ,
sy 3f(x) —4f(x—Ax) + f(x —2Ax) (1.30)
Tp(x) = e

(z angl. "forward’ = dopfedny, 'backward’ = zpétny), které oproti pomérnym diferencim
prvniho fadu pouZivaji tfi hodnoty, jsou aproximacemi druhého fadu. PouZitim téchto novych

diferenci prejdou vztahy (I.10), (I.11) a (1.12) do tvaru

ki 2Ax =o;(05" —0nt)  naxux(0,7), (13D
39’ nt1 _491 s+l +ez n+1 _
—K; AL —1 — OC(G;\’,’IH o e(g;7n+l) na xy % (0,T),
_eg,n+l +49g,n+1 - 36g,n+1 ] - (1.32)
n+ -+
Ky 2 zle 0 = a(egn _ e;Vn ) na x, x (0, T) ’
368 n+1 _4eg n+1 —|—6g n+1 1
o 2Ax — o (85 =63 na x, < (0,7), (1.33)

¢imZ se ndm také zméni matice (presnéji se zméni Ctyfi fadky, které odpovidaji okra-
jovym podminkdm). Stejné tak se zméni zobecnéna Jacobiho matice odpovidajici prislusné
nelinedrni soustavé (I.8) - (I.12). Grafy na obr. [1.30] - [1.35] jsou analogii grafiim [I.24] - [I.29
s jedinym rozdilem, Ze pfislusné numerické metody pracuji se soustavou (I.8) - (1.9) s no-
vymi okrajovymi podminkami - (pfesnéji fe¢eno, s novymi aproximacemi pro-
storovych derivaci vystupujicich v okrajovych podminkéach (1.5)) - (I.6)), ve kterych vystu-
puji pomérné diference druhého fadu (1.30). Jak je vidét, opravdu jsme dosahli druhého fadu
konvergence (tentokrat ¢ervené Cary odpovidaji ptimkdm se smérnici logo(4)). Nicméné je

vidét, Ze od urcité miry diskretizace dochazi k "divné" oscilaci odchylek a prislusnych podila.

Podivame-li se pofddné na grafy odchylek v logaritmické Skdle, miizeme si vSimnout, Ze v

grafech|1.24] [1.26|a|1.28|chyba nejlepsi diskretizace je fadové 1073, zatimco chyby v grafech
11.30L {1.32] a[1.34{klesaji vyrazné rychleji a dosahuji fadu 107¢ a7 1078, Posledn{ hodnoty od-

povidaji pfesnosti feSeni soustavy linedrnich algebraickych rovnic v kazdém ¢asovém kroku.
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Z tohoto divodu se od urc€ité miry diskretizace zacnou vyrazné projevovat chyby samotného

reSiCe soustav (vypocty implementujeme v prosttedi MATLAB).

Hodnoty odchylek v logaritmicke skale

T T

10 T

Obrézek 1.30: Graf s hodnotami —log10(|8; — 8),/2|) odpovidajici feSenf linedrni soustavy s

pouZzitim pomérnych diferenci druhého radu.

Podily dvou sousednich odchylek

*

Obrazek 1.31: Podily kazdych dvou sousednich odchylek z predchoziho grafu.
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Hodnoty odchylek v logaritmicke sk

ale

T

Obrézek 1.32: Graf s hodnotami —log1 (|8, — 6, /2|) odpovidajici feSenf nelinedrn{ soustavy s

pouzitim pomérnych diferenci druhého fadu.

h odchyle

10

3.8 [ *

34

26

24

227

Podily dvou sousednic

*

*

T

*

Obrazek 1.33: Podily kazdych dvou sousednich odchylek z predchoziho grafu.
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Hodnoty odchylek v logaritmicke skale

T T

Obrizek 1.34: Graf s hodnotami —log1o (|8, — 6, /2|) odpovidajici feSenf nelinedrn{ soustavy s

pouzitim Yosidovy aproximace a pomérnych diferenci druhého fadu.

Podily dvou sousednich odchylek

* * *

*
38 [ ]

321 1

Obrazek 1.35: Podily kazdych dvou sousednich odchylek z predchoziho grafu.
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Kapitola 2

2D verze modelu

V této kapitole budeme uvazovat dvoudimenzionalni verzi ptivodniho modelu (T)) - (7). Oproti
pfedchozi kapitole, bude nyni Casoprostorovd oblast nasi dlohy [x,,xp] X [ye,va] X [0,T] pod-
mnoZinou R3. Z toho diivodu se zde projevi okrajové podminky (6)), které v 1D modelu viibec
nevystupovaly a které odpovidaji nulovému pfestupu tepla bo¢nimi sténami (které v této kapi-

tole budou jednodimenzionélni). Ndsledujici vztahy odpovidaji 2D varianté modelu (1)) - (7).

Cgetg_ngﬁx_ngiyZO na (.xm,Xb) X (yCayd> X (07T)7 (21)

ci®l + (L(s)); — 0" — K,B;y =0 na (xq,%m) X (ye,yq) X (0,T), (2.2)
1.

ps;+dl(s) > 9—(9’ -0.) na [xq,%m] X [ve,val x (0,T), (2.3)

eg(x70) = eg(x) na [xm,Xb] X b’c;)’d] s
0'(x,0) = 0} (x) na [xq,Xm| X [ye,val, (2.4)
S(x7 O) - SO(X) na [xa,xm] X [yw)’d] )

_Kieﬁc = O('(ei - eg) na xm X [ywyd] X (07 T) )

' (2.5
K0F = (05 —0')  na xu x[ye,ya] x (0,T),
K,-Gi = e"—e(u na xq X [ye,val X (0,T),
e = 0( out) Ve, ya] < (0,T) 2.6)
—Kg6% = 0, (6% — 0;) na xp X [ye,yal x (0,T),
0l =0 na (xq,xm) X {ye,ya}t x (0,T),
8 (%5 Xm) X {ye,ya}t < (0,T) 07

6520 na (.xm,)Cb) X{y6‘7yd}x (O7T)
Vzhledem k obdélnikové struktufe oblasti, vystupuji v rovnicich (2.3), (2.6)), (2.7) misto de-

rivaci podle normaly pouze prvni parcidlni derivace podle ne¢které prostorové proménné. Mii-

Zeme zde pouZit stejny postup pro odstranéni diferencidlni inkluze jako v piipad€ 1D. Nésledné
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pouzitim doprednych a zpétnych pomérnych diferenci a druhych centralnich diferenci dosta-

neme numerické varianty vztaht (2.1) - (2.7)), které budou velmi podobné vztahtim

(1.8) - (1.12) odpovidajicim 1D modelu,

gn+1 g,n g.n+1 g.n+1 g.n+1 g.n+1 g.n+1 g.n+1
. 0. —0 - 0,71, =207 +07; B i1 — 287 60 — 0. 28
8 8 g - 9 .
At (Ax)? (Ay)?
gin+l _ gin Fol(A 9§;j+1_ec) g gimtl _pgimtl | gintl
it oy L/(S;;Jrl) P 6 bl e limLld i i+1,j
Y’ b At ’ (Ax)? 2.9)
in+1 i,n+1 i,n+1
07i-1 =287 +67,
o (Ay)? -0
1,j 0,j in+1
K (o ) na v xPeyd x (0.7), 210
ei,n+1 _ pintl
N, j N—1,j 1 e+l
—K; ’ Ax ! = a(ej\/r,lj_ _eg,?+ ) na xm X [ye,ya] X (0,T), @.11)
g,n+1 gn+1 .
Ke Ax = o 0,j 9N, ) na Xm X [ye,ya] X (0,T),
eg,n—H _ p8ntl
M7 ] M717 j 5 1
—Kg ! Ax L= agvj(ejg\/[rf;r —GZ,J;]) na xp X [yc,yd] X (OvT)7 (2'12)
in+1 in+1
00 — O/
N =0 na [xq,X%m| X ye x (0,T),
% =0 na [xg,%m| X ya x (0,T),
Y (2.13)

g,n+1 g.n+1
ei 0 - ei 1

& =0 na [xm,xp] X ye x (0,T),
eg7n+1 . eg,n+1
i K PK—1

& =0 na [xm,xp] xysx(0,T).

Zésadnim rozdilem oproti 1D modelu je zavislost soulinitele tepelné vodivosti na rozhrani
sklo-kabina a vnitfni teploty na druhé prostorové proménné, proto ve vztahu (2.12) o, a GZH
vystupuji s piisluSnym indexem j, ktery odpovidd druhé prostorové proménné (hodnoty o, a
GZ“ obecné zavisi na vzddlenosti od mista, na které tepelny zdroj fouka nejvice).

Nyni provedeme vypocet 2D dlohy (2.1)) - (2.7) pro nésledujici parametry (vétSina z nich
odpovida parametram (T.2T)), které byly pouzité pro vypocty 1D tdlohy v prvni kapitole)
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X0=0, x, =103 x,=6-10"3, y.=0, y;=0.5 [m], T=600 [s],

c; =2040, cgo=754 [J/kg K],

=188, K,=1.17 [W/m-K],

o =10, 0g(y) =20, o=100 [W/m* K],

0.=273.15 [K], p=1 [s], L(s)=334960-(s+1)/2 [J/kg], -
Oour (0) = —18,  Oou(T) = —18, B,u(y,0) = —10, B4(»,T) =20, 1
0°(0,y,0) = —13.15,  0'(x,,,7,0) = —13.12,

0% (xm,y,0) = —12.63,  0,4(xp,y,0) =—12.43 [C],

5(0,5,0) =—1, s(xm,»0)=-1,

N=10, M=50, K=50, Ar=100-Ax.

Zde nové zavadime hodnoty y. a y4, které odpovidaji krajnim bodiim druhé prostorové pro-
ménné. Hodnota K potom odpovida poctu diskretizacnich bodi této proménné. Z praktického
hlediska miizeme rozloZeni vSech uvazovanych veli¢in povazovat za homogenni vzhledem k
proménné y. Vyjimkou budou soucinitel tepelné vodivosti na rozhrani sklo-kabina o a vnitini
teplota 0, které obecné zavisi na y. Z toho divodu provedeme dva vypocty postupné pro
homogenni, a nasledné nehomogenni rozloZeni hodnot o, a 8. RozloZeni pocatecni teploty
necht’ odpovida stacionarnimu stavu dlohy. Priibéh vnitini teploty uvazujme analogicky jako
v predchozi kapitole (viz graf na obr. [1.7).

Nésledujici obrazky - ilustruji feSeni 2D dlohy spoctené pro vyse uvedené parametry.
Jak je vidét, situace se témér neliSi od feSeni prislu§né dlohy v 1D se stejnymi parametry.
Grafy [2.1]a[2.2] které odpovidaji rozloZeni teploty obou materiélii pro pevné fezy v proménné
y, jsou analogické grafu Stejné tak libovolny feZ graft na obr. 2.5 a 2.6/ bude odpovidat
pfislu§nym grafdm v 1D a V grafech 2.3 a které odpovidaji teploté celé sou-
stavy v fezech podle x, je 1épe vidét homogenni rozloZeni teploty vzhledem k druhé prostorové
proménné. Nakonec Casové okamziky tani ledu v riznych mistech, coz jsou klicové hodnoty
dané tlohy, jsou vykreslené na obr. Porovnanim s grafem [[.9]zjistime, Ze 1D graf opravdu
odpovida fezu grafu [2.§] v libovolném bodg y.
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teplota na oblasti [xa,xb] x [0,Tmax] proy =yc

0.8

0.4

0.2
t [min] 0 o X [cm]

Obrizek 2.1: Casovy pribéh teploty pro fez
y=0.

teplota na oblasti [yc,yd] x [0,Tmax] pro x =xa

0.5

0.2
. 0.1
t [min] 0 o y [m]

Obriazek 2.3: Casovy pribéh teploty pro fez
x=0.

skupenstvi ledu na oblasti [xa,xb] x [0,Tmax] proy =yc

t [min] 0 o

X [cm]

Obrazek 2.5: Rozlozeni skupenstvi ledu pro

fezy=0.

teplota na oblasti [xa,xb] x [0,Tmax] proy=yd

0.8

0.4

0.2
t [min] 0 o X [cm]

Obrizek 2.2: Casovy pribéh teploty pro fez
y=0.5m.

teplota na oblasti [yc,yd] x [0,Tmax] pro x = xb

0.2
. 0.1
t [min] 0 o y [m]

Obrizek 2.4: Casovy priibéh teploty pro fez

x = 6mm.

skupenstvi ledu na oblasti [xa,xb] x [0,Tmax] proy =yd

t [min] 0 o x [om]

Obrazek 2.6: Rozlozeni skupenstvi ledu pro

fezy =0.5m.



celkove rozlozeni teploty v urcitych casovych intervalech

5 cas, kdy led zacne tat

Obrazek 2.7: Rozlozeni teploty celé soustavy
viasecht=0,t=T/4,t=T/2,t =3T/4,
t=T. Obrizek 2.8: Casy, kdy led roztaje.

x [cm] 01 0 ’ y [m]

Poznamka 13. V prvni kapitole jsme ukdzali tFi moZné postupy FeSeni ilohy (1.1) - (1.6).
Kromé Feseni linearizované soustavy jsme také pocitali rFeSeni piivodni nelinedrni soustavy
dané vztahy (L8) - (I.12) pomoci zobecnéné Newtonovy metody (viz druhd cdst podkapitoly
1.1) a ndsledné jsme tuto metodu pouZili také pro Feseni modifikované tilohy, kde jsme piivodni
inkluzi (1.3) nahradili Yosidovou aproximaci (1.26)) (viz podkapitola 1.2). Dd se ukdzat, Ze
v§echny metody aplikované na prislusnou 2D iilohu ddvaji témér stejné vysledky s odchylkami,
jejichZ chovadni je obdobné jako v 1D iiloze, kde vétsi odchylky budou vznikat opét v mistech,
kde led zacind ménit své skupenstvi, a také na pocdtku procesu, kdy hodnoty skupenstvi ledu
lezi mimo interval [—1,1]. Vzhledem k tomu, Ze matice linearizované soustavy 2D iilohy

20) - @7), prislusnd zobecnénd Jacobiho matice (kterd md téméF vSechny prvky stejné
Jjako matice linearizované soustavy), a také zobecnénd Jacobiho matice v pripadé pouZiti Yo-
sidovy aproximace vypadaji oproti 1D vyrazné komplikovanéji, neuvdadime zde podrobné pou-

Ziti téchto dvou zbyvajicich metod pro reseni 2D iilohy.

Nyni provedeme vypocet pro stejné parametry (2.14)), tentokrdt s nehomogennim rozloZenim
hodnot soucinitele tepelné vodivosti na rozhrani sklo-kabina a vnitfni teploty. Abychom nés
model maximalné pfibliZili redlné situaci, je tieba funkce 0, (y) a 0,(y, ) volit tak, aby svych
maximalnich hodnot nabyvaly v misté, které je nejvic ofukované tepelnym zdrojem. Grafy na
obr. [2.12] - [2.19] ilustruji feSeni 2D dtlohy, kde souCinitel tepelné vodivosti na rozhrani sklo-

kabina a vnitini teplota maji nasledujici tvar

80

— : (2.15)
14+25(y —ym)2/y3

0L (y)
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20+ 20arctan(z/60—5)

arctan(5)

Ty (y1) = ~10, 2.16
) = 430~ ) (y— )2 (216

kde y,, je prostfedni bod druhé prostorové proménné, zde tedy y,, = 0.25m. Grafy téchto funkci

jsou zndzornéné na obr. (2.9) a (2.10) (na obr. jsou fezy grafu v urcitych Casech),

tedy uvaZujeme situaci, kdy tepelny zdroj foukd pifimo na stfed skla. Jak je vidét, v mistech,

ktera jsou blizko tepelného zdroje, teplota roste rychleji a led taje diive neZ na krajich. Vzhle-
dem k tomu, Ze jsme zvolili takové umisténi tepelného zdroje, aby Celni sklo nejvice zahiival
uprostred, vychdzi v§echny hodnoty teploty a skupenstvi symetrické podle stfedu vzhledem k
druhé prostorové proménné.

Dile je tieba si také vSimnout, Ze v grafech (2.13)), (2.14) a (2.13)) jsou patrné skoky teploty na

pocatku procesu. Podobné jako na obr. (I.12)) je to zpiisobené tim, Ze ndmi zvolend pocatecni
teplota v pfipadé nehomogenniho rozloZeni funkce oy) neodpovida skute¢nému staciondr-
nimu stavu. Oproti 1D bychom museli pro stanoveni staciondrniho stavu 2D tlohy vyfesSit
Laplaceovu rovnici v R? s nehomogennimi okrajovymi podminkami. Nehled& na to, Ze jsme
schopni spocitat analytické feSeni (pomoci rozvoji pocatecnich podminek do Fourierovych
fad), vysledny vztah bychom dostali ve tvaru nekonecné fady a z praktického hlediska tento

vypocet zde vynechavame.

soucinitel tepelne vodivosti na rozhrani sklo-kabina
T T T T

T T T T

80

10 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 015 02 025 03 035 04 045 05

y [m]

Obrazek 2.9: Z4avislost soucinitele tepelné vodivosti na rozhrani sklo-kabina na y.
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vnitrni teplota

30

20

0.2
) 0.1
t [min] 0 o y [m]

Obrazek 2.10: Zavislost vnitini teploty nay a ¢.

rozlozeni vnitrni teploty v urcitem case

t=0

t = Tmax/4
t = Tmax/2
t = 3Tmax/4
t = Tmax

T[C]

y [m]

Obrazek 2.11: RozlozZen{ vnitin{ teploty v ¢asecht =0,t =T /4,t =T/2,t =3T/4,t =T.

39



teplota na oblasti [xa,xb] x [0,Tmax] proy =yc

0.8

0.4

0.2
t [min] 0 o X [cm]

Obrizek 2.12: Casovy pribéh teploty pro fez
y=0.

teplota na oblasti [yc,yd] x [0,Tmax] pro x =xa

T

0.5

0.2
. 0.1
t [min] 0 o y [m]

Obrazek 2.14: Casovy priibéh teploty pro fez
x=0.

skupenstvi ledu na oblasti [xa,xb] x [0,Tmax] proy =yc

t [min] 0 o

X [cm]

Obrazek 2.16: RozloZeni skupenstvi ledu pro

fezy=0.

teplota na oblasti [xa,xb] x [0,Tmax] proy=ym

TiCel

-20
10

0.8

0.4

0.2
t [min] 0 o X [cm]

Obrizek 2.13: Casovy pribéh teploty pro fez

Y =Ym-

teplota na oblasti [yc,yd] x [0,Tmax] pro x = xb

T

-20
10

t [min] 0 o o1 y [.m]
Obrazek 2.15: Casovy priibéh teploty pro fez

x = 6mm.

skupenstvi ledu na oblasti [xa,xb] x [0,Tmax] proy=ym

t [min] 0 o x [om]

Obrazek 2.17: RozloZeni skupenstvi ledu pro

fezy = ym.



x [cm]
ht=0,t=T/4,t=T/2,t=3T/4,

Casec

tavy v

€ sous

7z

y [m]
i teploty cel

zeni

=

celkove rozlozeni teploty v urcitych casovych intervalech

Rozlo

N

20\
10
0

Obrazek 2.18

x [cm]

Casy, kdy led roztaje.
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Kapitola 3

3D verze modelu

Z divodu ¢asové a pamét’ ové narocnosti vypocti ve tfech dimenzich uvedeme zde vysledky

jedné konkrétni simulace modelu (1)) - (7)), ktery ve tfech dimenzich je ddn vztahy
cg8F — 105, — ng§y — K05, =0 na (Xm,xp) X (e, ya) X (ze;2¢) x (0,T), (3.1)

ci® + (L(s))) — 10 — K,ﬂ;y — k0., =0 na (Xa;xm) % (¥e,¥a) X (ze,z5) X (0,T), (3.2)

s +0U(5) 2 (6 -0.)  na [rarnl X eyl < ez X O.7), B3
0%(x,0) = 65(x)  na [xu,xp] X [e:va) X [zes2s]

0'(x,0) = 0}(x) na [xg,Xm) X [Ye,val X [zes2f] , (3.4)
S(X,O) = SO(X) na [xa,xm] X b’w)’d] X [Ze;Zf] s

—%,0. = (0" — 6%) na Xm X [ye,¥a) X [ze,2f] X (0,T),

K05 = 0,(85 — 0') na Xm X [ye,va) X [ze,2f]  (0,T), G
Ki0L = 0;(0' — 0pu) 1@ x4 X [ye,Ya] X [zes2] X (0,T), 3.6)
—Kq05 = 0, (05 —6)) na xp X [Ye,yal % [ze,2r] x (0,T),
0, =0 na (xex%m) X {ye:ya} X [ze:2f] ¥ (0,T),
9§ =0 na (Xm,Xp) X {ye,;ya} x [ze;2¢] < (0,T), 37)
92 =0 na (Xq,%m) X (e, ¥a) X {zeszp} x (0,T),
0

na (Xm,Xb) X ()’ca)’d) X {Ze,Zf} X (07T) .
UvaZujme, Ze tepelny zdroj je umistén v poloviné mezi stiedem skla a jeho dolnim pravym
rohem. Celn{ sklo je tedy nejvice zahfivané v mist&, které v roviné yz ma soufadnici [Vims Zm)s

kde y,, = %yd a zy= }‘zf. Daéle uvazujme nasledujici hodnoty parametri

42



=0, xu=10"3 x,=6-10"3, y.=0, y;=1,
=0, zy=15 [m], T =600 [s],
c; =2040, co=754 [J/kg-K],
k=188, x,=117 [W/m-K],
o =10, a=100 [W/m* K],
0.=273.15 [K], p=1 [s], L(s)=2334960-(s+1)/2 [J/kg], (3.3)
Oour (0) = —18,  8pt(T) = —18, 0V, zm,0) = =10, 04V, zm, T) = 30,
6'(0,,2,0) = —18,  6'(xn,,2,0) = —15,
0% (xm,,2,0) = =15, 0,4(xp,y,2,0) =—10 [C],
5(0,5,2,0) = =1, s(xm,y2,0) = —1,
nx;=4, nxg=16, ny=20, nz=230, Ar=200-Ax.
Zde nx; resp. nxg je pocet délicich bodi prvni prostorové proménné pro led resp. sklo, ana-

logicky ny resp. nz je pocet d€licich bodl druhé resp. tfeti prostorové proménné. Soucinitel

tepelné vodivosti na rozhrani sklo-kabina a vnitini teplota jsou ddany funkcemi

80
%) = T80 P T o) G2

20arctan(t/60—5)
20+ arctan(5)

a 1 +4(20 - %t)(y _ym)z(z _Zm)2
které jsou jistou analogii funkcim (2.15)) a (2.16)), které jsme zvolili pro 2D simulaci. Graf

Ti(y,z,1) —10, (3.10)

funkce o z (3.9) je zndzornén na obr. 3.1} Vysledné ¢asové okamZiky, kdy led roztaje, jsou
zobrazeny na obr. Je vidét, Ze pfi této volbé parametrd (3.8) a funkei (3.9), (3.10) po
uplynuti zvoleného ¢asového intervalu je stdle mald oblast na Celnim skle, kde led nestihne
uplné roztit. Tato oblast je umisténd v levém hornim rohu, ktery se od zdroje tepla nachdzi

nejdéle.
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1 5soucinitel tepelne vodivosti na rozhrani sklo-kabina

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y [m]

Obrazek 3.1: Zavislost soucinitele tepelné vodivosti na rozhrani sklo-kabinana y a z.

cas, kdy led roztaje

15 t[min]

1 1 O
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y [m]

Obrizek 3.2: Casy, kdy led roztaje.
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Kapitola 4

Shrnuti teoretickych poznatku

Teorie, pomoci které 1ze dokdzat existenci a jednoznacnost nasi ulohy (1)) - (7), je ponékud
rozsahld. Model feSeny v daném textu je velmi specidlnim piipadem obecnéjSich tdloh, na
které se tato teorie vztahuje. Je zaloZena hlavné na slabé formulaci a jeji vyklad je nad rdmec
této prace. V této kapitole jsou uvedeny nékteré vybrané ¢asti teorie, které vyuzivame v ramci
prace. Obsahuje nékteré zdkladni definice nejcastéji pouzivanych pojmi, ale také i nékteré
dalsi poznatky z teorie mnohoznacnych zobrazeni a obecné parcidlnich diferencidlnich rovnic.
Podrobnéjsi informace ohledné existence a jednoznacnosti feSeni tloh tohoto typu, 1ze najit

naprt. v [3] a [4]. Dikazy konvergence piislusnych numerickych metod lze najit napft. v [5]].

4.1 Teorie mnohoznacnych funkeci

Definice 1. Mnohoznacnd funkce F : R" = R" je zobrazeni, které kazdému bodu x € R" pFifadi
mnoZinu F(x) C R", zvanou obraz F v bod¢ x. Defini¢ni obor dom(F) a obor hodnot rge(F)

Jjsou definovdny ndsledovné

dom(F):={xecR":F(x) #0}, @
rge(F):={yeR":dx e dom(F), F(x) =y}.

Graf gph(F) mnohoznacné funkce F je definovdn:
gPh(F) :={(x,y) e R"xR":ye F(x)}.

Inverzni funkce F~! mnohoznacné funkce F vidy existuje a jeji obraz v bodé y € R" je defino-

vin F~1(y) = {xeR":yc F(x)} .
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Definice 2. Necht' F : R* = R" je mnohoznacnd funkce. Reknéme, Ze F je

(i) monotonni, pokud
(1=y2,x1=x2) 20, Vx,x R, y1 €F(x1), 32 € F(x2),

kde (-,-) je euklidovsky skaldrni soucin
(ii) maximdlné monotonni, pokud plati ndsledujici implikace. Necht’ G : R" = R" je mo-
noténni a gph(F) C gph(G), potom F = G.
Poznamka 14. Plati, Ze pokud mnohoznacnd funkce F : R" = R" je maximdlné monoténni,

pak je monotonni. Maximdlni monotonie je tedy silnéjsi vlastnost.

Poznamka 15. Mnohoznacné zobrazeni dl(s) z prvni kapitoly (viz obr: je maximdlné

monotonni.

Definice 3. Funkce f : R" — R je zdola polospojitd, pokud pro kaidou posloupnost {x;};>_,
takovou, Ze xix — x € R" plati

£x) < liminf £ ().
Definice 4. Necht’ M C R" je konvexni mnoZina a f : M — R |J{+} je konvexni a zdola

polospojitd funkce. Pro x € M definujeme subdiferencidl funkce f v bodé x (znacime df(x))

Jjako mnoZinu vSech x* € R", pro které plati

<X*7y_x>§f(y)_f(x)a VyEM (42)

Priklad 1. Subdiferencidl si miiZeme ndzorné predstavit pro f : R — R. Na obr. je znd-

zornénd funkce f(x) = |x|, kterd neni diferencovatelnd v nule. Je jasné, Ze piimka prochdzejict
pocdtkem bude leZet pod grafem funkce f prdave tehdy, kdyZ jeji smérnice bude 7 intervalu
(—1,1). ProtoZe v definici je neostrd nerovnost, subdiferencidlem funkce f v bodé x =0
je tedy uzavreny interval [—1,1]. Vzhledem k tomu, Ze pro vSechny x # 0 existuje f'(x), pro

kterou plati
fl(x)= , (4.3)

bude platit df (x) = f'(x) pro x # 0. Dostdvdme tedy

-1, x<0

df(x)=1q[-1,1], x=0 - (4.4)

1, x>0

\

Prislusny graf df(x) je na obr.
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Obrazek 4.1: Graf funkce f(x) = |x| s teCnami v bodé x = 0, které leZi pod grafem této funkce.

of(x
1.0 (x)
0.5
210 205 olo 0.5 1.0
~0.5

Obrazek 4.2: Graf subdiferencidlu funkce f(x) = |x|.

Nasledujici tvrzeni je kli¢ovym pro odstranéni diferencidlni inkluze ze soustavy (1)) - (7), na
¢em?Z je zaloZena prvni numerickd metoda pro feseni soustavy (I) - (7) (viz podkapitola 1.1).

Toto tvrzeni 1ze najit napft. v [8].
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Lemma 1. Necht’ F : R" = R" je maximdlné monoténni mnohoznacnd funkce. Potom pro
kaidé N >0 zobrazeni R" >y J,(y):= (I+AF)"(y) je jednoznacné a lipschitzovsky
spojité na celém R" s konstantou 1 a zobrazeni R" >y w— F(y) 1= %(1 =) () je lipschiz-

tovsky spojité na celém R" s konstantou 7% Navic, pro kaZdé x € dom(F) plati:

(i) P, je maximdlné monoténni funkce,
(ii)  Fu(x) € F(O)(x)),
(iii) J(x)—=x pro A—07T, 4.5)
(v) Fx) > m(F(x)) pro A—07,
v)  F.x) =m(F(x)I1? < lm(F ()| = 1B,

kde m(F (x)) je nejmensi (v normé) prvek mnoZiny F(x). Funkce Fy, se v literatuie oznacuje

Jjako Yosidova aproximace.

4.2 Formulace ualohy a existence reseni

Necht’ F : R” = R” je mnohozna¢na funkce a f : R — R” je dand funkce. Pro T > 0 uvaZujme
problém najit absolutné spojitou funkci x : [0, 7] — R” takovou, Ze

x(t) € f(t)—F(x()), pro skoro viechna 7€ (0,7], 46

x(0) = xeR".
Nésledujici tvrzeni vychézi z [[7] (Theorem 1 na str. 147), [9] a [10] (Theorem 2.2).

Véta 2. Necht' F : R" = R" je maximdlné monoténni mnohoznacnd funkce. UvaZujme funkci
f R —R", kterd je lipschitzovsky spojitd na celém intervalu [0, T]. Potom existuje pravé jedna
funkce x(-), kterd spliiuje (4.6). Navic x(-) je lipschitzovsky spojitd funkce na celém [0,T], pro

kazdét € [0,T] limita
&t (t) ;= lim He+h)=x(0)

h—o™ h

existuje a plati
(1) =m(f() = F(x(1)))
kde m opét znaci nejmensi prvek v normé. Navic x(t) je spojitd zprava v kazdém bodét € [0,T],

tedy plati

lim x*(s) = %1 ().
s—tt
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4.3 Aproximace mnohoznacného zobrazeni klasickou funkci

Pro T > 0 a A > 0 uvazujme tlohu

(1) = =R (1) + f() pro 1€ (0,T],

0 (0)=xeR".

“.7)

Nésledujici tvrzeni vychazi z [11] (Theorem 55.A.) a [12] (Theorem 31.A.).

Lemma 3. Pro T > 0 necht’ F : R" = R" je maximdlné monoténni mnohoznacnd funkce a
f: R — R" je lipschitzovsky spojitd funkce na [0,T] s konstantou | > 0. Potom existuje C > 0

takové, Ze pro kaZdé \ > 0 plati

sup |lx(1) —x(£)]| < CVA, 4.8)
t€[0,T]

kde x : [0,T] — R" spliiuje @.6) a x, : [0,T] — R" spliiuje (7).

4.4 Newtonova metoda pro reSeni soustav rovnic

4.4.1 Klasicka Newtonova metoda

Necht’ je ddna soustava nelinedrnich rovnic G(x) = 0, kde

G= (g (x),gz(x),...,gn(x))T, gi'R"—>R, i=1,2,...,n,

a necht’ navic

g eC'(RY), Vi=1.2,...,n. (4.9)
Cely algoritmus Newtonovy metody miiZeme popsat ve tiech krocich.

1. Nejprve stanovime Jacobiho matici vektorové funkce G :

ox) oxo ox,
dx; ox) ox,

Gx)=| . (4.10)
| ox| oxy ox, |

2. Ddle zvolme néjaky pocatecni vektor xg € R”.
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3. (a) Vyfesime linedrni soustavu G’ (x;) - wy = —G(xy).

(b) Dostaneme novou aproximaci xg;1 = X + Wg.

Treti krok opakujeme tak dlouho, dokud neziskdme dostate¢né dobrou aproximaci feSeni
(napf. kdyZ hodnota ||wy|| bude dostate¢né mald). Je tieba zdtiraznit, Ze pocdtecni vektor x
se voli tak, aby matice soustavy G’(xo) byla reguldrni. Pokud by nebyla, musi se zvolit jiny

pocétecni vektor xg.

4.4.2 Zobecnéni pro nehladké funkce

Zobecnéna Newtonova metoda je ndstrojem pro feSeni soustav rovnic v piipadé, kdy neni spl-
nénd podminka (@.9)). Algoritmus zobecnéné Newtonovy metody je v podstaté stejny jako u
klasické metody, nicméné prvky zobecnéné Jacobiho matice (kterd je analogii matice (4.10) u
klasické metody) se voli jinak a tato volba zdvisi na tom, jak se funkce chova v okoli daného
bodu. Podrobny popis je nad rdmec tohoto textu a lze ho najit napt. v [6]. My zde uvedeme
postup pfi volbé hodnot zobecnéné Jacobiho matice v pfipade, kdy mame po ¢astech hladkou
vektorovou funkci G(x), coZ odpovidé ptipadim v prvni kapitole. Pro pfipomenuti, numericka
metoda, kterd pracovala s ptivodnim modelem - (1.6)), vedla na soustavu danou vztahy
(I.8) - (I.12). Druhd metoda zaloZend na aproximaci ptvodniho subdiferencidlu dl(s) vystu-
pujictho v (1.3) jednoznacnou funkci i(s) (tzv. Yosidova aproximace, viz (1.25])) vedla na po-
dobnou soustavu, kde navic vystupovala rovnice (1.27). Jedinou nehladkou funkci vystupujici
v matici prvni metody byla funkce F~!(s) (viz obr. , zatimco v matici druhé metody vy-
stupovala funkce h(s) definovand v (I.23)) (viz také obr.[1.18). Z toho diivodu prvky zobecnéné
Jacobiho matice se vétSinou shoduji s prvky klasické Jacobiho matice. Ob¢ tyto funkce nemaji
derivaci v bodech —1 a 1, nicméné jsou v téchto bodech lipschitzovsky spojité a existuji obé
jednostranné derivace. Diky tomu Ize pfi konstrukci zobecnéné Jacobiho matice za pitislusné
derivace téchto funkci F~'(s) a h(s) v bodech —1 a 1 volit libovolnou hodnotu z intervalu
[f_, f.], kde f je hodnota derivace piislusné funkce zleva, analogicky f’ je hodnota derivace

zprava.

Poznamka 16. Je treba zdiiraznit jednu duleZitou véc. Soucdsti algoritmu Newtonovy me-
tody (klasické nebo zobecnéné) je volba pocdtecniho vektoru. V prvni kapitole jsme zmirnovali,
Ze pro konstrukci tohoto vektoru je lepsi volit primo hodnoty zndmé z predchoziho casového
kroku. Zdsadnim rozdilem mezi metodou, kterd pracuje se soustavou - (I.12), a metodou

pracujici s Yosidovou aproximaci je to, Ze v druhém pripadé hodnoty skupenstvi mohou leZet
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i mimo interval [—1,1]. Konkrétné u této metody dochdzelo k jevu, ktery piimo ilustruji obr.
(L.22) a (1.23)), kdy na pocdtku casového intervalu hodnota skupenstvi ledu klesne pod hod-
notu —1. Ndsledné po néjaké dobé zacne riist, piejde dolni mez intervalu [—1,1] a po uplynuti
casu prejde dokonce i horni mez +1 (coZ odpovida okamZiku, kdy led roztaje). Ndsledné po
krdtké dobé zacne opét klesat a aZ do konce casového intervalu se bliZi shora k hodnoté +1.
Znamend to tedy, Ze pri pouZiti této metody situace, kdy kviili nehladkosti musime prvky zo-
becnéné Jacobiho matice volit podle vyse uvedeného postupu, nastane béhem celého vypoctu
maximdlné dvakrdt. Nicméné pravdépodobnost, Ze v urcitém casovém kroku dostaneme hod-
notu skupenstvi rovné presné —1 nebo +1, je velmi mald nezdvisle na jemnosti sité (kterd je

ddna casovym a prostorovym krokem).
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Zaver

V této praci jsme navrhli nékolik numerickych postupt pro feseni soustav parcidlnich dife-
rencidlnich rovnic s diferencidlni inkluzi. Ndsledné jsme tyto metody aplikovali na konkrétni
model z oblasti termodynamiky, ktery popisuje proces rozmrazovani ¢elniho skla motorového
vozidla, a ukdzali jsme, Ze vSechny tyto metody ddvaji velmi blizké vysledky. Pfi feSeni jed-
nodimenziondlni verze modelu jsme také zjistili, Ze vSechny metody jsou prvniho fddu a s po-
uzitim presnéjSich pomérnych diferenci tyto metody dosahuji az druhého fadu konvergence.
Vyznamnou vyhodou modeli tohoto typu je moZnost zkoumat chovani riiznych numerickych
metod na jejich jednodimenziondlni verzi, kde vSechny vypocty jsou vyrazné jednodussi. Mo-
del feSeny v této prici je také dobrou ukdzkou toho, jakou vyhodu ma implicitni Eulerova
metoda oproti metodé explicitni, kterd vyZaduje Casovy krok imérny druhé mocniné kroku
prostorové diskretizace, coZ se zdsadné projevuje na casové a pamét’ ové narocnosti vypocta.
U implicitni metody nejsme tolik vazani na volbu velikosti casového kroku, na druhou stranu
v kazdé Casové iteraci musime reSit soustavu obecné nelinedrnich algebraickych rovnic. V pii-
padé naSeho modelu nevyZadujeme velkou presnost vypoctenych hodnot, zejména Casovych
okamzik, kdy led roztaje. Diky tomu nepotifebujeme ve vypoctech pouZzivat pfili§ jemnou sit’,
coZ by mohlo vést k Casové a pamét’ové velmi naroénym vypoctim (zejména ve tfech dimen-
zich). V popsanych matematickych modelech vystupuji fyzikdlni parametry jejichZ hodnoty
nejsme schopni presné stanovit. Zdliraznéme, Ze zatimco nékteré parametry vystupujici v na-
Sem modelu jsou tabulkovymi veli¢inami, hodnoty nékterych jinych parametrt zavisi na kon-
krétni situaci a musi se stanovit experimentdlné (v tomto textu se jednalo hlavné o parametry
o, O, Og a P). Proto by bylo vhodné do budoucna provést detailnéji citlivostni analyzu vzhle-
dem k prislusnym fyzikdlnim parametrim. Vzhledem k tomu, Ze fada teoretickych poznatka
je zaloZena na slabé nebo jinak zobecnéné formulaci uloh podobnych nasemu problému, bylo
by vhodné také navrhnout numerickou metodu, kterd z téchto formulaci vychazi. Nasledné
bychom tuto metodu porovnali s metodami zminénymi v textu (konkrétné jejich kvalitativni

vlastnosti). Dale bychom srovnali ziskand pfibliZna feSeni a narocnost vypoctu.
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