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Abstrakt

Préce se zabyva vyuzitim semidefinitniho programovani v kombinatorické op-
timalizaci. V prvni ¢asti je shrnuta teorie, ktera je potfebna k préaci v této ob-
lasti. V ¢asti druhé se zabyvame Shannonovou kapacitou grafu, Lovaszovou ¢
funkci a tlohou maximalniho fezu. Zminéné algoritmy jsou implementovany
a testovany v programovacim jazyce Python 3.
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Abstract

Thesis deals with semidefinite programming in combinatorial optimization.
The first part is summarizes the theory needed to work in this field. In the
second section we are dealing with Shannon capacity of the graph, Lovasz
9 function, and with MAX CUT problem. The mentioned algorithms are
implemented and tested in the Python 3 programming language.

Keywords

combinatorial optimization; semidefinite programming; vector programming;
approximation algorithm; Shannon capacity of the graph; Lovast 9 function;
MAX CUT; MAX k-CUT; capacited MAX k-CUT.
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Uvod

Matematické programovéani (optimalizace) se zabyva hledanim optiméalnich
feSeni matematickych modeltu. Modely, ve kterych se vyskytuji pouze linearni
funkce se zabyva linearni programovani. Zacatky linearntho programovani
jsou spojeny s druhou svétovou valkou. George Dantzig, ktery mél na sta-
rosti vyvoj logistickych planu na strané amerického letectva, v roce 1947 vy-
myslel Simplexovou metodu. S podobnym konceptem prisel uz diive v roce
1939 Leonid Kantorovic, ale na jeho praci bohuzel nikdo nenavazal. Dalsi
slavna jména, kterd stoji za zminku v souvislosti s linedrnim programovanim
jsou John von Neumann, Albert Tucker, Harold Kuhn a spousta dalsich.
Relativné nova oblast optimalizace se nazyva semidefinitni programovani,
kterou dobfte charakterizuje nazev ¢lanku z roku 1981 s ndzvem Linear Pro-
gramming with Matriz Variables od Cravena a Monda. Pokud méame op-
timalizaéni problém, ve kterém feSeni jsou vyjadifena pomoci diskrétnich
proménnych, pak hovorime o problému kombinatorické optimalizace. K feseni
téchto problému se v poslednich cca 30 letech rozsitilo semidefinitni progra-
movani, které se vyuziva napt. u Shannonovy kapacity grafu, studia rezu,
problému obchodniho cestujicitho a dalsich. Pro dalsi historické informace
souvisejici s optimalizaci doporuc¢uji zdroj [19], ze kterého bylo ¢erpano.



Pouzité znaceni

G = (V, E) — neorientovany graf s mnozinou vrcholi V' a mnozinou hran F
G = (V,E) — doplnék grafu G

uv € F — hrana mezi vrcholy v a v

a(G) — nezéavislost grafu G

X(G) — chromatické ¢islo grafu G

|z|| = \/23,...,22 — norma vektoru x

(x,y) = 2Ty = 21y1 + - - + Ty, — skaldrni soucin vektort z a y v R"
Tr A=), a; — stopa matice A

dom f — defini¢ni obor funkce f

span {zi,...,x,} — linearni obal vektoru z1,...,x,

rank A — hodnost matice A

Spn—1={x € R" | ||z|| = 1} — jednotkovd sféra v R"

A ® B — Kroneckeruv souc¢in matic A a B



Céast I

Optimalizace



Kapitola 1

Zakladni geometrické pojmy

Kapitola je zpracovana z 2] a [15].

1.1 Primky a tusecky

Méjme dva body zq,xs € R™ takové, ze x1 # x5 a parametr § € R. Potom
vyraz

y=0x+ (1 —0)x, (1.1)
popisuje primku prochazejici body z; a z5. Pro § = 0 dostavame bod x5
a pro # = 1 bod z;. Omezime-li # na interval (0, 1), dostaneme tsecku
s koncovymi body x; a x5. Vyraz lze prepsat do tvaru

Yy =9+ 0(x1 — x2),

ktery muzeme interpretovat jako soucet pocatecniho bodu zs a néjakého
nasobku smérového vektoru x; — xs.

1.2 Afinni prostory

Rikdme, ze C C R” je afinni prostor, jestlize pifmka prochézejici libo-
volnymi dvéma ruznymi body z C' lezi cela v C'. Tedy C' obsahuje linearni
kombinace libovolnych dvou bodu z C, jestlize soucet koeficientu linedrni
kombinace je roven jedné. To lze zobecnit i pro vice nez dva body. Linearni

kombinace 61x; + - -+ + Opxy bodu xy,...,x, takova, ze 0y + --- + 0, = 1,
se nazyva afinni kombinace bodu z1,...,z;. Indukci z definice afinniho
prostoru lze snadno ukazat, ze pokud C je afinni mnozina, z1,...,x, € C

ath+---+0, =1, potom bod 0,2, + --- + Opx, € C.
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Necht C je afinni prostor a xy € C, potom mnoZina
V=C—-xy={z—x9|ceC}

je linearni vektorovy prostor, tj. mnozina, kterd je uzaviena na scitani
a nasobeni skaldrem.
Afinni prostor C' lze vyjadrit jako

C=V+azy={v+axy|veV},

kde V' je vektorovy prostor a xy je pocatek. Poznamenejme, Zze vektorovy
prostor V' asociovany s afinnim prostorem C' nezavisi na volbé pocatku x.
Dimenze afinniho prostoru C' = V + z( je definovana jako dimenze vekto-
rového prostoru V' = C — xg, kde xq je libovolny prvek z C. Mnozina vSech
afinnich kombinaci bodu mnoziny C' C R" se nazyva afinni obal mnoziny
C. Afinni obal mnoziny C' budeme znacit

aﬂ'C:{glw1+...+6kxk|:E1,...,£Ek€0,91+"‘+9k:1}'

Afinni obal je nejmensi afinni prostor, ktery obsahuje mnozinu C'. Tedy,
jestlize S je afinni prostor takovy, ze C C S, potom aff C' C S. Definu-
jeme relativni vnitiek mnoziny C tak, ze

relint {z € C'| B(z,r)Naff C C C pro néjaké r > 0},

kde B(z,r) ={y [ ly — =] <r}.

1.3 Konvexni mnoziny

Rikdme, ze mnozina C' je konvexni, jestlize tisecka mezi libovolnymi dvéma
body z C' lezi také celd v C. Jinak feceno, jestlize pro libovolné dva body
11,15 € C alibovolné 6 € (0,1) plati, ze 6z, + (1 —60)zy € C. Poznamenejme,
ze kazdy afinni prostor je zaroven konvexni mnozinou. Podobné jako afinni
kombinaci definujeme konvexni kombinaci bodu z, . ..,z jako 1z1+- - -+
Orrp, kde 01+ ---4+0, =1,0, >0proi=1,... k. Konvexni obal mnoziny
C' je mnozina vsech konvexnich kombinaci bodi z mnoziny C, znacime

conv C ={bhx1+ - +0xy |2, € C,0, >0,i=1,.... k60 + -+ 0, =1}.

Analogicky, konvexni obal mnoziny C' je nejmensi konvexni mnozina, ktera
obsahuje mnozinu C. Pro predstavu viz obrazek [L.1]
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(a) Mnozina bodu C

(b) conv C

Obrazek 1.1: Konvexni obal mnoziny

1.4 Kuzely

Mnozina C' se nazyva kuzel, jestlize pro kazdé = € C a 6 > 0 plati, ze
Ox € C. Je-li C' navic konvexni, pak se C' nazyva konvexni kuzel. Tedy
C' je konvexni kuzel, jestlize pro libovolné x1, 2, € C' a 6,05 > 0 plati, ze
012140229 € C. Rikéme, ze bod ve tvaru 61z, +- - -+ 0rxp, kde 61, ..., 0, >0
je kuzelovou kombinaci bodu z1, ..., z;. Dale, pokud z; lezi v konvexnim
kuzelu mnoziny C', potom libovolna kuzelova kombinace bodu x; lezi rovnéz
v konvexnim kuzelu mnoziny C'. Plati, ze mnozina C' je konvexni kuzel prave
tehdy, kdyz C' obsahuje vSechny kuzelové kombinace svych bodu. Kuzelovy
obal mnoziny C' je mnozina, ktera obsahuje vSechny kuzelové kombinace
mnoziny C| tj.

cone C = {0yxy + -+ gy |2, €C, 0, >0,i=1,... k}.

Kuzelovy obal mnoziny C' je zaroven nejmensi konvexni kuzel, ktery obsahuje
mnozinu C. Pro predstavu viz obrdzek
Kuzel C' nazyvame bodovy kuzel, jestlize

(reCN—2zel) = x=0.
Dualni kuzel C* ke kuzelu C' je mnozina
C*={y|(z,y) =0 proz € C}.

Rikdme, ze kuzel C' je samodudlni, jestlize C' = C*.
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(a) Mnozina bodu C

(b) cone C

Obrazek 1.2: Kuzelovy obal mnoziny

1.5 Nadroviny a poloprostory
Nadrovina je mnozina ve tvaru
{z|a"z =0},

kde a € R", a # 0 a b € R. Analyticky na nadrovinu nahlizime jako na
mnozinu vSech feSeni linedrni rovnice. Geometricky zase jako na mnozinu
vsech bodu takovych, ze maji konstantni skalarni sou¢in s normalovym vek-
torem a. Konstanta b znac¢i posunuti nadroviny od poc¢atku. Nadrovinu také



KAPITOLA 1. ZAKLADNI GEOMETRICKE POJMY 10
muzeme vyjadrit jako
{z|a"(z —20) =0} =9+ {v]|a'v=0},

kde z je libovolny bod této nadroviny a {v | aTv = 0} je mnozina vsech vek-

toru, které jsou kolmé k normélovému vektoru a. Nadrovina je tedy mnozina,

ktera obsahuje bod xy a libovolny bod ve tvaru xy+ v, kde v je vektor, ktery

je kolmy k normalovému vektoru a. Pro ilustraci v R? viz obrazek [1.3a]
Nadrovina déli R™ na dva poloprostory. Mnozina

{x | aTxgb}, resp. {x | a"x <b},

kde a # 0 se nazyva (uzavieny) poloprostor, resp. otevieny poloprostor.
Je to tedy mnozina vSech feseni linedrni nerovnice. Podobné jako nadrovinu,
muzeme poloprostor vyjadrit ve tvaru

{z | a"(z — x0) <0}, resp. {z|a"(z —z0) <0},

kde a # 0 a z¢ je libovolny bod z nadroviny {x |aTe = b}. Poloprostor tedy
obsahuje bod z a libovolny bod zy + v, kde v je vektor, ktery s vnéjsim
normalovym vektorem svird tupy nebo pravy thel. Tato interpretace je v R?
ilustrovana na obrazku Jesté poznamenejme, ze poloprostory jsou kon-
vexni mnoziny, ale samozrejmé nejsou afinni.

1.6 Polyedry a polytopy

Polytopy jsou zobecnénim konvexnich mnohouhelniku v roviné do vice di-
menzi. Polytop v R? je konvexni mnozina, kter4 je ohrani¢ena kone¢né mnoha
konvexnimi mnohothelniky (ptikladem polytopt v R? jsou napt. Platénska
télesa). Na takovou mnozinu je mozné nahlizet dvéma zpusoby. H-polyedr je
prunik konec¢né mnoha uzavienych poloprostoru v R". H-polytop je ome-
zeny H-polyedr. V-polytop je konvexni obal kone¢né mnoha bodu v R™.
Nasledujici veta tika, ze H-polytop a V-polytop jsou matematicky ekviva-
lentni mnoziny.

Veéta. [15] Kazdy V-polytop je H-polytop. Kazdy H-polytop je V-polytop.

Poznamenejme, ze V-polytop a H-polytop jsou sice ekvivalentni mnoziny,
ale z algoritmického hlediska je velky rozdil, zda pracujeme s bodovou mnozinou,
nebo s uzavienymi poloprostory. Pro ilustraci: méjme linedrni funkci, kte-
rou chceme minimalizovat na daném polytopu. Pro V-polytop se jedna o
trividlni problém, protoze staci pro kazdy bod z mnoziny V urcit hodnotu
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Xo
r

a'x=b

(a) Nadrovina

(b) Poloprostor

Obrazek 1.3: Nadrovina a poloprostor v R

dané funkce a vybrat minimum. Na druhou stranu pro H-polytop se jedna o
netrivialni problém, kterym se zabyva linedrni programovani. Déle nebudeme
rozliSovat mezi V-polytop a H-polytop a budeme mluvit jen o polytopu. A
o H-polyedru budeme mluvit jen jako o polyedru.

Dulezity fakt, ze kazdy polyedr je koneéné generovany, rikd Minkowského-
Weylova véta.

Véta (Minkowski-Weyl). [1] P C R™. Potom
P = conv(uy,...,u,)+ cone(vy,. .., vy),

kde u;, v; jsou extremdlni vrcholy P prdvé tehdy, kdyz P = {x € R" | Az < b}, A €
Rm™*_ ) € R™.



Kapitola 2

Konvexni optimalizace

Kapitola je zpracovéana z [2].

2.1 Obecna podminéna tloha

inf f(z)
gi(x) <0,i=1,....m (2.1)
hi(z) =0,i=1,...,p

Hleddme z € R", které minimalizuje f(x) (pro maximalizaci minimalizu-
jeme — f(x)), vzhledem k omezenim g;(x) a h;(z). Proménné z iikdme opti-
malizaéni proménnd, funkci f(z) fikdme cenova nebo ticelova funkce.
Vyrazy g;(z) < 0 jsou omezeni typu nerovnosti a h;(x) = 0 jsou omezeni
typu rovnosti. Rikdme, Ze problém [2.1je 1iloha nepodminéné optimali-
zace, jestlize m = p = 0. Jinak se jednd o ilohu podminéné optimalizace.
Defini¢ni obor D tlohy [2.1] je

D= ﬁdom gi N ﬁdom h;.
i=1 i=1

Rikéme, ze bod 2 € D je piipustny, jestlize spliiuje véechna omezeni g;(x) <
0 a h;i(z) = 0. Uloha je pripustna, jestlize existuje alespon jeden bod
x € D, ktery je pripustny. Mnozina vSech pripustnych bodu x € D se nazyva
pripustna mnozina. Optimalni hodnota f* ulohy je definovana jako

ff=inf{f(z)] g(z) <0,i=1,...,mhi(zx)=0,i=1,...,p}.

12
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2.2 Konvexni podminéna dloha

inf f(z)
alr="b,i=1,...,p

Oproti obecné tloze jsou funkce f(x),g;(x) konvexni a funkce h;(x) =

al'x — b; jsou afinni. P¥{pustnd mnozina takové tilohy je konvexni mnozinou.

2.3 Lagrangeova dualita

Méjme tlohu s D # (. Zobrazeni L : R™ x R™ x R? — R takové, ze

Lz ) = f(2) + ZAzg, + 3 uhilo) (23)

se nazyva Lagrangeova funkce. Deﬁmcm obor dom L = D x R™ x RP.
Vektory A = (A1,..., ) a = (pu, ..., Hp) nazyvame dudlni proménné
a prvkum téchto vektoru rikdme Lagrangeovy multiplikatory. Déle defi-

nujeme dualni funkci
d: R" xR - R

jako infimum Lagrangeovy funkce L pfes vSechna x € D. Tedy

A0\ ) = inf L(z, 1) = inf (f(w) £ hgla) + Zuim@:)) . (24)

€D

Poznamenejme, ze dualni funkce je konkavni bez ohledu na to, zda je
uloha konvexni a je-li L zdola neomezend v proménné x, potom duélni funkce
nabyva hodnoty —oc.

Dolni odhad na f*
Necht 7 je pifpustny bod. Pro A > 0 je

Z&gz +Zuz i

Potom pro Lagrangeovu funkc1 muzeme psat

L(x)\u +Z)\zgz +ZH2 i )

A tedy pro dudlni funkci plati
d(A p) = inf Lz, A, p) < L(7, A p) < (7).
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Duadlni dloha

V casti jsme si ukazali, ze dualni funkce dava dolni odhad na optimalni
hodnotu f* tlohy [2.1] Stdle jsme si ale netekli, jaky je nejlepsi dolni odhad,
ktery pomoci dualni funkce jsme schopni dostat. To nas dostava k nasledujici
optimalizacni tloze.

sup d(A, 11)

A>0 (2.5)

Uloze se k4 Lagrangeova dudlni uloha piislusna k uloze , kte-
rou nazyvame primarni alohou.

Slaba dualita

Optimalni feseni Lagrangeovy dudlni tlohy oznac¢ime d*, které je uz z definice
nejlepsi dolni odhad na optimalni feSeni primarni ulohy f*. Tato nerovnost
plati i pokud priméarni 1loha neni konvexni. Této nerovnosti rikame slaba
dualita. Rozdil optimalnich feseni f* — d* oznacujeme jako optimalni du-
alitni rozdil primarni ilohy. Poznamenejme, ze optimalni dualitni rozdil je
vzdy nezaporny.

Silna dualita a Slaterova podminka

Pokud je optimalni dualitni rozdil f* — d* = 0, pak fikame, Ze plati silnd
dualita. Silna dualita obecné neplati, ale pro primarni tlohu, ktera splnuje
néjaké dalsi podminky to mozné je. Témto podminkam se fikd podminky
kvalifikace omezeni. Jednou takovou je Slaterova podminka

dz €relint D: g;(z) <0,i=1,...,m, Az =b.

Bodu x € D, ktery splnuje Slaterovu podminku, fikdme, Ze je striktné
pripustny, protoze omezeni typu nerovnosti jsou ostré. Pokud jsou nékteré
funkce g; afinni, muzeme Slaterovu podminku modifikovat. Necht tedy g, . .., gk
pro k < m, jsou afinni funkce. Potom modifikovana Slaterova podminka
ma tvar

drerelint D: g;(z) <0,i=1,...,kg(z)<0,i=k+1,...,m, Ax =b.
Pro tlohu 2.2] plati nasledujici véta.

Véta (Slaterova). Necht primdrni tiloha je konvexni a plati (modifikovand)
Slaterova podminka, potom f* = d*.



Kapitola 3

Linearni programovani

Kapitola je zpracovana z [1], [6] a [24].

3.1 Primarni uloha

Ulohou linedrniho programovani rozumime minimalizaci nebo maximalizaci
linearni ucelové funkce vzhledem k afinnim omezenim, kde tato ome-
zeni jsou dana soustavou linearni rovnic a nerovnic. Ulohu linedrniho pro-
gramovani lze formulovat v nékolika ekvivalentnich tvarech, které se lisi
zaddnim omezeni. Uloha v kanonickém tvaru m4 své omezen{ ddna sou-
stavou linearnich nerovnic Az < b. Tedy

max {c'z | Az < b,z >0}, (LP-P)

kde A € R™" b € R", = € R" a ¢ € R". Piripustna mnozina feSeni
je prunikem poloprostoru, které jsou definovany soustavou nerovnic Az < b
a nezaporného ortantu, tj. mnoziny {z € R" | z; > 0,i=1,...,n}. Obé
tyto mnoziny jsou konvexni a tedy i jejich prunik je rovnéz konvexni mnozina.
Dale, protoze pripustnou mnozinu mame popsanou soustavou kone¢né mnoha
linedrnich nerovnic, geometricky se na tlohu [LP-P] divdme jako na maxima-
lizaci linearni funkce ptes polyedr, ktery je definovan touto soustavou.

Priklad. Méjme nasledujici maximaliza¢ni ilohu.
maxri + Is
—x1+ 315 < 4
4y — 29 <6
x> 0.

(P1)

Pi{pustnd mnozina feseni je zobrazena na obrézku [3.1] Reenim tlohy je
vektor x* = (2,2) s cenou 4.

15
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Obrazek 3.1: Pripustna mnozina feseni k 1loze

3.2 Dualita

Pomoci Lagrangeovy duality odvodime dudlni dlohu k primérni dloze [LP-P]
Mame tedy optimalizac¢ni tlohu

min{—ch | Ax < b,z > 0} )
Pro ni vytvorime Lagrangeovu funkci
L(z,\) = —c'z + A\ (Ax — b) — Mo
— A+ (AN —c— )"z
7 Lagrangeovy funkce piejdeme k dudlni funkci
d(\) = i:;lf L(z, \)
= inf 0" A+ (ATA—c =)' 2

B {—bT)\ pokud ATA — ¢ — A =0,

—o0  jinak.
Tu nakonec pouzijeme v dudlni tloze

max {—b"A | ATA —c— A =0}
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max{—bT/\ | ATA >, A > O}
min {6\ | A"A > ¢, A > 0} (LP-D)
Dostévame tedy dudlni dlohu [LP-D]k primarni tloze [LP-P}
Piiklad. Dualn{ tiloha k [P1] je v nasledujicim tvaru.

min 4y, + 6y,

—y1 +4ys > 1 (P2)
3y —yp > 1
y > 0.

Pripustnd mnozina feSeni je zobrazena na obrazku . Resenfm tlohy je
vektor y* ~ (0.4546,0.3636) s cenou 4.

Obrazek 3.2: Piipustna mnozina teseni k tloze

Vsimnéme si, ze v ptikladech a maji feSeni x* i y* stejnou cenu.
To neni nahoda a tento fakt je obsahem silné véty o dualité linearniho pro-
gramovani, kterou dokazal v roce 1947 John von Neumann. Zacneme slabou
vétou o dualité linearniho programovani.

Véta (Slabd véta o dualité.). Nechf T je pripustné 7‘6§em/ a1y je
pripustné reseni[LP-D Potom & < b7j.
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Tedy kazdé pifpustné feSeni ¢ dudlni lohy ndm d4va horni odhad
na maximum ucelové funkce primérni tlohy [LP-P| Graficky muzeme slabou
vétu o dualité interpretovat jako na obrazku(3.3l Zatim tedy nevime, zda vzdy
existuji pripustna (optimélni) feSeni x* pro tlohu a y* pro ﬁlohu
pro kterd plati ¢fz* = bTy*. Kladnou odpovéd dostaneme z jiz zminéné silné
véty od dualité.

Obrézek 3.3: Slaba véta o dualité.

Véta (Silnd véta o dualite.). Jestlize ulohy |LP-F a |LP-D| maji pripustnd
reseni. Potom

max{ch | Axgb,xZO} :min{bTy|ATyZC,y20}.

Se znalosti silné véty o dualité muzeme obrazek [3.3|upravit na obrédzek[3.4]

Obrazek 3.4: Ceny pripustnych feseni primarni a ptislusné dualni tlohy.

3.3 Komplementarni skluzovost

Pro odvozeni tzv. podminky komplementarni skluzovosti nejprve prevedeme
tlohy [LP-P]a[LP-D]do jinych tvara. V primérni dloze povolime x € R™. Tedy
primérni uloha je ve tvaru

max {c’z | Av < b}. (LP-P2)

A prislusna dudlni uloha je ve tvaru

min {b"y | ATy =c,y > 0} . (LP-D2)

Necht 7 je pfipustné feseni a z* je optimalni feSeni tlohy [LP-P2| 7 je
pifpustné fesen{ a y* je optimdln{ feSen{ dlohy [LP-D2] Dualitni rozdil i
a 7 je ¢islo b7y — ¢T'% > 0. Ze silné véty o dualité samoziejmé plyne, 7ze
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pro optimalni feSeni z* a y* je dualitni rozdil roven 0. Vyjdeme z dualitniho
rozdilu optimalnich feSeni.

by —cla* = y*Tb — y*TAx* = y*T (b— Ax™) = 0.

Posledni rovnost prepiSeme maticove

bl a1y e QA1n l’i O
i w2 ] | : =
b Am1 - Qmn| |2 0
Dostédvame tedy soustavu rovnic y; (b; — a; x*) = 0, kde i = 1,...,m. Tedy

bud y; = 0 nebo b; — a;ex* = 0 (a4 znaci i-ty fddek matice A). Podminka
komplementarni skluzovosti je splnéna, jestlize pro pripustna feseni z,
plati bud §; = 0 nebo b; —a;eZ = 0,7 = 1,..., m. Pokud nastane b; —a;e% = 0,
potom tikame, ze vazba a; * < b; je aktivni.

Véta. Necht 7 je pripustné reseni |LP-PZ a § je pripustné veseni |LP-D2.
Potom x,9 jsou optimalni prdave tehdy, kdyz plati podminka komplementarni
skluzovosti.



Kapitola 4

Semidefinitni programovani

Kapitola je zpracovéana z [1], [3], [20], [21] a [24].

Na semidefinitni programovani se muzeme divat jako na zobecnéni linearniho
programovani, kde proménné jsou symetrické matice, namisto vektoru. Jedna
se tedy o optimalizaci linearni funkce vzhledem k tzv. linedrnim maticovym
nerovnostem (viz dale).

4.1 Vsuvka z linearni algebry

Pozitivné definitni matice

Pracujeme s redlnymi symetrickymi maticemi S = S7. Ty maji vsechna
vlastni ¢isla redlnd a nékteré z nich maji zajimavou vlastnost, ze vsechna
jejich vlastni ¢isla jsou kladna. Takovym maticim fikame, Ze jsou pozitivné
definitni. Alternativni definici je, Ze matice S je pozitivné definitni, jestlize
27 Sz > 0 pro vSechny nenulové vektory .

Priklad.

2T Sy = [:L‘l 1'2:| Lzl ;ﬂ Ej = 2%% + 8x129 + 9x§

Je pro vsechny z nenulové 7Sz > 0?7 Ano, protoze muzeme vyraz piepsat
na soucet Ctvercu

o' Sz = 223 + 8717y + 95 = 2(wy + 2m9)* + 5.

Ukazeme si nékolik kritérii, jak otestovat pozitivni definitnost dané ma-
tice.

20
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Véta. [20] S = ST je pozitivné definitni, jestlize ji lze napsat jako S = AT A
pro néjakou matici A, kterd md linedrné nezdvislé sloupce.

Diikaz.
v’ Sz = 2T AT Ax = (Ax)T(Az) = ||Az|> > 0
|Az||? > 0, jestlize sloupce matice A jsou linedrné nezavislé. O
Priklad.
2 3 4 11
S=1|35 7 :12&;;]:,4%4
4 7 10 1 3

A ma4 linedrné zavislé sloupce. Vezméme vektor x = (1, -2, 1). Plati
27 Sz = 2T AT Ax = (Ax)T Az = 0,

tj. existuje nenulovy vektor x, pro ktery 27 Sz = 0. Tedy S neni pozitivné
definitni.

Dalsim testem je tzv. Sylvesterovo kritérium. Vedouci hlavni minor
¢tvercové matice A je determinant podmatice, kterd vznikne z matice A
vynechanim poslednich nékolika jejich fadku a sloupcu.

Véta. [20] S = ST je pozitivné definitni, jestlize vsechny vedouci hlavni
manory S jsou kladné.

Priklad.

3 4
S = [4 6},D1:3,D2:3~6—4~4:2

Vedouci hlavni minory Dy, Dy > 0, tj. matice S je pozitivné definitni.
A posledni, které si uvedeme, souvisi s Gaussovou eliminaci.

Véta. [20] S = ST je pozitivné definitni, jestlize jsou vSechny pivoty pri
Gaussové eliminaci kladné.

3 4 3 4 2
S_ |:4 6:| ~ |:0 §:|7p1_37p2_§

Priklad.

Pivoty p1,ps > 0, tj. matice S je pozitivné definitni.
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Pozitivné semidefinitni matice

Pro pozitivni semidefinitnost modifikujeme predchazeji definice a tvrzeni pro
pozitivné definitni matice. VSechna tvrzeni by se samoziejmé méla dokazat,
ale uvedeme je jen bez dukazu.

1. S = ST je pozitivné semidefinitni, jestlize véechna jeji ¢isla jsou nezdporna.

2. S = ST je pozitivné semidefinitni, jestlize 27 Sz > 0 pro véechny nenu-
lové vektory .

3. [20] S = ST je pozitivné semidefinitni, jestliZe lze napsat jako S = AT A
pro néjakou matici A.

4. [20] S = ST je pozitivné semidefinitni, jestlize vechny vedouci hlavn{
minory S jsou nezaporné.

5. [20] S = ST je pozitivné semidefinitni, jestlize jsou vSechny pivoty pii
eliminaci nezaporné.

Pozitivné semidefinitni kuzel

Mnozinu vSech symetrickych matic radu n zna¢ime S™, mnozinu vSech pozi-
tivné semidefinitnich matic radu n znacime S a mnozinu vsech pozitivné de-
finitnich matic fadu n znacime S%_ . ST je uzavieny, konvexni, bodovy kuzel,
ktery je navic samodudlni a jako vnittek ma S%_ (vice viz |11]). Mnozinu S7
nazyvame pozitivné semidefinitni kuzel.

Spektraedry
Definujeme tzv. Lownerovo castecné usporadani
A= B <= A-BecS],

tj. matice A — B je pozitivné semidefinitni. Linearni maticova nerovnost
(LMI) je ve tvaru

AQ + Z AZJTZ t 0,
i=1
kde A, e S".
Mnozina S C R", ktera je definovana pomoci koneéné mnoha LMI, se
nazyva spektraedr. Tedy

S = {(Il,,l’m)ERm‘Ao—FZAﬂIZEO}
=1
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pro néjaké symetrické matice Ag,..., A, € S™.

Muzeme si vSimnout analogie s definici polyedru, ktery je piipustnou
mnozinu pro linearni program. Podobné spektraedr je pfipustnou mnozinou
pro semidefinitni program.

Geometricky je spektraedr definovan jako prunik pozitivné semidefinitniho
kuzelu S% a afinntho podprostoru span {4y, ..., A, } posunutého do Ay.

Spektraedry jsou uzaviené mnoziny, nebot LMI je ekvivalentni nekonec¢né
mnoha skaldrnfm nerovnostem ve tvaru v’ (Ag + Y%, A;z;)v > 0, jednu pro
kazdou hodnotu v € R".

Vzdy muzeme nékolik LMI | scucnout” do jedné. Staci zvolit matice A;
blokové diagonalni. Odtud snadno vidime, ze polyedr je specidlnim piipadem
spektraedru. Polyedr bude mit vSechny matice A; diagonalni.

Priklad.

r+1 0 Y
(z,y) €ER* | A(z,y)=| O 2 —z—1| =0
Y —x—1 2

4.2 Primarni uloha

Semidefinitni program je linedrni optimaliza¢ni problém pfes spektraedr.
Primarni ulohu ve standardnim tvaru muzeme napsat jako

inf {(C, X) | (A, X) =bii=1,...,m; X = 0}, (SDP-P)

kde C,A; € 8", (X,Y) = Tr(XTY) = 37, X;;Y;; a X € S™ je proménnd,
nad kterou provadime minimalizaci.

Priklad.
inf 2 1 7 Ti1 Ti2 10 7 T Tip|\ _ 7 Ti1 T12 =0
10 T12 T22 01 T12 T22 T12 T22
(P3)
Po tdpraveé

inf {2.1'11 -+ 21’12 L1y Top

it Ty = 1, {xu xu} > O}.

Jak vypada piipustnd mnozina? Pouzijeme Sylvesterovo kritérium, tj.
2
11 2 0,211290 — 275 = 0.

7 LMI vyjadiime x99, tj.
Tog = 1— I11-
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Dosadime do pfechoziho a dostaneme
w11 > 0,201 (1 —211) — 255 > 0.
Po dpraveé
1)? 1
11 >0, <1’11 — 5) + a2, < 1

Vidime tedy, Ze piipustnd mnozina (zobrazena na obrazku [4.1)) je kruh s po-

lomérem 1 a se stfedem v bodé (711, 12) = (3,0). Resenfm tlohy je matice

X% 0.1464 —0.3536
~ 1=0.3536  0.8536

s cenou ~ —0.4142.

00 02 04 08 08 1o
xu

Obrazek 4.1: Pripustna mnozina feSeni k 1loze

4.3 Dualita

Dudlni dloha

Podobné jako u linedrniho programovani pouzijeme Lagrangeovu dualitu
k odvozen{ dudlni dlohy k [SDP-P] Lagrangeova funkce je ve tvaru

L(X A 2) = (C.X) = YA (40 X) —b) — (2.X).
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K ni dudlni funkce

d(\,Z) = inf L(X,\ Z) =

Xesn

{ATb L C= A - Z =0,

—00 ... jinak.

Duélni funkei pouzijeme v dualni 1loze

sup {)\Tb | C=> XA = o} : (SDP-D)

i=1

kde A = (Aq,..., Ap) je dudlni proménné.

Dostali jsme duélni ilohu k tloze

Slaba dualita semidefinitniho programovani

Vztah mezi primarni a dudlni ilohou je stejné jako u linearniho programovani
takovy, Ze feseni jedné tlohy lze pouzit jako odhad na tlohu druhou. Necht
X je libovolné pripustné feseni primarni ulohy a y je libovolné pripustné
feseni dudlni ulohy. Potom

m

(C,X) = by =(C,X) = > yilA, X) = <c - iAiyi,X> >0. (4.1

i=1

Za pozornost stoji posledni nerovnost, ktera plyne z toho, ze skalarni soucin
dvou pozitivné semidefinitnich matic je nezdporny. Odvozeni je néasledujici.
Méjme dvé matice S, T > 0. Matici S muzeme napsat jako soucet ,rank one*
matic. Ozna¢me rg = rank S, tj.

rs rs
i=1 i=1
Déle se podivame na soucin 1" - S;. Tedy proi =1,...,rg plati
T- Sz = /\lS?TSz Z 0,

kde nerovnost plyne z toho, ze matice T je pozitivné semidefinitni.
O nerovnosti se mluvi jako o slabé dualité semidefinitntho progra-
movani.
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Silna dualita semidefinitniho programovani

Véta (podminka optimality). Necht X je pripustné reseni tilohy
a y je pripustné tesent ulohy [SDP-D| takovd, Ze spliuji podminku (komple-

mentdrni skluzovosti)
i=1

Potom X je optimdlni resent ulohy[SDP-P ay je optimdlni resent ilohy[SDP
(DL

Obracena implikace sama o sobé neplati, coz znamena, ze obecné dualitni
rozdil u semidefinitniho programovéani neni nulovy. Musime ptidat podminku
kvalifikace omezeni, kterou je naptiklad jiz zminénd Slaterova podminka. Ta

je pro tulohu [SDP-P| ve tvaru X > 0 a pro tlohu [SDP-D] ve tvaru C' —

Véta (silnd dualita semidefinitniho programovani). Necht 1iloha a
iloha[SDP-D jsou strikiné pripustné. Potom dualitni rozdil jejich optimdlnich
reseni je nulovy.

4.4 Vektorové programovani

Méjme n vektorovych proménnych vy,...,v, v R". Vektorovy program
je problém optimalizace linearni funkce skaldrnich sou¢int (v;, v;), vzhledem
k linearnim omezenim na tyto skalarni souciny.

Nyni ukazeme, ze vektorové programy jsou ekvivalentni semidefinitnim
programim. Necht tedy V je vektorovy program s vektorovymi proménnymi
v1,...,v, v R" a S je pifslusny semidefinitni program s n? proménnymi
Yij, kde hodnota y;; odpovida skaldrnimu souc¢inu (v;, v;). Matice Y je navic
pozitivné semidefinitni. Potom plati nasledujici véta.

Véta. (21 Vektorovy program V je ekvivalentni semidefinitnimu programu

S.
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Kombinatorické tulohy
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Kapitola 5

Shannonova kapacita

Kapitola je zpracovana z [7] a citovanych ¢lanku, ze kterych jsou ,ziejma“
tvrzeni vice rozepsana.

5.1 Formulace tlohy

Predstavme si komunikac¢ni kanal, kterym posilame zpravy. Tyto zpravy jsou
slozeny ze symbolu néjaké konecné abecedy. Vlivem Ssumu mohou byt nékteré
symboly druhou stranou Spatné interpretovany a nasim cilem je vybrat co
nejvétsi mnozinu slov délky k tak, aby zadna dvé odeslana slova nebyla vlivem
tohoto sumu zaménitelna.

Problém si formalizujeme v te¢i teorie grafu. Méjme neorientovany graf
G = (V, E), kde mnozina vrcholu predstavuje symboly z kone¢né abecedy
a dva vrcholy z,y jsou spojeny hranou, pokud vrchol x muze byt vlivem
Sumu zameénen za .

Maximalni pocet nezaménitelnych zprav délky 1 je roven a(G), kde o(G)
znaci velikost nejveétsi nezavislé mnoziny v grafu G. Pro popis delsich zprav
definujeme silny souéin G - H grafi G a H nasledovné

V(G-H)=V(G) xV(H),
EG-H)={(i,u)(j,v) |ij € E(G)Nuwv € E(H)}U
[, w)(v) | ij € B(G) Au=v}U
{(,u)(G,v) [i=jAuwe E(H)}.
Piiklad. Pro graf P, = a — b — ¢ — d — e je silny souc¢in P, - Py zobrazen
na obrazku ze kterého je hezky vidét, ze napt. zprava cd (na obrazku

¢ervené) muze byt zameénéna s be, bd, be, cc, ce, dc, dd a de (na obriazku
oranzové). Podobné pro dalsi zpravy.

28
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Py
C \>>&< |

Obrazek 5.1: Py - P,

Pro jednoduchost budeme silny soucin k kopii grafu G znacit G*. Tedy
a(G*) je maximalni pocet nezaménitelnych zprav délky k. Shannonova ka-
pacita grafu G je definovana jako

O(G) = sup {a(Gk)l/k |k=1,2,...}.

Nevi se, zda pro libovolny graf G existuje viibéc néjaky algoritmus, kterym
bychom urcili hodnotu ©(G). Pfresto je alesponn néco znamo. Pro perfektni
grafy Claude E. Shannon [18] ukézal, ze ©(G) = a(G). To také znamend,
ze pro perfektni grafy 1ze ©(G) urcit v polynomidlnim case. Poznamenejme,
ze perfektni graf je takovy, jehoz chromatické cislo kazdého indukovaného
podgrafu je stejné jako velikost nejvétsi kliky v tomto podgrafu. Piiklady
perfektnich grafu jsou naptiklad bipartitni grafy a hranové grafy. Dalsim kdo
se problémem zabyval byl Laszlé Lovéasz [14], ktery velmi hezkym zptisobem
ukézal, ze kruznice délky 5 ma kapacitu v/5. Na Lovésziv postup se déle
podivame, protoze vede k obecnému hornimu odhadu na O(G).

5.2 O(Cs) =5

Nejprve pottebujeme zavést nékolik pojmu. Tenzorovy soucin vektoru u =
(Ut yuy) av = (v1,...,0,) je

U0V = (ULV, .+« , ULUpy, UV, -+« , UpUpy ) -

Uzitecné bude nasledujici pozorovani, které dava do souvislosti skalarni
a tenzorovy soucin.
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Pozorovani. Necht x,u jsou vektory délky n a y,v jsou vektory délky m.
Potom plati

(zoy)" (wov) = (") (y"v). (5.1)
Dikaz. Leva strana:

T
(fﬁlyh T1Y2, -+ - T1Ym, - - - amnym> (ulvla U1V2, ..., U1V, - - - ,Un'Um) =

T1Y1U1V1 + T1Y2U1V2 + + - - + 1Y U1V + + - + T Y Un U,
Prava strana:

(@ruy + -+ Zpun) - (Y101 + -+ Ynlm) =

T1Y1U101 + T1Y2U1V2 + -+ T1YmU1Vm + -+ TnYmUnUm
]

Meéjme graf G = (V, E), kde V = {1,...,n}. Systém (v1,...,v,) jednot-
kovych vektoru v Euklidovském prostoru takovy, ze

VZ]QE - UiJ_Uj

nazyvame ortonormalni reprezentace grafu GG. Poznamenejme, ze kazdy

graf ma néjakou ortonormalni reprezentaci, napt. 1 — e, ..., n+— e,.
Lemma 1. [14] Necht (uy,...,uy,) je ortonormdlni reprezentace grafu G
a (v1,...,vm) je ortonormdlni reprezentace grafu H. Potom u; o v; je orto-

normdlni reprezentace grafu G - H.

Diikaz. Pouzijeme vztah . (us 0v;)" (uy, 0vy) = (ulug) (vIv) =0 =
ik ¢ E(G)V jl ¢ E(H). 0

Hodnotu ortonormdlni reprezentace (u1, ..., u,) definujeme jako

1
min max 5
c 1=1,..,n (CTUZ')

Vektoru ¢, pro ktery nastava minimum fikdme handle dané ortonormalni
reprezentace.

Déle definujeme funkci ¥(G) jako minimalni hodnotu ptes vSechny orto-
normalni reprezentace grafu G. Ortonormaélni reprezentaci, pro kterou nastava
minumum nazyvame optimalni. Funkci J(G) se iikd Lovaszova theta
funkce a ona je praveé jiz zminénym hornim odhadem na ©(G). Podivejme
se na nékteré jeji vlastnosti.

Lemma 2. [1/]/ 9(G - H) < 9(G)V(H)
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G G- H
3 W) 2w Uy 2 = U 2 Uy
Uz Uo O U] U O =+ Us O Uy,
Un My OV Uy OV =0 Uy O Uy
& U2 $r Ui H

Obréazek 5.2: Lemma

Diikaz. Necht (uy,...,u,) je optimalni ortonormdln{ reprezentace grafu G
s handle ¢ a (v1,...,v,) je optimalni ortonormdlni reprezentace grafu H
s handle d. Pak cod je jednotkovy vektor a plati

1 1 1
J(G-H) < max = max

. 3 g max — 5 = (G)I(H).
ij ((cod)T(uiovj)) i (cTw;)” 7 (dTvy)

Lemma 3. a(G) < Y(G)

Diikaz. Méjme maximalni nezdvislou mnozinu I C V(G) v grafu G a op-
timalni ortonormélni reprezentaci U = (uy, ..., u,) grafu G s handle c. Plati

Vi,jel: i#j = wlu,;.

Maéme tedy systém ortonormalnich vektoru {u; € U | i € I} v R™. Ten rozsitime
na ortonormdlni bazi B. Potom i-t4 soufadnice vektoru ¢ v bazi B je ¢l u;.
Tedy

n

1= le? =37 ("w)”.

i=1
Déle vynechame ptidané vektory do ortonormaélni baze B

n

Z (cTuz-)2 > Z (cTui)Q.

i=1 i€l
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Posledni vyraz prepiSeme
ZI (cTui)2 > |1 rznelln (cTui)2 = a(Q) - I?el}l (cTuz-)2 :
1€

Predchozi vyrazy dame dohromady

. 2
1> a(G)- min (c"w;)”,

a dostavame

1 1 1
a(G) £ —————— = max 5 < max 5 = U(G)
min;es (¢Tu;) el (cTu,;)” — i€ev©) (cTuy)

O

Lemma 4. [14] ©(G) < J(G)

Diikaz. Pro kazdé k plati, ze

a(GF) < I(G*) <V(G)".
Odtud
/alG) < 9(G),
a limitnim prechodem dostavame pozadovanou nerovnost
O(G) = klim vV a(GF) < I(G).

O

Véta 1. [14] ©(Cs) = /5

Diikaz. Ukazeme konstrukci ortonormalni reprezentace grafu Cj, ze které
dostaneme horn{ odhad na ©(Cj). Necht V(C5) = {vy,...,v5} a E(C5) =

{vlvg, VU3, U3Vyq, Vg5, 1111)5}. Mejme vektory u; ve tvaru
- 2w . 2m .
u; = cos?,sm?,z si=1,...,5.

Kazdy vektor u; je svazan s vrcholem v;. Chceme, aby dva vektory, které jsou
piislusné nesousednim vrcholum, byly ortogonélni. Tedy naptiklad (s, u5) =
0. Dosadime

4 4 4
(g, Us) = <(cos g,sin g,z), (1, 0,z)> = CO0S g + 22 =0.
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47
z =4/ —cos—.
5

Definujeme ortonormalni reprezentaci U grafu Cs (projekce do prvni a druhé
soufadnice, viz Obrazek [5.3)) tak, ze

Dostavame tedy

U; = T7i = 17 a57
i
s handle ¢ = (0,0, 1). Dostavame
9(Cs) < (U) = 1 _1—608.%7r
)= T s (cTu;)?  (Tus)? —cosiZ

Do posledniho vyrazu dosadime zndmou hodnotu pro cos 36°.

l—cos%:1+—1+4\/5:5+\/5 NG
—cos & 145 1++5

Dostavame

9(Cs) < V5.

Této ortonormalni reprezentaci se fika Lovaszuv destnik, viz Obrazek
Druhou nerovnost 9(Cs) > /5 dostaneme snadno. Sice a(Cs) = 2, ale

a(C2) = 5. Z ¢ehoz plyne druhd nerovnost. O
uz
u3
2m
5 >U1
Uy
us

Obrazek 5.3: Projekce u; do prvni a druhé souradnice.



KAPITOLA 5. SHANNONOVA KAPACITA 34

=

Yy

Obréazek 5.4: Lovéaszuv destnik.

5.3 Semidefinitni programy pro ¥(G)

Program pro 1/

Prvni formulaci je semidefinitn{ program [7], jehoz Fesenfm je hodnota 1/v/4.

Meéjme graf G = (V, F). Hodnota J(G) je z definice

Y(G) = min¥(U) = min min max ! 5
U U Jlel=1iev(@) (cTu;)

kde U probiha pres vSechny ortonormalni reprezentace grafu G. Pokud se
stane, ze c'u; < 0, potom misto u; budeme dale uvazovat vektor —u;.
Mizeme tedy ptredpokladat, ze Vi € V(G) : cTu; > 0. Potom hodnotu
1/4/9(G) muzeme vyjadiit jako

1 1 .o
= max = max max min ¢’ u;.

IG) U \SIU) U =1V

7, cehoz dostaneme nésledujici vektorovy program

maxt
V’lj € E(G) : <ui,uj) =0
Vie V( (cyu;) >t (VP1)

G):
Vie V(G): |lwl =1
lefl = 1.
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Z vektorového programu dale odvodime semidefinitni program. Bu-
deme uvazovat matici

T

S |
X = ) cC UL ... Uyl ,

I (R

kterd je samoziejme pozitivné semidefinitni. Podminkdm Vi € V(G) : |lw;|| =
L a |c[| =1 odpovidd podminka x;; =1 pro i =0,1,...,n (pro ted budeme
indexovat matici X od 0). Podminku Vij € E(G) : (u;,uj) = 0 pfepiSeme
na

A koneéné posledni podminku Vi € V(G) : (¢, u;) > t prepiseme takto

Dostavame tedy semidefinitni program

max?t

r;=1,i=0,1,....n

Vij € E(G): ;=0 (SDP1)
Vie V(GQ): xo; >t

X = 0.

Program pro 9

V puvodnim ¢ldnku od L. Lovéasze [14] je dalsi semidefinitni program, jehoz
fesenim je piimo hodnota 9(G).

max (X, .J)

Vij € B(G): zi; =0
Tr X =1

X =0,

(SDP2)

kde J je matice samych jednicek.

5.4 v a souvisejici grafové parametry

Zacneme tzv. Sendvicovou vétou a déle se zamérime na grafy C5, C7, Peter-
senuv graf, K5 a Ss.
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Véta 2. [12] Méjme graf G a jeho doplnék G. Potom
o(G) < V(@) < x(G).

a(G) pro vybrané grafy

Je ziejmé, ze pro a(Cs) = 2, a(C7) = 3, a(K;) = 1 a a(S5) = 5. Na
obrazku [5.5] je, pro Petersenuv graf, nezdvisld mnozina velikosti 4. Probirkou
vSech moznosti zjistime, ze vétsi nezavislou mnozinu se ndm najit nepodaii.

Obrézek 5.5: Nejvétsi nezdvisla mnozina v G Fs 5.

X(G) pro vybrané grafy

Doplnék Cs je opét Cs a lichd kruznice ma chromatické ¢islo 3. K5 ma jako
svuj doplnék diskrétni graf, ktery ma chromatické ¢islo 1. U hvézdy S5 dosta-
neme jako doplnék graf s Sesti vrcholy, kde pét z nich tvori uplny graf a jeden
vrchol nema zadného souseda. Takovy graf ma chromatické ¢islo 5. Pro Pe-
tersentv graf je jeho doplnek T, ktery mé x(T5) = 5 (T5 viz Obrézek [5.6)).
Nakonec doplnék k C'; je na obrazku a opét probirkou vSech moznosti
zjistime, ze chromatické cislo je 4.

Y(G) pro vybrané grafy
Difve jsme ukazali, ze 9(C5) = /5 ~ 2.2361. Navic pro liché n [14] plati, ze

)(C,) = n - cos(™)

~ 1+4cos(%) (52)
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Obréazek 5.6: Triangular graf T5.

Obrazek 5.7: Obarveni C5.

Dostéavame tedy, ze 9(C7) =~ 3.3177. Zbylé hodnoty plynou ze sendvicové
véty. V tabulce jsou shrnuty vSechny zminéné hodnoty.

Co vime o O(G)

Shannonova kapacita je zndmd jen pro nékolik mélo grafu. V [18] Shannon
dal dolni odhad na ©(Cs) a az za 23 let Lovész ukdzal pomoci konstrukee,
kterou jsme si ukazali vyse, ze ©(C5) = v/5. Ve stejném clanku je dikaz, ze
kapacita Petersenova grafu G P, je 4. Trividlni piipady S5 a K5 dostaneme
ze sendvicové vety, tj. ©(S5) = 5 a O(K5) = 1. Naopak pro C7 hodnotu
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G | aG) 9G) x(G)
Cs 2 22361 3
Cy 3 33177 4
GP, | 4 4 5
K 1 1 1
Ss 5 5 5

Tabulka 5.1: a(G), 9(G), x(G) pro vybrané grafy.

© nezname. Mame dolni odhad «(C7) = 3 a hornf odhad J(C7) ~ 3.3177.
Lepsi dolni odhad, nez davd a(C7), ukazali Polak a Schrijver [17] tak, ze
pomoci pocitace nasli nezévislou mnozinu v grafu C2 velikosti 367. Z ¢ehoz
dostaneme dolni odhad v/367 ~ 3.2579. Hodnota ©(C+) je tedy nékde mezi

3.2578 < O(C+) < 3.3177.

Poznamenejme, zZe vylepsit dolni odhad na ©(C5;) je vypocetné naro¢na
tiloha. Uz pro € se pomoci formulace

n
max E x;
i=1

VieV: x; €{0,1}

nenajde uzitetna nezavisla mnozina, kterd by méla velikost alespon 108 [22].
K vypoctu byl pouzit framework Gurobi a program po 7 meésicich nasel
pouze nezavislou mnozinu velikosti 102, kterd ddva pouze dolni odhad /102 ~
3.1779.

5.5 Experimenty

Porovndme formulace [SDP1| a [SDP2 které byly naimplementovény ve fra-
meworku Mosek, na lichych kruznicich s presnou hodnotou a déle urcéime
hodnoty ¥ pro ndhodné grafy fadu 30.

5.5.1 Liché kruznice

V tabulce jsou napocitané hodnoty ¥ funkce pro liché kruznice pomoci
formulaci [SDPI| a [SDP2] Tuc¢né jsou zvyraznény cislice, které se shoduji
s pfesnou hodnotou urcenou ze vztahu [5.2]
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m 9(C,) SDP1 SDDP2

5 | 2236067977 2.236068103  2.2360679783

7 | 3.317667207 3.317667960  3.317667207

9 | 4.360089581 4.360089596  4.360089606

11 | 5.386302911 5.386302951  5.386302914

13 | 6.404168562 6.404168697  6.404168562

15 | 7.417148247  7.417149582  7.417148247

121 | 110.494417456  nedobéhlo  110.494417456

Tabulka 5.2: Porovnani implementaci ¥ funkce na lichych kruznicich.

Jednodussi model davéa presnéjsi vysledky a je schopen upocitat
i vétsi ulohy. Nepfesnosti jsou dany tim, Ze solver v modelu [SDP1| ma mno-
hem vice omezeni a dvé proménné X > 0, ¢t > 0. Nejvétsi problém predstavuje
omezeni

Vie V(G):

V implementaci se totiz od sebe odecitaji dvé proménné a to v tomto fra-
meworku neni doporucovana operace.

Zo; 2> 1.

5.5.2 Nahodné grafy radu 30

U vétsich grafi s nepravidelnou strukturou se rozdily prohlubuji a je vidét,
ze ani pro uplny graf, ktery je v tabulce uveden na poslednim radku, neni
hodnota u presna.
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m

SDP1

SDP2

0
43
87
130
174

217
261
304
348
391
435

30.000000007
16.000005889
11.151050632
9.0000004168
7.0892127153
6.1569911550
5.0000131024
4.0323146793
3.2171989901
3.0000021103
1.0000007203

30.0
17.690577212
14.385152039
11.557666814
9.9856302253
9.5632864871
7.6828991181
6.8219576402
5.1733914919
4.0513834517

1.0

40

Tabulka 5.3: Vysledky implementaci ¥ funkce na ndhodnych grafech fadu 30

s danym poctem hran.



Kapitola 6

Problém maximalnihu rezu

6.1 Formulace uloh

Méjme neorientovany graf G = (V, E) s nezdpornym ohodnocenim hran w.
Cilem je rozlozit mnozinu vrcholt V' na nejvyse k > 2 disjunktnich mnozin
Vi,..., Vi tak, aby soucet vah hran vedouci mezi ruznymi mnozinami byl
maximalni. Pokud k£ = 2 hovotime o tloze MAX CUT a pro k£ > 3 o tloze
MAX k-CUT. Mame-li navic predepsané maximalni pocty vrcholu v jed-
notlivach mnozinach, t;.

|‘/1|§817"'a“/;€|§8k‘7

kde |[V| =n < )7, s, jednd se o kapacitni MAX k-CUT tlohu, kterou budeme
znacit CMAX k-CUT.

6.2 Uloha MAX CUT

Nejprve se podivame na aproximacni algoritmus z ¢lanku [9] pro ilohu MAX
CUT. Bylo ¢erpano také z [21].

6.2.1 Striktni kvadraticky program pro MAX CUT

Kvadraticky program je problém optimalizace kvadratické funkce celo¢iselnych
proménnych, vzhledem ke kvadratickym omezenim téchto proménnych. Je-li
navic kazdy monom (jednoclen) cenové funkce i danych omezeni stupné 0
nebo 2, potom mluvime o striktnim kvadratickém programu.

Pomoci striktniho kvadratického programu muzeme formulovat ilohu MAX
CUT. Postup je nasledujici. Necht y; € {1,—1} je proménnd pifslusnd vr-

41
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cholu i. Mnoziny S a S definujeme tak, ze
S={ieV|y=1}aS={iecV]|y=-1}.

Pokud i € S a j € S, potom je soucin y;y; = —1 a chceme, aby tato
hrana pfispivala hodnotou w;; k cenové funkci. Ve zbylych dvou moznostech
je y;y; = 1 a chceme, aby se hodnota cenové funce nezménila. Dostavame
nasledujici striktni kvadraticky program.

1

1<i<j<n

SQ-MAX-CUT
VieV: gyl =1, (5Q )
VieV .y €Z.

6.2.2 Vektorovy program pro MAX CUT

Poznamenejme jen, ze tloha celo¢iselného programovani je NP-tézka. Proto
se ddle budeme zabyvat relaxaci tlohy [SQ-MAX-CUT] coz znamend, Ze
upustime od podminek celo¢iselnosti a puvodni tlohu aproximujeme vekto-
rovym programem. Modifikujeme tedy program [SQ-MAX-CUT]|tak, Ze kazdy
souéin y;y; nahradime skaldrnim souc¢inem vektoru (v;,v;) v R™. Dostdvame
nasledujici vektorovy program.

1
RELAX =max Z wij (1 = (v5,05))
1<i<j<n
VieV: (v,v) =1,
VieV : v, e R

(V-MAX-CUT)

6.2.3 Semidefinitni program pro MAX CUT

Vektorovy program[V-MAX-CUT]|je ekvivalentni s pifslusnym semidefinitnim
programem. Necht W je vdzend matice sousednosti grafu G a w;; je vdha
hrany ij, kde @« < j. Matice J je matice n X n samych jednicek.

RELAX =max ;1<W, J—Y)
ViEV: yp=1 (SDP-MAX-CUT)

Y = 0.
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6.2.4 Aproximacni algoritmus

Vyfesenim programu [SDP-MAX-CUT] dostaneme optimdlni feSeni Y*. Ma-
tice je samoziejmé pozitivné semidefinitni. Provedeme rozklad

Y*=LL",

kde rédky matice L jsou optimdln{ feseni vektorového programu [V-MAX{
[CUT] Oznacme i-ty fddek matice L jako a;. Ddle budeme chtit néjakym
zpusobem separovat vektory, které jsou od sebe ,daleko” a shlukovat ty,
které jsou ,,blizko*.

Oznac¢me O;; thel, ktery sviraji vektory a; a a;. Z podminky

VieV: <Ui;vi> =1

dostavame, ze (a;,a;) = cos©;; a piispévek téchto vektort k optimalnimu
feseni je
wij
2
Tedy ¢im ,,bliz“ je dhel ©;; hodnoté 7, tim vétsi piispévek maji tyto vektory
k hodnoté optimalniho feseni. Algoritmus je nésledujici.

(1 —cos©y).

Algoritmus 1 (MAX-CUT). [9/

1. Najdi 1eseni ay, . .., a, programu |V-MAX-CUT|

2. Zvol nahodné vektor r na jednotkové sfére S, _1.

3. 5={ieV|{a;,r)>0}.

Dale se budeme snazit objasnit kroky 1 a 2 v algoritmu [T}

Lemma 5. [29] Necht X;; je jev takovy, Ze vrcholy i a j jsou od sebe sepa-
rovdny, tj. jsou v ruzniych mnozZindch. Potom

O,
P Xz — ”.
Xy] = =
Lemma 6. (15 Necht x = (xq,...,x,) je vektor, jehoZ proky jsou zvoleny
nezdvisle z normdlniho normovaného rozdéleni N'(0,1). Potom r = ﬁ je

ndhodny vektor, ktery lezi na jednotkové sfére S,_1.
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Obrazek 6.1: Separace vrcholt 7, j ndhodnym vektorem 7.

Lemma [0 ndm déva postup, kterym provedeme bod 2 v algoritmu [} Nyn{
ukazeme, jak ,dobrou® aproximaci algoritmem (1| dostaneme. Ozna¢me

_ 20
a= mn ———.
0<o<r m(1 — cos ©)

Snadno se ukaze, pouzitim derivace, ze o = 0.87856.

Lemma 7. [9] Necht Y je ndhodnd veli¢ina, kterd oznacuje soucet vah hran,
které vedou z S do S, nalezeny algoritmem . Potom

E[Y] > a-RELAX.

Diikaz. 7 definice ¢éisla a;, pro 0 < © < 7, dostavame

C) 20 1—cos® _ «
~ . > (1 — . 1
7 7m(l—cosO) 2 - 2< cos ) (6.1)

Pouzitim lemmatu [B] a nerovnosti 6.1] dostavame
E[Y]=) wi;P[X

o,

=D vy

«
Z 5 szj<1 — COS @2])
=a-RELAX.
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Poznamenejme, ze samoziejmé plati
OPT > FE[Y]|>a-RELAX. (6.2)

Mezeru celoéiselnosti relaxace (pro maximaliza¢ni problém) definujeme
jako

: OPT(I)

inf ———
I RELAX(I)
kde infimum probihd pfes vSechny instance I daného programu (pro minima-
lizaéni problém by se ¢itatel a jmenovat prohodily). Ze vztahu [6.2| dostavame,
ze mezera celociselnosti relaxace [V-MAX-CUT] je alespon o = 0.87856.
Cislu « ze se fika aproximacéni pomér a algoritmus 1| je tedy 0.87856-
aproximac¢ni algoritmus.

Ptedchozi odvozeni je zalozeno na stfedni hodnoté ndhodné veliciny Y.
Proto kroky 2 a 3, v algoritmu [T} opakujeme vicekrdt a jako vysledek zvolime
mnozinu S, kterd dava nejvétsi soucet hran z S do S. Déle jen specifikujeme
kolikrat musime tyto kroky opakovat. Kompletni odvozeni je v [21]. Zvolime
tedy € > 0 (malé), necht

e
c= ———,
24+ 2 -«
a kroky 2, 3 opakujeme [1]-krat.

6.3 Uloha MAX k-CUT

V této ¢ésti shrneme semidefinitni (vektorové) formulace s aproximaénimi
schématy z nékolika ¢lanka pro ilohu MAX k-CUT.

6.3.1 Frieze-Jerrum a MAX k-CUT

Zacneme clankem [5]. Uvazme rovnostranny simplex Y, v R*"! s vrcholy
bi,ba, ..., bg. Necht ¢ = (by +-- - +by) /k je tézisté Xy a necht a; = b; — ¢, kde
i=1,..., k. Daéle predpokladejme, ze délka strany % je takova, ze ||a;|| = 1.
Lemma 8. [5/ Pro i # j, plat{
1
(a,», CLj> = —m

Nyni muzeme formulovat tlohu MAX k-CUT nésledovné:

k—1

max wij(l - <yi,yj>)
1§;§" (FJ)

yie{al,...,ak}.
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Poznamenejme, ze

_ 0 Yi = Yj,
= {k/(k ) wtu

K ziskdn{ vektorové relaxace programu [FJ] nahradime vektor y; vektorem v;,
kde v; je vektor na S, _;.

S w1 ()

max
1<i<j<n
VieV: (v,v) =1, (FJ-RELAX)
1
) ] : iy Uj Z 5 1
VitjeV: (v,v)) 1

VieV: v, e R".

Méme Fesen{ ay, . .., a, programu [FJ-RELAX] Zvolime k£ ndhodnych vek-

toru zi,...,z; na jednotkové sfére S,,_;. Pro kazdy vrchol ¢ € V urcéime
k skalarnich souéinu (a;, z1), ..., (a;, zx) a vrchol ¢ pfiddme do mnoziny V,
jestlize j = argmax {(a;, z) | L =1, ..., k}. Pouzitim tohoto postupu dostavame

nasledujici algoritmus.
Algoritmus 2 (FJ MAX k-CUT). [/
1. Najgdi Teseni ay, . .., a, programu[FJ-RELAX]
2. Zvol nahodné k vektori zy, ..., zr na jednotkové sfére S,_1.
3. Pro kazdy vrchol i € V' wrcit k skaldrnich souc¢ini (a;, z1), . . ., (a;, 2).

4. Vrcholi pridej do mnoziny V;, jestlize j = argmax {(a;, z) |l =1,... k}.

6.3.2 Goemans-Williamson a MAX 3-CUT

Algoritmus vychdzejici z ¢ldnku [10] vyuzivd komplexni semidefinitni progra-
movani, tj. kazdy prvek je reprezentovan komplexnim vektorem. Nasledujici
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vektorovy program je jeho relaxaci, viz [16].

2
max = Z wij (1= (v}, v}))

1<i<j<n
VieVVabe{l,2,3},a#b: (020" =—=
Vi,j €V Va,bce{1,2,3}: (vf,0)) = (v 0] ™) (GW-RELAX)

Vi,j €V Va,be {1,2,3}: (vf,0}) > —

VieVVae{l,23}: (v,0f) =1
Vi€V Vac€{l,23}: v € R™

Méjme 3n vektoru, které tvor{ resen{ [GW-RELAX| Pro vrchol i € V' lezf
vektory v}, v7, v} ve stejné roviné tak, Ze jsou oto¢eny o 2. Nejprve zvolime
vektor g € R3" takovy, Ze kazdd slozka je vybrdna nezdvisle z normdlniho
normovaného rozdéleni N(0,1). Pro kazdy vrchol i € V uréime projekci
vektoru g do piisludné roviny. Odtud dostaneme thel 6; € (0, 27) pro kazdy
vrchol. Ndhodné zvolime thel ¢ € (0,7) a vrchol @ € V priddame do mnoziny
Vj, jestlize

0, e¢+‘7%ﬂ,j €{0,1,2},

kde uhly pocitame modulo 27. Dostavame algoritmus pro MAX 3-CUT.
Algoritmus 3 (GW MAX 3-CUT). 10/

1. Najdi 7eseni al,a3,a3, ... a3 programu|GW-RELAX|.

2. Zvol ndhodné vektor g € R3™ tak, Ze kaZdd slozka je vybrdna nezdvisle
z normdlniho normovaného rozdélelni N'(0,1).

3. Pro kazdy wvrchol © € V' wuréi projekci vektoru g do prislusné roviny
a vypocitej vhel 0;, ktery svird projekce g a vektor a3.

4. Zwol libovolné thel ¢ € (0, 7).

5. Vrchol i pridej do mnozZiny V;, jestlize 0; € 1 + j%,j € {0,1,2}, kde
thly pocitame modulo 2.
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6.3.3 Newman a MAX i£-CUT

Cilem [16] je rozsitit pristup, pomoci komplexniho semidefinitniho progra-
movani, z [10] pro MAX 3-CUT na libovolné k > 3. Vyuziva se formulace
[FJ-RELAX] jejiz vyfesenim dostaneme vektory ai, ..., a,. Pro kazdy vrchol
i € V definujeme dva ortonormdlni vektory v R?" tak, ze

wi = (a;,0) aui = (0,a;).

Dale zvolime ndhodny vektor g € R?", kde kazd4 sloZka je vybrana ndhodné
z normélniho normovaného rozdéleni NV (0, 1). Pro kazdy vrchol ¢ € V' uréime
projekci vektoru g na 2-dimenzionélni disk

{ui(0) 10 € (0,m)},

kde u;(0) = u; cos 0+ u; sin 0,0 € (0, 7) a uréime tihel mezi projekei vektoru
g a vektorem w;. Nakonec ndhodné zvolime thel ¢ € (0,27) a vrchol i € V
pfiddme do mnoziny V}, jestlize

2
Giew+%,je{0,1,...,k—l},

kde 1hly poc¢itdme modulo 27.
Algoritmus 4 (N1 MAX £-CUT). [16]
1. Najgdi teseni ay, . .., a, programu[FJ-RELAX]|
2. Pro kazdy vrchol i € V uréi vektory u; = (a;,0) a ui = (0,a;) v R*".

3. Zwol ndhodné vektor g € R*® tak, Ze kaZdd slozka je vybrdna nezdvisle
z normdlniho normovaného rozdéleni N'(0,1).

4. Pro kazdy vrchol i € V wurci dhel 6;.

5. Zwvol libovolné dihel ¥ € (0,2m) a vrchol i € V' pridej do mnoZiny Vj,
jestlize 0; € ¢ + ]%,j € {0,1,...,k — 1}, kde uhly pocitadme modulo
2T.

ho v nasledujicim algoritmu.

Algoritmus 5 (N2 MAX k-CUT). [16]

1. Nagdi teseni ay, . .., a, programu[FJ-RELAX]
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2. Zvol nahodné k — 1 vektoru gy,...,gx_1 € R" tak, Ze kaZdd slozka je
vybrdna nezdvisle z normdlniho normovaného rozdéleni N'(0,1).

3. Vygeneruj rovnostranny simplex X se stredem v pocdtku.
4. Pro kazdy vrcholi € V urci vektor s; = ({g1, a;), ..., {gp_1,a;)) € RFL.

5. Kazdy vektor (a tedy i vrchol) prirad k nejblizsimu vrcholu simplezu
k-

6.3.4 de Klerk-Pasechnik-Warners a MAX k-CUT

Jako posledni jesté zminime algoritmus z [4], ve kterém nejprve vyfesime
nésledujici semidefinitni program pro J(G).

mint

.. 1
vige B Uy =y (THETA-G)
VieV: U;=1

U=0,k>2.

Dostaneme optimalni feseni (U, ¥(G)), kde matici U pouzijeme k urceni ma-

tice Y. ) .
Y:U@m([}c—gek6£>,

kde I; je jednotkovad matice k x k a ej je vektor samych jednicek v RF.

Rozkladem Y = VTV ziskdme matici V = [v] v ... v} ... vF]. Zvolime

nahodny vektor g € R*" na sféie Si,_; a uréime vektor z tak, ze

» )1 g"vP = max{(g,v!) | ¢=1,... k},
—1 jinak.

Vektor ¢ € V' jsme priradili do mnoziny V}, jestlize a:i =1

6.3.5 Aproximacéni pomeéry

V tabulce [6.1] kterd je prevzdna z [16], jsou uvedeny aproximacni poméry
pro jednotlivé algoritmy.
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k| MAX CUT | FJ MAX k-CUT | GW MAX 3-CUT | dKPW [4] | N1 MAX £-CUT
2 878956

3 832718 .836008 .836008

4 .850304 857487 846478

5 874243 876610 .862440

10 .926642 926788 915885

Tabulka 6.1: Aproximac¢ni poméry pro MAX k-CUT.

6.4 Uloha CMAX k-CUT

O obecné tloze CMAX k-CUT toho neni mnoho zndmo. V [§] (a pozdéji
v opravé [23]) je popsan algoritmus, ktery vyuziva lokélni prohleddvéni, jehoz
aproximacni pomeér je
t(k—1)
2s— 1) +t(k—1)
kdek > 2,t = min;—; _; |Vi| a s = max;_;__j |V;|. Déle vyzkousime pro tilohu
CMAX k-CUT ptistup, ve kterém vyuzijeme semidefinitni programovani.

.....

6.4.1 Lokalni prohledavani

Necht G = (V, E) je neorientovany graf s n vrcholy. Ozna¢ime w(u,v) vdhu
hrany uv. Na vstupu mame zadano k > 2 a maximalni pocty vrcholu v jed-
notlivych mnozinach

Vil <siyeees [Vi| < spe

//////

mnozin tak, aby |V;| < s;,i=1,... k.
V iteraénim kroku hleddme dvojici vrcholu u € V; a v € Vj,i # j, pro
ktery

Z w(u, x)+ Z w(v,z) > Z w(u, x)+ Z w(v, z)—2w(u,v).
zeV;,x#u xeVj,x#v xeVj,x#u zeV;,x#v

Pokud takové vrcholy najdeme, tak vrchol u pfesuneme do mnoziny V; a vr-
chol v presuneme do mnoziny V; a itera¢ni krok opakujeme. Jestlize takové
vrcholy neexistuji algoritmus konci.

6.4.2 CMAX k-CUT pomoci SDP

V nasem pifstupu pro CMAX k-CUT pouzijeme algoritmus [ ze kterého
potiebujeme rozklad vrcholu do mnozin Vi, ..., V., vygenerovany simplex
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a k — 1 nahodnych vektoru pomoci, kterych byl uréen rozklad vrcholu do
mnozin Vi, ..., V.

Mame zadény kapacity s; > - -+ > s,. Mnoziny, které dostaneme z algo-
ritmu , preznacime tak, aby soucet zépornych rezerv r; = s; — |V;| mnozin
Vi,..., Vi byl maximalni.

Pro kazdou mnozinu Vi, ..., Vj uréime jeji rezervu r;. Pokud jsou vSechny
rezervy nezaporné, vratime mnoziny Vi, ..., Vi jako vysledek. Jinak z mnoziny,
kterda ma zapornou rezervu vybereme vrchol, ktery ma nejkratsi vzdalenost
do néjakého jiného ,volného vrcholu® simplexu ;. Takto iterujeme dokud
nejsou vsechny rezervy nezaporné.

6.5 Experimenty

K implementaci algoritmu je pouzit framework Mosek. Jsou naimplemen-
tovany algoritmy [2] 3, [4] [§] pro ilohu MAX k-CUT a pro kapacitni verzi také
algoritmus vyuzivajici lokalni prohleddavani a nas pristup vyuzivajici semi-
definitni programovani. Experimenty jsou realizovany na nahodnych grafech
fadu 30 s predepsanym poc¢tem hran. Tuéné jsou vzdy vyznaceny nejlepsi
vysledky:.

6.5.1 MAX £-CUT

Pro dlohu MAX 3-CUT byl otestovén algoritmus [2] algoritmus [3] a algo-
ritmus 5 viz tabulka [6.2] Srovnatelné jsou algoritmy [2] a [fl Algoritmus
ktery by teoreticky meél vychazet nejlépe (viz tabulka s aproximacnimi
poméry), je nejhorsi. V semidefinitni formulaci, kterou vyuziva tento algo-
ritmus je velké mnozstvi omezeni a velikost tilohy (optimalizaéni proménnd)
je tiikrdt vetsi nez u formulace [FJ-RELAX] Problémy s piesnosti byly in-
dikovany tim, ze pii vypoctu uhlu pro vrchol na piislusném disku, skalarni
souc¢in dvou vektort, které by mély byt jednotkové, vzdy nelezel v intervalu
(—1,1) a bylo potieba zaokrouhlovat.

Pro tlohy MAX 4-CUT a MAX 5-CUT byl otestovén algoritmus [2] algo-
ritmus [4] a algoritmus [5], viz tabulky —[6.4] Zde nejlépe vychézi algorit-
mus , pro ktery neni zatim zndmy aproxima¢ni pomér (aproximaéni schéma
je jen zminéno v zavéru ¢lanku [16]).

6.5.2 CMAX k-CUT

Pro tdlohu CMAX Ek-CUT jsou porovnany dva algoritmy. Jeden vyuzivajici
lokélni prohledavéani a druhy piistup, ktery je zalozen na semidefinitnim pro-
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FJ MAX k-CUT GW MAX 3-CUT N2 MAX k-CUT
m | 100 iteraci 10000 iteraci | 100 iteraci 10000 iteraci
43 41 43 37 40 41 43
87 80 82 72 77 80 81
130 116 117 104 115 114 117
174 150 153 140 147 152 152
217 178 182 166 175 178 182
261 208 210 194 203 206 210
304 239 241 226 240 237 241
348 263 265 251 261 263 265
391 287 289 281 287 288 289

Tabulka 6.2: MAX 3-CUT na nahodnych grafech tadu 30.

FJ MAX k-CUT N1 MAX k-CUT N2 MAX k-CUT
m | 100 iteraci 10000 iteraci | 100 iteraci 10000 iteraci | 100 iteraci 10000 iteraci
43 43 43 39 42 42 43
87 84 87 76 81 85 87
130 125 129 114 119 127 129
174 163 164 149 157 161 164
217 195 201 185 188 197 202
261 229 233 215 225 230 233
304 265 267 249 258 263 268
348 289 294 277 287 292 294
391 321 323 312 319 319 323

Tabulka 6.3: MAX 4-CUT na nahodnych grafech tadu 30.

gramovani. Byly provedeny 3 experimenty, viz tabulky [6.5] —[6.7] Jeden pro
CMAX 3-CUT s kapacitami (10, 10,10) a dva pro CMAX 4-CUT s kapaci-
tami (8,8,8,8) a (20, 20, 20,20). Vysledky obou algoritmu jsou srovnatelné,
ale je nutné poznamenat, ze vypocet vyuzivajici lokalni prohledavani zabere
mnohem méné strojového casu.
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FJ MAX k-CUT

N1 MAX k-CUT

23

N2 MAX k-CUT

m | 100 iteraci 10000 iteraci | 100 iteraci 10000 iteraci | 100 iteraci 10000 iteraci
43 43 43 40 43 43 43
87 87 87 78 84 87 87
130 128 130 119 123 128 130
174 167 170 156 160 167 170
217 206 208 194 199 204 209
261 242 244 229 234 244 243
304 276 282 263 270 279 282
348 309 311 294 302 307 312
391 337 343 328 336 339 342

Tabulka 6.4: MAX 5-CUT na nahodnych grafech fadu 30.

lokalni prohledavani SDP

m | nejhorsi  nejlepsi | nejhorsi nejlepsi
43 40 43 34 43
87 7 82 73 82
130 110 117 105 117
174 142 153 142 153
217 174 182 175 182
261 202 210 203 210
304 231 241 235 241
348 258 265 259 265
391 282 289 284 289

Tabulka 6.5: CMAX 3-CUT na nahodnych grafech tadu 30 s kapacitami
(10,10, 10), 100 iteraci.
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lokalni prohledavani SDP
m | nejhorsi  nejlepsi | nejhorsi nejlepsi
43 43 43 37 43
87 83 87 7 85
130 120 129 118 129
174 158 166 151 165
217 190 201 189 200
261 226 233 225 233
304 258 268 257 267
348 289 295 288 295
391 316 322 319 323

Tabulka 6.6: CMAX 4-CUT na nahodnych grafech tadu 30 s kapacitami
(8,8,8,8), 100 iteraci.

lokalni prohledavani SDP

m | nejhorsi  nejlepsi | nejhorsi nejlepsi
43 37 43 42 43
87 73 87 82 85
130 102 129 126 129
174 140 166 159 165
217 165 200 195 201
261 204 232 228 233
304 224 266 263 268
348 253 294 291 295
391 278 320 320 323

Tabulka 6.7: CMAX 4-CUT na nahodnych grafech fadu 30 s kapacitami
(20, 20, 20, 20), 100 iteraci.



Zaver

V prvnich ¢tyfech kapitolach je shrnuta teorie, kterd se dale vyuziva pfti
popisu tloh kombinatorické optimalizace.

V kapitole o Shannonové kapacité se vénujeme Lovaszoveé ¢ funkei a jejimu
vyuziti. Byly naimplementovany a nasledné porovnany dva modely s presnou
hodnotou pro liché kruznice. Jednodussi model, ktery dava rovnou hodnotu
¥ funkce byl presnéjsi. U druhého modelu, ze kterého dostaneme hodnotu
1/4/9, byly patrné chyby uz pro malé grafy. Problémem je, Ze tiloha neni ve
standardnim tvaru a frameworky typu Mosek jsou optimalizovany hlavné na
praci s ilohami ve standardnim tvaru. Déle byl pustén vypocet pro vylepseni
dolniho odhadu Shannonovy kapacity kruznice C7, ale nezavisla mnozina,
ktera by odhad vylepsila se nenasla.

Pro tlohu MAX k-CUT byly pro tcely testovani implementovany ¢tyti al-
goritmy a pro ulohu kapacitniho MAX k-CUTu dalsi dva. U experimentu pro
tlohu MAX 3-CUT vysel nejhure algoritmus 3] ktery mé nejlepsi aproximacn{
pomér, coz je to dano slozitosti modelu zalozeného na komplexnim semide-
finitnim programovani, ktery je trikrat vétsi nez model pouzity v ostatnich
algoritmech a navic obsahuje hodné omezeni (vznikaly zaokrouhlovaci chyby).
Pro MAX 4-CUT a MAX 5-CUT vysel nejlépe algoritmus [5], ktery je jen na-
vrhnut v zavéru ¢lanku [16] a neni pro néj zndm aproximacni pomér. U ka-
pacitni verze byly porovnany dva pristupy: algoritmus zalozeny na lokalnim
prohledavani a nas algoritmus vyuzivajici semidefinitni programovéani. Oba
algoritmy davaly srovnatelné vysledky, ale rozdil byl hlavné v dobé béhu,
kde jasné vyhrava algoritmus vyuzivajici lokalni prohledavani. Algoritmus
zalozeny na semidefinitni programovani daval lepsi vysledky, kdyz soucet
kapacit jednotlivych mnozin byl vétsi nez pocet vrcholu grafu.

Déle by mohla byt vénovdna pozornost analyze algoritmu [3, o kterém
neni znamé nic.

Celd préace i s implementacemi je dostupna na https://github.com/
cOn73x7/D1PLOMK4.
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