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Abstrakt

K modelovani trzni penetrace po uvedeni nového produktu na trh existuje mnoho rtiznorodych
matematickych modeld. Obvykle uvaZzuji nekone¢nou, homogenni populaci a spojity ¢as. Uve-
dené pfedpoklady mohou byt v rozporu s redlnym svétem, ve kterém je zjevné struktura socidl-
nich siti jemnéjsi a komplexnéjsi. Kromé neredlného predpokladu nekonecné populace zmirime
naivni pfedpoklad homogenity. Tendence jedincti uvedeny produkt zakoupit vSak mtize byt
ovlivnéna rtiznymi faktory, napt. vékem, pohlavim nebo ekonomickou situaci.

Diplomova préce se proto vénuje ndvrhu alternativnich matematickych modelt uvazujicich
diskrétni stavovy prostor a diskrétni ¢as, umoZziujicich modelovani trzni penetrace (nebo obec-
néji Sifeni inovace) ve strukturované a nehomogenni populaci. Postupné sifeni inovace na zvo-
lenych grafovych strukturach je modelovano za pomoci Markovského fetézce s diskrétnim sta-
vovym prostorem. Jsou formulovana dvé pravidla, podle kterych jedinci inovaci pfijimaji. V si-
mulacich pro nehomogenni populaci je pouZita teorie small-world pfedpokladajici sdruzovani
lidi do shlukii (rodina, stat, pracovni tym) a kréatky fetézec osob mezi libovolnymi dvéma je-
dinci v populaci (v fetézci jsou vzdy spojeni takovi jedinci, kteff se vzdjemné znajf).

Simulace (a v nékterych jednodussich pfipadech rovnéZz analytickd odvozeni) naznacuji,
Ze inovace se obecné $ifi rychleji v grafech s men$im poc¢tem vrcholt a vyssi konektivitou, .
v mensich socidlnich sitich s vy$$im poctem vazeb mezi jednotlivci. Rychlost $ifeni naopak
sniZuje pfitomnost imunnich ¢lent v populaci (v nékterych pfipadech se vlivem imunnich je-
dincti inovace nerozsiii ke vSem potencidlnim zdjemctim) nebo rozdil mezi pravdépodobnostmi
pfijmuti inovace v nehomogennich skupinach.
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Klicova slova: penetrace trhu, teorie Sifeni inovaci, diskrétni matematické modely, socidlni sif,
small-world
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Abstract

Many different mathematical models exist to describe market penetration after a new product
is launched on a market. They usually assume an infinite continuous population and continuous
time. These premises might be at odds with the real world, as the population is probably much
more diverse and complex. Apart from the unrealistic assumption of an infinite population,
the naive premise of homogeneous individuals should also be considered. The tendency of each
individual to buy the product might vary depending on their age, gender, financial situation,
and many other factors.

The goal of this master’s thesis is to build alternative mathematical models considering dis-
crete state space and discrete time, that will allow the description of market penetration (or,
more generally, the diffusion of innovation), in a structured and heterogeneous population.
The gradual spread of the innovation on selected graph structures is modelled using Markov
chains with discrete state space. Two rules of how individuals adopt the innovation are de-
fined. The theory of small-world networks assumes that people tend to form dense groups
(family, state, project team) and there is a short chain of people connecting any two members
in the social network (when people that know each other are connected in the chain).

Simulations (and analytical derivation in some simpler cases) suggest that innovation ge-
nerally spreads faster in graphs with high connectivity and a smaller number of vertices (i.e.
in smaller social webs with a higher number of links between individuals). On the other hand,
the speed of adoption is reduced by the presence of immune individuals (the innovation will not
even reach all potential adopters in some cases, when immune members are present) or by diffe-
rences between probabilities of adoption in heterogeneous groups.

Keywords: market penetration, diffusion of innovation, discrete mathematical models, social
network, small-world

ii



Obsah

Prohlaseni
Abstrakt
Obsah

1 Uvod

2 DPenetrace trhu a Sifeni inovace

2.1 Teoriesiffeniinovaci. . . . . . . . . . . . . .. ... ... ..
22 Basstvmodel . ... .. ... .. ...

2.3 Analogie marketingovych a epidemiologickych modelt

2.4 Empirické pozndmky . . . .. ... o L0000

3 Zikladni modely $ifeni inovace

3.1 Diskrétni Markovsky fetézec . .. ... ............
3.2 Diskrétni Markovsky fetézec na iplném grafu . .. ... ..
3.3 Diskrétni Markovsky fetézec na k-regularnim grafu . . . . .
3.4 Diskrétni Markovsky fetézecnacesté . ... .........
3.5 Diskrétni Markovsky fetézecna hvézde . .. ... ... ...
3.6 Simula¢nisrovndni . .. ... ............. ... ..
3.7 Konvergence k Bassovumodelu . .. .............

¥y

4 Modely Siteni inovace uvazujici nehomogenni populaci

41 Nehomogenni populace . .. ..................
42 Small-world a Sest stupniti separace . . . . ... ........
4.3 Pfitomnost imunnich jedincti v populaci . . . . . .. ... ..
4.4 Nehomogenni pravdépodobnosti adopce . . .. ... .. ..

5 Zavér

Literatura

iv

ii

iv

o U1 W W



Uvod

Od 19. stoleti jsme, zejména diky primyslové revoluci, svédky obrovského technologického po-
kroku. Mnoho dnes béZné dostupnych technologii se od prvotni faze, ve které byly vyuzivany
jen vybranym poctem jedincti, postupné rozsifilo téméf do kazdé domdcnosti po celém svété.

Jako ptiklad uved' me oblast telekomunikace a konkrétné rozmach internetu na pfelomu 20.
a 21. stoleti. Podle zdroje [17] vzrostl mezi lety 2000 az 2020 pocet uZivateld internetu o 1167 %
a k pocatku roku 2020 vyuZziva internet 58.7 % svétové populace.

Internetové pfipojeni zjevné mizeme intuitivné oznacit za ,inovaci”, nicméné byla by chyba
omezovat tento pojem pouze na technologie. V populaci se mohou §ifit i jiné typy inovaci, napf¥.
informace, produkt nebo zvyk. Principtim, podle kterych se obvykle inovace sif1, se vénuje tzv.
teorie Sifeni inovaci.

Této teorii se od druhé poloviny 20. stoleti dostava velké pozornosti v mnoha sférach akade-
mického svéta. Relativné jednoduché prvotni myslenka z oblasti sociologie, Ze béhem jednot-
livych fazi Sifeni inovace tuto inovaci pfijimaji (adoptuji) riizné skupiny lidi, a Ze vyvoj adopce
v Case ma obvykle specificky tvar, vyznamné ovlivnila i dalsi oblasti vyzkumu.

V ptipadé marketingu je rozdéleni potencidlnich zédkaznikii do kategorif jednou z cest, jak
muZe firma vhodné sestavit marketingovou kampari a reklamu s cilem dosdhnout s danym
produktem co nejvyssiho trzniho podilu (trzni penetrace). Pokud by firma zdroven dokézala
odhadnout, jak bude pfiblizné vypadat kfivka popisujici prodeje daného produktu v case,
umoznilo by ji to, v zavislosti na aktualni f4zi adopce, vhodné alokovat zdroje.

Pfibuzna teorie a modely se pouZivaji také v epidemiologii, kde lze tuto teorii vyuzit nejen
ke zkoumdni moZnych epidemiologickych scéndit (tj. jakym zptisobem se v populaci nemoc
rozsifi), ale také k vyuziti danych poznatki ke zpomaleni Sifeni ndkazy, jako tomu bylo podle
zdroje [29] v pfipadé preventivniho programu s ndzvem ,STOP AIDS”. Program byl v poloviné
80. let 20. stoleti zorganizovan gay komunitou v San Franciscu a v tomto pfipadé nemluvime
o $ffeni nemoci jako takové, ale o sifeni informaci edukativniho charakteru o nezbytné prevenci,
kdy tato aktivita dle zdroje [8] vedla ke dramatickému zpomaleni $ifeni AIDS/HIV.

K modelovani $ifeni inovaci existuje mnoZstvi matematickych modelt, [19]. Jednim z nej-
znaméjsich je tzv. Basstiv model, ktery z ptivodni teorie $ifen{ inovaci vychazi a pfedpoklada
nestrukturovanou, nekone¢nou a homogenni populaci a spojity ¢as. Ackoliv se Bassiv mo-
del a jeho rtiznd rozsifeni, [36], prokdzaly v mnohych pfipadech jako uZite¢ny néstroj, [30],
predpoklady kladené na tyto modely mohou byt v rozporu s redlnym svétem.

Podle zdroje [37] struktura populaci velmi blizce odpovida tzv. modelu malého svéta, ktery

predpoklada, Ze lidé se obvykle sdruzuji do mensich shluk (tj. znami ur¢itého jedince se prav-
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dépodobné znaji navzijem), zaroven vSak délka fetézce osob mezi libovolnymi dvéma jedinci
na svété je pfekvapivé mald (v fetézci jsou vzdy spojeni takovi jedinci, ktefi se navzajem znaji).
V nékterych piipadech se uvadi, Ze tento fetézec je tvofen Sesti osobami, o ¢emZ pojednava tzv.
teorie Sesti stupniti separace, [14].

Stejné tak pfedpoklad, Ze ve vztahu k pfijmuti néjaké inovace je populace homogenni, je zje-
vné znacné zjednoduseny. Z pohledu marketingu by bylo naivni domnivat se, Ze pravdépodob-
nost zakoupeni produktu je u vSech potencidlnich zdkaznikl stejnd. Vliv na tuto pravdépo-
dobnost mohou mit rtizné faktory, af uz se jedné o pohlavi cilového jedince, vék, socidlni vazby
nebo jeho ekonomickou situaci. Rovnéz z hlediska epidemiologie se v populaci mohou vysky-
tovat jedinci, ktef{ jsou vii¢i dané nemoci pfirozené imunni, [3], a ktefi tedy nikdy neonemocni.

Cilem této diplomové préce je proto konstrukce alternativnich matematickych modelti uva-
Zujicich diskrétni stavovy prostor a diskrétni ¢as, které umozni popis $ifeni inovace ve struktu-
rované a nehomogenni populaci.

V Kapitole 2 je pfedstavena teorie $ifeni inovaci a jeji souvislost s marketingem a trznf pe-
netraci. Jako jeden z modelli penetrace trhu je uveden Basstiv model a je naznacena analogie
s epidemiologickymi modely.

Kapitola 3 definuje zdkladni alternativni modely, které uvazuji diskrétni stavovy prostor.
Pro predstaveni pfistupu k diskrétnim modeltim jsou uvaZovany jednoduché grafové struktury
(aplny graf, k-reguldrni graf, cesta, hvézda), na kterych je naznacen princip modelovani Sifeni
inovace za pomoci diskrétntho Markovského fetézce. Rychlost sifeni inovace je zkouména si-
mulacné a v nékterych pfipadech také analyticky. Je zkoumdan vliv parametrti simulaci (graf
modelujici socidlni sif a jeho konektivita, velikost populace, pravdépodobnost adopce, pravidlo
adopce) na rychlost rozsifeni inovace v populaci. Pro diskrétni Markovsky fetézec na tplném
grafu je naznacena souvislost s Bassovym modelem a jsou uvedeny okolnosti jeho konvergence
ke spojitému modelu.

V Kapitole 4 je piistup pfedstaveny ve tfeti kapitole rozsifen na sloZitéjsi grafové struktury.
Je pfedstavena teorie small-world, popisujici strukturu mnoha sociélnich siti, a na zakladé této
teorie jsou generovany odpovidajici simulace. V neposledni fadé jsou uvaZovany heterogenni
populace s nehomogenni pravdépodobnosti adopce pro jednotlivé ¢leny.



Penetrace trhu a sireni
inovace

V roce 1957 uvedl rusko-americky matematik Igor Ansoff penetraci trhu jako jednu z moZnych
trzné-produktovych strategii. Jednd se o strategii firmy navysit prodeje existujictho produktu
ve snaze zvysit svijj podil na stavajicim trhu, [2].

Penetrace trhu miize kromé vySe zminéné strategie oznacovat miru rozsifeni daného pro-
duktu na trhu. Cambridgesky slovnik vysvétluje pojem ,market penetration” jako ,the degree
to which a product or brand is bought, used, or known by a particular group of customers”, tedy jako
,stupeti, nakolik jsou dany produkt ¢i znacka kupovdny, pouZiviny a rozpozndviny v konkrétni skupiné
zdkazniki”, [23].

V této praci chapeme trzni penetraci vyhradné ve smyslu pronikani konkrétniho produktu
na trh. Trh je tvofen sitf potencidlnich zékaznikd a snahou firmy je rozsifit produkt k co nejvét-
$imu poctu jedinct.

2.1 Teorie Sifeni inovaci

Na penetraci trhu se l1ze podivat o néco obecnéji. Predmétem $ifeni nemusi byt pfimo dany pro-
dukt. Populaci se mtiZe $ifit rovnéZz nova myslenka, zprava, zvyk ¢i obecné néjaky objekt, ktery
by jedinci v populaci oznacili za ,novy” (tj. dosud nerozsifeny). Obecné 1ze mluvit o inovaci.

Jednou ze zédsadnich socidlnich teorii, kterd o Sifeni inovaci v populaci pojednéva, je teorie
$iteni inovaci, kterou v roce 1962 ve své knize Diffusion of Innovations [29] formuloval sociolog
Everett M. Rogers.

Rogers popisuje Sifeni inovace jako proces, ve kterém je inovace postupné komunikovéana
napii¢ jedinci v populaci, kdy tito jedinci komunikovanou inovaci postupné adoptujf (tj. p¥iji-
maji myslenku, zprdvu, osvojuji si zvyk nebo kupuji produkt). ProtoZe jedinci v populaci ob-
vykle inovaci neadoptuji vSichni nardz, jsou na zdkladé ¢asu, kdy danou inovaci adoptuji,
rozdéleni do péti kategorii:

1. Inovatori,
2. Casni adoptujici,
3. Casna vétsina,

4. Pozdni vétsina,
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5. Opozdilci.

Na Obrézku 2.1 je naznaceno rozdéleni poctii adoptujicich v zdvislosti na case véetné vy-
znaceni jednotlivych kategorif adoptujicich a jejich pfiblizného procentualniho zastoupeni, jak
je uvadi Rogers. Podle Rogerse prozatimni vyzkum diftize inovaci z empirickych dat naznacuje,
Ze se pocet adoptujicich v zavislosti na ¢ase fidi normalnim rozdélenim.

Adopce

| Gasni i
Inovatofi adoptujici Casna vétsina Pozdni vétSina Opozdilci
: : t
2.5% 13.5 % 34 % 34 % 16 %

Obrézek 2.1: Sifeni inovace dle Rogerse [29]: RozloZeni adopce v ase a kategorie adoptujicich
s pfibliZnym procentudlnim zastoupenim v jednotlivych kategoriich.

Kumulativni adopce

Inflexni bod

Obrazek 2.2: Sifeni inovace dle Rogerse [29]: RozloZeni kumulativni adopce v case ve tvaru
S-kfivky.

PrestoZe je zfejmé vyc¢lenéni ¢lend populace do péti skupin zjednodusenim v realité sloZit&jsi
struktury, tento pristup poskytuje moZznost srovnani. Rogers ve své knize popisuje ,idedlni”
zastupce jednotlivych kategorii. Pokud by firma vhodné odhadla, v jaké fazi pronikdni na trh
se nachdzi, mtZe schopnost charakterizovat cilovou skupinu vyznamné pfispét k vhodné na-
stavené marketingové kampani. Napfiklad inovétofi jsou popisovani jako jedinci se zalibou
ve zkouSeni novych, neokoukanych, a v nékterych pfipadech dokonce riskantnich, véci. Na-
proti tomu opozdilci jsou charakterizovani jako skepticti, opatrni jedinci, ktefi inovaci adoptujt
az poté, co tak ucinila vétsina populace.

Kumulativni verze $ifeni inovace (fj. rozloZeni kumulativniho poc¢tu adoptujicich v case)
je naznacena na Obrédzku 2.2. Tato funkce nabyva ve vétsiné pfipadh tvaru S-kfivky (jedna
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se o tzv. sigmoiddalni funkci). Ze zacatku celkovy pocet adoptujicich roste pomalu (adoptuji je-
dinci z nejmensi skupiny inovatorti), ale se zvétSujicim se poc¢tem adoptujicich roste i rychlost
adopce. Po pfekonani inflexntho bodu S-kfivky se rychlost sifeni opét zpomaluje, protoZe v po-
pulaci zbyva mensi pocet jedinct, ktefi dosud neadoptovali (pozdni vétsina nebo opozdilci).

N

Nakonec se pocet adoptujicich ustéli (velikost populace je omezena) a proces Sifeni je dokoncen.

2.2 Basstiv model

Nevyhodou Rogersovy teorie sifeni inovace je, Ze se neda pouzit k predikci. Ackoliv diky této
teorii tusSime pfiblizny tvar rozdéleni adoptujicich v ¢ase, nedd se snadno urcit, v jaké ¢ésti
procesu se aktudlné firma s danym produktem nachézi. Tento nedostatek pomohl v roce 1969
vyfesit matematicky model sestaveny Frankem M. Bassem v jeho ¢lanku [4] pfedstavujicim spo-
jity difazni model popisujici pronikani nového produktu na trh. Jak Bass sdm uvadyi, [5], model
vychdzi z ptivodni Rogersovy idey teorie Sifeni inovace, kterou kvantifikuje. Model je zndm
jako ,Basstiv model”.

Basstiv model popisuje §ifeni nového produktu (penetraci trhu) pro prvni pofizeni daného
produktu. Bass ve své praci vychazi z Rogersovy teorie, podle niz se ¢ast populace rozhodne
inovaci adoptovat nezédvisle na ostatnich. To je typické pro 1. kategorii — kategorii inovatord,
ktera dle Rogerse pojima zhruba 2.5 % z celkové populace.

Jedinci ze zbyvajicich kategorii jsou ve své adopci do néjaké miry ovlivnéni tlakem spolec-
nosti, kdy s rostoucim poctem jedinct, ktefi inovaci jiz adoptovali, roste také tlak k adoptovani
na zbyvajici, dosud neadoptujici, jedince. Tato ¢ast populace je oznacovana jako imitatoti a Bass
uvadi, Ze se jedna o jedince ze skupin 2 az 5 v ptivodni Rogersovo teorii.

Basstiv model vychézi z pfedpokladu, Ze pravdépodobnost P(t), Ze dany jedinec ze sku-
piny imitdtorti inovaci adoptuje v Case ¢, jestliZe ji dosud neadoptoval, je linedrni funkce poctu
jedincti, ktefi inovaci dosud adoptovali, ve tvaru

P(t)=p+ %A(t). 2.1)
Vyrazy p > 0,q > 0am > 0 jsou konstanty, A(t) je funkce kumulativniho poctu adop-
tujicich do Casu t. Protoze A(0) = 0, parametr p uddva pravdépodobnost adopce inovatort
v Case t = 0. Bass uvadyi, Ze velikost p reflektuje vliv inovétori ve spole¢nosti. Vyraz %A(t)
modeluje zvysujici se tlak k adopci na imitatory pfi réstu poctu jedincti, ktefi jiz adoptovali.
V literatufe byva parametr p oznafovan jako ,koeficient inovace” a parametr q jako koeficient
imitace”. Konstanta m oznacuje pocet potencidlnich adoptujicich.

Basstiv model méa dva klicové predpoklady. V prvni fadé uvazuje, Ze vSichni potencidlni
adoptujici inovaci ¢asem adoptuji. Za druhé, opétovnd adopce (napt. opétovné pofizeni daného
produktu) neni v modelu uvaZovéna, a v datech by proto neméla byt zahrnuta.

Podminénou pravdépodobnost P(t), Ze dany jedinec v ¢ase t adoptuje, jestlize dosud nea-
doptoval, mtiZeme napsat ve tvaru

O o=t Lag =
TF() P(t)y=p+ mA(t) =p+qF(t), (2.2)
kde f(t) je pravdépodobnost adopce v case t, F(t) = fotf(s)ds (kde F(0) = 0), je pravdé-
podobnost adopce do ¢asu ¢, m je velikost trhu (pocet potencidlnich adoptujicich) a A(t) a F(t)

jsou svazany vztahem
A(t) = mF(t).
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Hodnoty funkce F(t) jsou tedy normalizovény do intervalu [0, 1].
Pro model procesu sifeni inovaci navrhl Bass nelinedrni diferencidlni rovnici prvniho fadu
ve tvaru

da(t) _ 9
2= (r+Law)m-aw), t>o 2.3)
Pfipojime-li pfirozenou pocate¢ni podminku A(0) = 0 (a pfejdeme-li soucasné ke stru¢néjsimu
znaceni pro derivaci A'(t) = d‘ggt) ), dostaneme Bassovu pocate¢ni tlohu
A = (p+ TA®) (m— A1), t>0,
A(0) =0,

kterou Ize pomoci separace proménnych explicitné vyfesit. ReSeni ma tvar

A(t) = m (w(ﬁq)t) : (2.4)

1+ %e—(pﬂf)t

Rovnice (2.4) popisuje vySe zminénou S-kiivku, kterou lze pouZzit k modelovani celkové
(kumulativni) adopce v zavislosti na ¢ase, [30].

Alternativné mtizeme sestavit Bassttv model pro normalizovanou funkci F(t). Funkce F(t)
popisuje procentualni penetraci trhu v populaci. Vydélime-li rovnici (2.3) poétem potencidlnich
adoptujicich m > 0, dostaneme

1A'<t> p+Lawm) m-aw),

1
0 e ) (-4,

a nasledné dostdvame normalizovanou Bassovu diferencidlni rovnici
F'(t)= (p+qF(t)) (1—F(t)), t>0. (2.5)

Reseni potateeni dlohy s F(0) = 0 ma nésledné tvar

Py = Lo 26
Funkci f(t), popisujici podil adoptujicich v ¢ase t, ziskdme derivaci F(t) podle ¢asu
20— (p+a)t
() = f(r) = PP ED . 2.7)

(p -+ qe-r+91)”

Bod nejrychlejsiho ristu funkce F(t), odpovidajici bodu maxima f(t), oznatime jako t*. Jedna
se 0 bod, ve kterém jsou funkce F”(t), resp. f'(t), rovny nule, tj. dostdvame rovnici

p(p + q)3e_(p+‘7)t* (qe_(P"“?)t* — p) o
gy

F'(#) = £/ () = 2.8)
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a jejim FeSenim je bod
In % 29)
= — . 29
(p+4q)

Bod t* 1ze interpretovat jako bod nejrychlejsi penetrace ¢i jako bod vrcholu (tzv. ,peaku”) ado-
pce. Na Obrazku 2.3 jsou funkce F(t) a f(t) vykresleny pro rtizné hodnoty parametrt p a 4.
Poloha bodu t* je naznacena pferusovanou ¢arou v piipadech, ve kterych to dava smysl (tj.

p<4q).
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Obrézek 2.3: Vykresleni funkci F(t) a f(t) popsanych rovnicemi (2.6), resp. (2.7), pro rtizné
hodnoty parametrti p a 4 se znazornénym bodem peaku t* (pferusovana ¢ara).

Normalizovana Bassova diferencialni rovnice (2.5) ma pfirozeny tizky vztah na jeden z nej-
vyznamnéjsi rastovych populacnich modeld, logistickou diferencidlni rovnici.

Pozndmka 2.1. UvaZujeme-li specidlni pfipad normalizovaného Bassova modelu (2.5) s p = 0,
dostavame (normalizovanou) logistickou diferencidlni rovnici

F/(t) = gF(t)(1 — F(t)), t>0,
resp. jeji nenormalizovanou verzi

Al(t) = gA(t)(m — A(t)), t>0. (2.10)
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Rovnice (2.10) se nazyva logisticka diferencidlni rovnice a pfedstavuje jeden z nejpouzivanéjsich
modeld popula¢niho riistu. Byla poprvé odvozena jiz v roce 1838 belgickym matematikem
Pierrem Francoisem Verhulstem. Parametr m > 0 zde ma pfirozenou interpretaci kapacity
prostiedi, vice v [27]. Basstiv model 1ze tedy vnimat jako drobné zobecnéni logistického rtistu.

Tato vazba nam odkryva dtileZitou vlastnost Bassova modelu, a tou je spojity cas. Fakt,
Ze je pro modelovani penetrace trhu pouZivana diferencidlni, a ne diferen¢ni, rovnice, plyne
jednoduse z chaotického chovani diskrétni analogie logistické diferencidlni rovnice (2.10) (viz
napf. [32]), které pfimo implikuje i chaotické chovani diskrétni analogie Bassova modelu (2.5)
majici tvar napf.

Fiii=F.+(p+qF)(1—F,), neN.

Vzhledem k diskrétni povaze dat, ktera slouzi k odhadovani parametrti Bassova modelu, byly
navrZeny i jiné diskrétni verze, [30], zarucujici nechaotické chovani. Jejich nepfirozené vlast-
nosti (jako nemonotonie trajektorii ¢i absence pfirozené interpretace) nicméné objastiuji drtivou
pfevahu pouzivani spojitych modeld.

Kromé Bassova modelu, ktery je zaloZen na logistickém riistu, lze k modelovéni procesu
sifeni inovace a celkové adopce v zévislosti na ¢ase pouZit i jiné modely, majici mirné odlisné
analytické vlastnosti, [18]. Jeden z takovych p¥istupti je zaloZen na tzv. Gompertzové ristu

F(t) = me= 4",

kde m je maximalni velikost populace a A, B > 0 jsou parametry udavajici tvar rstové kiivky.

2.3 Analogie marketingovych a epidemiologickych modelt

N

PfestoZe byly modely $ifeni inovaci doposud popisovdny pfedevsim v kontextu marketingu
a penetrace trhu, dané modely maji tzkou souvislost s modelovanim procesu Sifeni nakazy
v populaci, [35].

Proto i v nésledujicich kapitolach mluvime obecné o ,inovaci” (myslenka, produkt, nemoc,
atd.), ,adopci” (jedinec pfijme myslenku, koupi produkt, nakazi se nemoci) a jestliZze dany jedi-
nec inovaci adoptoval, mluvime o ném jako o ,nakaZeném” jedinci.

Abychom vazbu marketingovych a epidemiologickych modelti dobfe objasnili, pfedstavme
si zdkladni epidemiologické modely, [12]. Jedna se o tzv. pfihrddkové modely (angl. compartmen-
tal models), kde kazdy jedinec populace je v jedné ze dvou (tfi, obecné n € IN) skupin dle faze
nakaZeni, tzv. pfihradek.

Nejjednodussim piikladem pfihradkového epidemiologického modelu je SI model, ktery
uvazuje dvé prihradky. SImodel se schematicky popisuje tzv. diagramem (schématem) pfihrad-
kového modelu, viz Obr. 2.4. Kazdy jedinec (nekoneiné a homogenni) populace se bud mize

B
A

Obrazek 2.4: Schéma pfihradkového SI modelu (2.11).
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nachézet ve stavu S — susceptible (zdravy a ndchylny k nakaZeni), resp. I —infected (nakaZeny).
Matematicky je model SI popséan soustavou dvou diferencidlnich rovnic

S'(t) = _BIOS() t>0,

N 7
(o)  BIOS) i
N 7
kde S(t), I(t) je pocet nachylnych a nakazenych v case ¢,
N =S(t)+ I(¢) (2.12)

je konstantni velikost populace a f > 0 je konstanta popisujici intenzitu $ifeni nemoci.
Na Obrazku 2.5 je feSeni modelu SI v zavislosti na Case t pro rtizné hodnoty koeficientu .

0.8 0.8 0.8

0.6 0.6 0.6

0.4 0.4 0.4
0.2 0.2] 0.2 \
t t t

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
— s — I —sH — 1) — s — 1

@p=1 (b)p=1 ©p=4

Obrazek 2.5: Epidemiologicky model SI. Po¢ate¢ni podminka odpovidd 1 % nakaZenych v po-
pulacivt=0.

Z epidemiologického hlediska je tento zdkladni SI model neprakticky, protoZe nakaZenym
neumoziuje uzdraveni, nakaZeni ani neumiraji. Je ale idedlni pro ukazani vazby mezi marke-
tingovym Bassovym modelem (2.5), popula¢nim Volterrovym modelem (2.10) a epidemiolo-
gickymi modely, [31]. VyuZijeme-li totiz vztahu (2.12), ktery lze pfepsat jako S(t) = N — I(t),
miiZeme ho dosadit do druhé rovnice v (2.11) a ziskdme jednu diferencidlni rovnici pro pocet
nakaZzenych

v — BUOS®) _ BION ~1(1)

N N

Oznadéime-li si novou konstantu B = %, tak ziskdvame

I'(t) = BI(H(N - 1(t), 2.13)

coZ je pfimo model ekvivalentni s popula¢nim Volterrovym modelem (2.10) a ve smyslu Pozné-
mky 2.1 i s Bassovym modelem (2.5) s p = 0.

Vztah marketingovych a epidemiologickych (¢i populaénich) modelt je tedy velice tzky,
i kdyZ neni zcela identicky, zejména kvili pfitomnosti konstanty p popisujici podil inovatort
v Bassové modelu (2.5). Nicméné, Siroka rozpracovanost napt. pfihrddkovych modeli v epi-
demiologii a jejich rozmanitych variant a rozsifeni poskytuje nepfeberné mnozstvi moznosti
rozsifovani modeld.

Uved me si nékolik dalich moZznych smért pro rozsiteni marketingovych modelt na zékla-
dé epidemiologickych modeld, pro pfehled zejména spojitych epidemiologickych modelt od-
kazujeme nap¥. na knihy [1, 12] a pfehledovy ¢lanek [6].
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e SIS model umoziujici opakovanou ndkazu (sezénni chfipka) odpovidajici napf. opako-
vanym ndkuptim, viz schema na Obr. 2.6,

S'(F) = —% LI, t>0,

r(e) = BOSD oy,

N

(2.14)

e SIR model umoziiujici tplné vyléceni (nemoci, které 1ze prodélat jen jednou a vytvéfe-
jici protilatky, napt. spalnicky, zardénky, pfiusnice, ...) odpovidajici napf. jednordzovému
predplatnému &i prechodu k lepsi technologii, viz schema na Obr. 2.7,

I(£)S(t)
S'(t) = _BI)S(H) t
( ) N 4 > 0/
ey = BLOS® g, (2.15)

R(t) = 7I(t),

e bunécné automaty typu Greenberg-Hastings (viz napt. [12, Kap. 6.2.]) umoZnujici stu-
dium malych populaci,

e prostorové heterogenni modely $ifeni epidemii (viz napi. [20]), umoziiujici studium vlivu
struktury vazeb uvniti dané (kone¢né) populace.

B
®/\®
\/

Y
Obrézek 2.6: Schéma prihradkového SIS modelu (2.14).

B 4
Obrézek 2.7: Schéma pfihradkového SIR modelu (2.15).

Na Obrazcich 2.8 a 2.9 jsou vykreslena feSeni modelt SIS a SIR v zévislosti na ¢ase t pro rtiz-
né hodnoty parametri § a . Hodnota parametru f = 411 modeluje situaci, kdy nakazeny jedinec
z piihradky I nakazi v priméru jednoho zdravého ¢lovéka za ¢tyfi ¢asové jednotky, uvazujme
déle dny. V pifpadé v = £ trvd primérné 14 dni, neZ se nakaZeny jedinec vylédi (ptesune
se z piihradky I do S v p¥ipadé SIS modelu nebo se pfesune z I do R v pfipadé SIR modelu).
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Obrézek 2.8: Epidemiologicky model SIS. Pocate¢ni podminka odpovidd 1 % nakaZenych v po-

pulaciv t = 0.
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Obrézek 2.9: Epidemiologicky model SIR. Poc¢ate¢ni podminka odpovida 1 % nakaZenych v po-

pulacivt = 0.
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2.4 Empirické poznamky

Diky velké aplikovatelnosti Bassova modelu existuje mnozstvi ¢lankii zabyvajici se odhady pa-
rametrli p, g a m Bassova modelu nap¥i¢ riiznymi produkty na trhu, napi. [24], [25], [30], [34].

Podle Liliena, Rangaswama a De Bruyna [21] je jednou z vyhod Bassova modelu jeho ,fle-
xibilita” ve smyslu modelovani rtiznych scénaiti prodeje daného produktu pfes rizné hodnoty
parametri p a q:

e Jestlize g > p, dominuje efekt imitace nad efektem inovace a funkce adopce f(t) m4 tvar
prevraceného U.

e Pro g < p naopak dominuje efekt inovace, tj. nejvétsi prodeje jsou zaznamenany pii pfed-
staveni produktu a funkce adopce f(t) postupné klesa.

e Jestlize p i g jsou vysoké, pak produkt zaznamend rychly nartst prodeji a zaroven jejich
rychly pokles po dosaZeni maximalni hodnoty (peaku).

Zdroj [21] déale zmitiuje, Ze k predikci prodejt je vhodné nejprve samostatné odhadnout
trzni potencial m (napf. priazkumem dlouhodobych obchodnich zdmért) a nasledné pro dané
m pouZit nelinearni regresi k odhadu parametrti p a ¢ Bassova modelu.

Satoh [30] uvadyi, Ze pro odhad parametrti p a 4 se pouZiva napt. metoda nejmensich ¢tverct,
metoda maximélni vérohodnosti nebo metoda nelinearnich nejmensich ¢tverci. Zatimco me-
toda nelinedrnich ¢tvercti obecné dosahuje uspokojivych vysledki p¥i pouZiti k predikci, vyho-
da oby¢ejnych nejmensich ¢tvercti je v jejich relativné jednoduché implementaci.

V Tabulce 2.1 je uvedeno nékolik pfikladfi pramérnych odhad® parametri pro rtizné pro-
dukty v¢. zdroja téchto odhadti. Odhady p a g ze zdroje [24] pochdzeji z dat prodeji v USA,
v piipadé zdroje [25] jde o odhady provedené na zdkladé prodejt na némeckém trhu.

p q
Barevna TV, [24] 0.059 0.146
Elektricky kavovar, [24] 0.077 1.106
Hybridni automobil, [25] 0.001  0.479
Mobilni telefon, [24] 0.008 0.421

Tabulka 2.1: Odhady parametrt p a 4 Bassova modelu pro rtizné produkty.

Chandrasekaran a Tellis [11] uvadi, ze

o pramér parametru inovace p napfic¢ SirSsim spektrem produktii leZi mezi hodnotami 0.027
a 0.03 s relativné malym rozptylem pro rtizné typy produktii, zatimco

o prumeér parametru imitace q nap¥i¢ SirSim spektrem produktt leZi mezi hodnotami 0.38
a 0.42 s velkym rozptylem odhadu zavisejicim na typu produktu a dalSich faktorech.

Odlisnost tvaru kfivek Bassova modelu pro produkty uvedené v Tabulce 2.1 je pro funkci
adopce f(t) na Obrazku 2.10a, pro funkci kumulativni adopce F(t) na Obrazku 2.10b. Pteruso-
vanou ¢arou je vykreslen tvar kiivek pro primérné hodnoty odhadti (resp. horni hranici odha-
dovanych interval®) p = 0.03 a ¢ = 0.42 podle Chandrasekarana a Tellise, [11].
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(a) Funkce adopce f(t) pro produkty uvedené v Tabulce 2.1. (b) Funkce kumulativni adopce F(t) pro produkty uve-
Kfivka pro uvadéné primérné hodnoty p = 0.03 a g = 0.42 dené v Tabulce 2.1. Kfivka pro uvadéné primérné hod-
je naznacena pferusovanou ¢arou. noty p = 0.03 a g = 0.42 je naznacena pferusovanou ¢arou.

Faktory ovliviiujici parametry Bassova modelu

Hodnoty odhadti parametri Bassova modelu zavisi na rtiznych faktorech. Vyznamnym fak-
torem je kategorie/typ produktu, kdy napf. pramyslové ¢i zdravotnické produkty maji obecné
vy$si koeficient inovace nez jiné typy zboZi, [11].

Zmitime také zavislost na regionu (napft. statu), ve kterém je produkt uveden. Obecné plati,
Ze jak pramérny koeficient inovace, tak primeérny koeficient imitace, jsou pro rozvinuté zemeé
vy$8i, neZ pro zemé rozvojové. Zaroven Van den Bulte [34] uvadi, Ze v zemich s tradi¢né ko-
lektivistickou mentalitou je hodnota parametru imitace g vyssi, neZ v zemich s mentalitou in-
dividualistickou (jako pfiklad je uvedeno Japonsko jako zastupce spiSe kolektivistické kultury
a USA jako zastupce spiSe individualistické kultury).

V neposledni fadé uved me faktor éasu, ve kterém je produkt predstaven. Z empirickych dat
se ukazuje, Ze nékteré faze penetrace trhu se postupné zkracuji. Chandrasekaran a Tellis [11]
uvadi, ze zatimco produkt, ktery v roce 1946 v USA dosahoval 5% penetrace trhu, potfeboval
k rozsifeni z 10 % na 90 % odhadované maximéIni kumulativni adopce cca 14 let, v roce 1980

se tento ¢as zkratil v priméru na polovinu, tj. 7 let.

Vyhody a nevyhody pouZiti Bassova modelu

Ackoliv se Basstiv model v mnoha p¥ipadech prokazal jako uzite¢ny néstroj k odhaddm pro-
dejiit nové predstavenych produktti, objevuji se i kritické ndzory na pouziti difiznich modelti
a jejich spolehlivost k odhadovéani penetrace trhu. Heeler a Hustad [16] uvadyi, Ze diftzni mo-
dely dosahuji v nékterych piipadech podprimeérnych vysledki, Bernhardt a MacKenzie [7] do-
konce uvadi, Ze nadpriimérné vysledky téchto modelt jsou v nékterych pfipadech zapti¢inény
Jproziravym vijbérem situace, populace, inovace a casového intervalu pro vyhodnoceni vysledkii odhadii
dat”.

Zdroj [22] uvadi, Ze prestoZze Basstiv model obvykle dobfe aproximuje ro¢ni prodeje, v pii-
padé ctvrtletnich ¢i dokonce mési¢nich dat byva jeho pouZiti vzhledem k moZzné sezénnosti
v datech méné ac¢inné. Jestlize by vsak firma chtéla dany model pouzit k predikci tspésnosti
nového produktu, v drtivém mnoZstvi pf¥ipadii je pouziti ro¢nich dat p¥ili§ pozdé na vyhodno-
ceni klicovych investic.
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Nesporna vyhoda pouziti Bassova modelu je v jeho relativni jednoduchosti a snadné im-
plementaci. Nicméné tato jednoduchost souvisi s mnohdy neredlnymi pfedpoklady na model.
Ve spojitém modelu je kazdy imitdtor okamzité ovlivnén zvysujicim se poc¢tem adoptujicich,
populace je homogenni a nestrukturovana.

Tyto predpoklady jsou zjevné v rozporu s redlnym svétem, ve kterém jsou nékteti jedinci
v populaci do jisté miry ,izolovani” od ostatnich (af uz fyzickou nebo socidlni vzdalenost),
néktef{ potencialni adoptujici maji vyssi pravdépodobnost adopce nez jini (napf. u nové techno-
logie miiZe mit vy$si pravdépodobnost adopce jedinec z ekonomicky aktivni skupiny obyvatel),
atd.

Vzhledem k uvedenym nevyhoddm spojitého Bassova modelu se dale zabyvejme modely
uvaZujicimi konecnou a strukturovanou populaci a diskrétni ¢as, které vsak, stejné jako Basstiv

Yoy

model, z myslenky $ifeni inovaci vychazeji.



Zakladni modely Sireni
inovace

3.1 Diskrétni Markovsky fetézec

N2 Yoy

V nésledujici kapitole budeme Sifeni inovace napfi¢ kone¢nou a strukturovanou populaci mo-
delovat za pomoci diskrétniho Markovského fetézce. V nejjednodussim p¥ipadé tiplného grafu
ptjde o Markovsky fetézec s mnoZzinou stavit S = {1,2,...,n}, kde n € IN je maximalni ve-
likost populace. Jednotlivé stavy fetézce i € S jsou pocty jedincti, ktef{ inovaci jiz adoptovali.
V pfipadé obecného grafu (obecné heterogenni struktury) bude mnoZzina stavii mnohem bo-
hatsi. V nejextrémn&jsim p¥ipadé miize obsahovat 2" stavii. Potatecni rozdéleni u(?) popisuje
pocate¢ni podminku stavu adopce (pfijmuti) dané inovace. V grafech je, bez jmy na obecnosti,
pocate¢ni podminka na indexu t = 1.

K popisu danych populacnich struktur pouZijeme neorientovany graf G = (V,E), kde V
je mnoZina vrcholt a E je mnoZina neorientovanych hran. Populaci velikosti # modelujeme gra-
fem na n = |V| vrcholech, kde kazdy vrchol oznacuje konkrétniho ¢lena populace a pfitomnost
hrany {u,v} € E oznacuje, Ze se jedinci 1 a v navzajem znaji (tj. mohou se vzdjemné ovliviiovat
v adoptovéni dané inovace). Graf G budeme popisovat matici sousednosti A(G) jak pro analy-
tické, tak simula¢ni postupy.

Kazdy jedinec (resp. vrchol grafu v € V) se miiZe nachazet v jednom ze dvou stavti. Stav 0
odpovida situaci, kdy dany jedinec uvazovanou inovaci jesté neadoptoval a budeme v navaz-
nosti na souvislost s epidemiologickymi modely mluvit o nenakaZeném jedinci. Stav 1 naopak
bude odpovidat jedinci, ktery jiz danou inovaci adoptoval, a budeme hovofit o nakaZeném
jedinci.

Formulujme dale uvaZzovana ,pravidla” adopce. Prvnim pravidlem (ozna¢me ho jako pravi-
dlo A) je pfistup, ve kterém pravdépodobnost adopce zavisi na po¢tu nakazenych sousedi. Po-
kud ma nenakaZeny vrchol m nakaZenych sousedti, pak ho kazdy z m sousedd mtize v daném
kroku nakazit s pravdépodobnosti p. Pravdépodobnost adopce tedy zdvisi na po¢tu nakaZenych
soused.

Druhym pravidlem (ozna¢me ho jako pravidlo B) je pfistup, ve kterém se jedinec nakazi
s pravdépodobnosti p v p¥ipadé, Ze ma alespori jednoho nakaZzeného souseda. Pravdépodobnost
adopce tedy nezivisi na poctu nakaZenych sousedti (v piipad€, Ze mé jedinec alespor jednoho
nakaZeného souseda). Pravidla adopce tedy jsou:

e Pravidlo A: Kazdy nakaZeny soused mtize daného jedince nakazit s pravdépodobnosti p.

15
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S kazdym nakaZenym sousedem tedy roste pravdépodobnost, Ze jedinec inovaci rovnéz
adoptuje.

e Pravidlo B: Pokud ma jedinec alespon jednoho nakaZeného souseda, jeho pravdépodob-
nost adopce je p. Vy$si pocet nakaZenych sousedti nezvysuje pro daného jedince pravdé-
podobnost adopce.

Na zékladé zvoleného pravidla adopce pak definujeme pravdépodobnost adopce p. V pii-
padé pravidla A jde o pravdépodobnost, s jakou mé kazdy nakaZeny soused Sanci ,zdravého”
jedince nakazit. V pfipadé pravidla B jde o pravdépodobnost, s jakou se zdravy jedinec nakazi,
pokud ma alespon jednoho nakazeného souseda.

oA

Mezi parametry modelu $ifeni inovace tedy zahrneme

e graf G = (V, E) na n vrcholech reprezentovany matici sousednosti A(G),
e velikost populace n = |V,

e pocatecni rozdéleni inovace y(o),

e pravidlo adopce (pravidlo A nebo B),

e pravdépodobnost adopce p.

3.2 Diskrétni Markovsky fetézec na tiiplném grafu

Jednim z nejjednodussich uvazovanych modelt struktury konetné populace je tplny graf K,
na n vrcholech. V iplném grafu vede hrana mezi kazdymi dvéma vrcholy, tj. modelujeme situ-
aci, kdy se kazdy jedinec zna s kazdym (napf. uzsf rodina, studijni kruh, projektovy tym, ...).
Vizualizace takové struktury pro rtizné n je na Obrazku 3.1. Pro jednoduchost uvaZujme situaci,
kdy se na pocétku v dané populaci vyskytne pravé jeden nakaZeny ¢len a bez Gjmy na obecnosti
uvaZujme, Ze tento nakaZeny je popséan vrcholem na pozici 1, 4. (% = (1,0,..., 0)’. NakazZeny
vrchol je v grafech zvyraznén Cervené.

o

(@)G=Ks (b) G =K (G =Ky

Obrazek 3.1: Modely populace pro rtzna n, tplny graf G = K, s naznacenou pocatecni
podminkou jednoho nakaZeného v populaci (¢erveny vrchol).
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Pocate¢ni rozdéleni Markovského fetézce je vektor délky 7 s jednickou na pozici nakazeného
vrcholu a nulami jinde. Kromé stavu, kdy je celd populace nakaZena, jsou vSechny stavy pie-
chodné. Situace, kdy je nakaZeno vSech n jedincti v populaci, je stav absorpéni, protoZe ne-
uvaZujeme moznost vyléceni.

Pro dplny graf na n vrcholech a pravidlo A (fj. zvySujici se pocet nakaZenych sousedil
zvysuje pravdépodobnost, Ze dany vrchol inovaci adoptuje) bude matice pravdépodobnosti

prechodu P4 = {p{}, i,j € S} matice n X n s prvky na pozici p;?‘ ve tvaru

A n—1i i j—i i n—j . .
= (02 (-a=p) " (a-p)", iz 6.
Jedna se o horni trojahelnikovou matici, protoZe neuvazujeme moZznost vyléfeni — pii stavu i,
kdy i je potet nakaZenych, mliZeme zlstat v soucasném stavu (nikdo se v daném kroku ne-
nakazi) nebo nakazit az n — i jedinct. Pfi pfechodu ze stavu i do stavu j, kde i < j, tedy
z nenakazZenych n — i jedincti vybirdme j — i takovych, ktefi se pfi pfechodu z i do j nakazi.
Kombinaé¢ni éisllc? (’}:il) popisuje pocet vSech kombinaci, jak tyto jedince vybrat. Vyraz ve tvaru

(1 —(1- p)i>] l oznacuje pravdépodobnost nakazy j — i jedinc, ktefi se pfi daném pfechodu
z i do j nakazi, vyraz ((1 - p)i>n71 oznacuje pravdépodobnost toho, Ze se zbyvajicich n — j
jedincti pti pfechodu z i do j nenakazi.

Napfiklad pro populaci o velikosti # = 3, zndzornénou na Obrazku 3.1a, je matice pravdé-
podobnosti pfechodu matice 3 x 3 ve tvaru

(1-p)* 2p(1-p) p*
P, = 0 1-p)? 1-01-p)?]. (3.2)
0 0 1

Na Obréazku 3.2 je pro danou populaci zndzornén diskrétni Markovsky fetézec popisujici
pravdépodobnosti pfechodu mezi jednotlivymi stavy pro pravidlo A (zdvisi na poc¢tu nakaze-
nych sousedil). Stavy daného fetézce jsou nasledujici:

e Stav 1 (nakaZen jeden ¢len populace): pfechodny a vychozi stav,
e Stav 2 (nakaZeni dva cleni populace): pfechodny stav,

e Stav 3 (nakaZeni tfi ¢leni populace): absorpéni stav.

v

Na Obréazku 3.2 vidime, Ze Sipky vedou vZdy od stavu s niZS$im ¢islem ke stejnému nebo
vyssimu. Tato skute¢nost souvisi s pfedpokladem, Ze jedince nelze vylécit. Pokud tedy zacina-
me s jednim nakaZenym, v dal$im kroku se nemusi nakazit Zddny jedinec (ztistdvame ve stavu
1) nebo se nakazi jeden jedinec (pfechdzime do stavu 2) nebo se nakazi oba zbyvajici jedinci
(pfechazime do stavu 3) a fetézec je absorbovan.

V p¥ipadé pravidla B je matice pravdépodobnosti pfechodu P? = {pg, i,j € S} matice n X n

s prvky na pozici pg ve tvaru

n—i\ ;. T
Pf}':(j_i)i?“(lp)”’, i<j. (3.3)
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N . -p?

A

p? 2(1/p)p

Q

(1-p?

Obrézek 3.2: Markovsky fetézec pro K3, pravidlo A a dané pravdépodobnosti pfechodu shrnuté
v matici Pfé‘3 v rovnici (3.2).

Stejné jako v pfipadé pravidla A se jedna o horni trojihelnikovou matici, protoZe neuvazujeme
moznost vyléceni. Oproti pravidlu A nezvysuje pravdépodobnost adopce pocet nakazenych
sousedt: i. Vyraz p/~! oznatuje pravdépodobnost nékazy j — i jedincti, ktefi se pii daném pfe-
chodu ze stavu i do stavu j nakazi, vyraz (1 — p)”fj oznacuje pravdépodobnost toho, Ze se zby-
vajicich n — j jedinctl p¥i pfechodu z i do j nenakazi, a kombinaéni ¢islo (’]1:; ) ddvd pocet vSech
kombinaci, jak je moZné pfi daném prechodu nakazit j — i jedincti z n — i zdravych.

Uvazujme opét populaci o velikosti n = 3 zndzornénou na Obrazku 3.1a. Matice pravdé-
podobnosti pfechodu pro pravidlo adopce B je matice 3 x 3 ve tvaru

, (1-p)3 2p(1—p) p?
Py, = 0 1-p pl. (3.4)
0 0 1

Na Obrazku 3.3 je pro danou populaci zndzornén diskrétni Markovsky fetézec popisujici
pravdépodobnosti pfechodu mezi jednotlivymi stavy pro pravidlo B (nezavisi na po¢tu nakaZze-
nych sousedil). Stavy fetézce jsou totoZné jako v piipadé pravidla A.

Jak je patrné pfi srovnani rovnice (3.2), popisujici matici pravdépodobnosti pfechodu pra-
vidla A, a rovnice (3.4), popisujici matici pravdépodobnosti pfechodu pro pravidlo B, jediny
fadek, ktery se pro n = 3 lisi, je fddek druhy. V pfipadé, kdy jsme ve stavu i = 1 (popsdn
prvnim fadkem), jsou pravdépodobnosti pfechodti do staviij = 1, j = 2 a j = 3 stejné pro obé
pravidla, protoZe kazdy zdravy vrchol ma pouze jednoho nakaZeného souseda. Pro stav i = 2
jsou odpovidajici fadky obou matic odlisné, protoze pro pravidlo A je vyssi pravdépodobnost,
Ze se jediny zdravy vrchol nakazi (a analogicky niZsi, Ze se nenakazi). Pro stav i = 3 jsou od-
povidajici si fadky opét shodné, nebof nakaZeni jsou jiz vsichni Eleni populace a ztstavame
tedy ve stavu i = 3 s pravdépodobnosti 1.
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(1-py?

Obrézek 3.3: Markovsky fetézec pro K3, pravidlo B a dané pravdépodobnosti pfechodu shrnuté
v matici PES v rovnici (3.4).

Cas absorpce Markovského fetézce na aplném grafu

vy 3%

Zajimavym atributem Sifeni inovace napfi¢ jednotlivymi populacemi je primeérny ¢as do ab-
sorpce. V pfipadé uvaZovanych Markovskych fetézcti, zndzornénych na Obrazku 3.2 pro pra-
vidlo A a na Obrédzku 3.3 pro pravidlo B, Ize rozlozit mnoZinu stavli S na mnoZinu stavt
pfechodnych (nakazeno méné jedincti nez n) a jednoprvkovou mnozinu stavi trvalych, tj. tento
stav je absorp¢ni (nakaZeno 7 jedincti). Matici pravdépodobnosti pfechodu lze pak usporadat
do tzv. kanonického tvaru, [28],

p* 0
= (50, 65

kde P* = {p;;,i,j € T°},Q = {pij,i € T,j € T°}, R = {pjj,i,j € T}, T je mnozina pfechodnych
stavli a T¢ je mnoZina obsahujici trvaly (absorpéni) stav.

Matice P* odpovidéd pfechodtim mezi absorpénimi stavy i a j. V naSem piipadé je mnoZina
absorp¢nich stavi vzdy jednoprvkova. Pro pravidlo A s matici pravdépodobnosti pfechodu
(3.2) je P*4 = p{, = 1. V&imnéme si, Ze oproti (3.2) dochdzi k pfeuspofadani stavii a absorpéni
stav budeme psét do prvniho fadku dle zvyki z teorie Markovskych procest, [28].

Matice Q odpovida ptechodu z pfechodného stavu i do trvalého (zde absorp¢niho) stavu j.

V pfipadé matice (3.2) je
2
A p
= . 3.6
© <1 -(1- P)Z) 0

Matice R je ¢ast matice pfechodu v kanonickém tvaru s pfechodnymi stavy, v matici (3.2)

je tvaru
—p)2 -
RA = <(1 ) 2(7"1(1 p)’?) . (3.7)
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Vzhledem k diskrétni povaze jednotlivych stavti je casem do absorpce myslen celkovy pocet
¢asovych okamZikt strdvenych v mnoziné pfechodnych stavii T pfedtim, nez je fetézec absor-
bovan. K analytickému ur¢eni primeérného casu do absorpce pouZijeme tzv. fundamentalni
matici ve tvaru

F=(I-R)7}, (3.8)

kde I je jednotkova matice rozméru odpovidajicimu rozméru R. Vektor
t=F-c (3.9)

kde ¢ je sloupcovy vektor jedniek odpovidajici délky, potom na pozici t; obsahuje pramérny
¢as absorpce, pokud fetézec zacal ve stavu i.
Pro populaci n = 3 s matici pravdépodobnosti pfechodu (3.2) je F ve tvaru

1—(1—p)? 2(1—p)p

A _ | 7=+t R
F% = 0 1—(1-p)> (3.10)

Tt

a vektor 4 je
_ T
A — 4—3p 1 )

! ((*2+pﬁp’ 2p—p*) - @.11)
Prvek E = % je primeérny cas do absorpce, jestlize fetézec zacal ve stavu i = 1 (jeden
nakaZeny), g = 1 je primérny ¢as do absorpce, jestlize fetézec zatal ve stavu i = 2 (dva

2p=p
nakaZzeni). Pro p = 0.1 je t4 rovno pfiblizné t4 = (10.25, 5.26)T.
V pfipadé pravidla B a populaci o velikosti n = 3 s matici pravdépodobnosti pfechodu (3.4)
je fundamentdlni matice F ve tvaru

I E U O
FB = < ZPBP P lﬂ ) (3.12)
P
avektort?je
T [ =320 1\'
f _(Hﬂj)p, E) . (3.13)

Pro p = 0.1 je tB rovno piiblizné t8 = (14.74, 1O)T. Jak pro start ze stavu i = 1 (jeden
nakaZeny), tak pro start z i = 2 (dva nakaZeni) je odpovidajici primérny ¢as absorpce vyssi nez
v pfipadé pravidla A, coZ souvisi s tim, Ze vyssi poet nakaZenych sousedt zvysuje v pfipadé
pravidla A pro dany vrchol pravdépodobnost adopce.

Na Obrézku 3.4 je znazornéna zavislost pramérného ¢asu absorpce f na pravdépodobnosti
absorpce p pro obé uvazovana pravidla adopce.

Na Obrézku 3.5 je srovndni zavislosti ¢asu absorpce t; na pravdépodobnosti absorpce p
pfi startu ze stavu i = 1 pro obé uvazovana pravidla adopce. Z grafu je patrné, Ze pramér-
ny &as absorpce pfi startu ze stavu i = 1 f; je pro danou pravdépodobnost vyssi pro pravi-
dlo B, protoZe pro néj plati, Ze zvysujici se pocet nakaZenych nezvysuje pro zdravé vrcholy
pravdépodobnost adopce. V piipadé pravidla A zvysujici se podil nakazenych v populaci zvy-
$uje pravdépodobnost, Ze zbyvajici zdravi jedinci inovaci adoptuji, a pramérny cas absorpce
je niz8i nez v piipadé pravidla B.
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Obrazek 3.4: Zavislost primérného ¢asu absorpce na pravdépodobnosti absorpce p pro G = K3
a pocatecni stavy fetézce i = 1 (Cervend kiivka) a i = 2 (¢ernd k¥ivka).

14
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Obrézek 3.5: Srovnéni zavislosti ¢asu absorpce f; na pravdépodobnosti absorpce p pii startu
ze stavu i = 1 (jeden nakaZeny) pro pravidlo A (modra kfivka) a pro pravidlo B (oranzova

kiivka).
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Timto zptisobem jsme schopni ziskat ¢as absorpce pro libovolnou velikost n € IN tiplného
grafu K,,. Oznatme si a, (p) pramérny ¢as absorpce v populaci popsané uplnym grafem s poca-
te¢ni podminkou danou jednim nakazenym jedincem,

9 =(1,0,...,07.

Pak mtizeme opét rozloZenim na kanonicky tvar (3.5) rozlisit pfechodné a absorpéni stavy
a ziskat obecny tvar matice R4 ¥adu (n — 1) x (n — 1) reprezentujici pfechody mezi jednot-
livymi pfechodnymi stavy 1,...,n —1

P Pﬁz PQH

0 py ... py,_
Ri=|. 7 R P

S

0 0o ... Pr-1n-1

kde prvky pl‘? jsou dany vztahy (3.1). Nasledné miiZzeme vyjadfit ¢as absorpce analyticky jako
prvni slozku vektoru ¢asti absorpce f.

LEMMA 3.1. Priimérny cas absorpce Markovského fetézce na viplném grafu K,, n € IN, n > 2
Fizeného pravidlem A s pocdtecni podminkou u© = (1,0,...,0)7 je din

ay (p) =1,

kde vektor F4 je urcen
A= (I-RH e

Diikaz. Diikaz plyne z [15, Theorem 11.5]. O

Samoziejmé mtZeme ziskat podobny vysledek pro Pravidlo B, kdy jednotlivé ¢leny matice

Ph sz Pgnq
e N o )
o 0 .. ngl/nfl

LEMMA 3.2. Priimérny ¢as absorpce Markovského tetézce na tiplném grafu K,, n € N, n > 2
Fizeného pravidlem B s pocitecni podminkou u® = (1,0,...,0)7 je din

ay(p) =1, (3.14)

kde vektor B je urcen
B =(-RE e

Poznidmka 3.3. Uzavieny tvar &asti absorpce a2 (p) a aZ (p) pro libovolné n € IN neumime ziskat,

ale diky postupu popsanému Lemmaty 3.1-3.2 miizeme vypocitat konkrétni hodnoty pro pevné
zadané n € IN. Prvnich nékolik hodnot je vypo¢teno v Tabulce 3.1.

V&imnéme si jednak toho, Ze pro n = 2 plati a4 (p) = a5(p), coz plyne jednoduse z faktu,
ze neadoptujici jedinec miiZze mit pouze jednoho nakaZeného souseda. Podobné hodnoty a4 (p)
a af (p) jsme pifmo vypocetli v (3.11) a (3.13).
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n a; (p) a3 (p)
1 1
2 b b
3 4-3p —3+2p
(=2+p)?p (=2+p)p

4p°—31p*+90p3—130p>+99p—-33  p(3(p—4)p+19)—11
(p—2)p(p*—3p+3)2(p>—2p+2)  (p—2)p((p—3)p+3)

e~

Tabulka 3.1: Priimérné ¢asy absorpce Markovskych fetézcti na tplnych grafech K, urenych
pravidly A a B, viz Lemmata 3.1-3.2.

Srovnani analytického a simulaéniho pfistupu uréeni ¢asu absorpce pro uplny graf

Pro strukturovanou populaci popsanou tplnym grafem na n vrcholech je analytické urceni
primeérného ¢asu absorpce (popsano vyse Lemmaty 3.1-3.2) porovnano s primérnym ¢asem
do absorpce ziskaného za pomoci simulaci. V obou p¥ipadech uvazujeme pocate¢ni podminku
i =1, tj. v populaci se na pocatku nachézi jeden nakaZzeny jedinec.

Hlavni motivaci pro tento odstavec je navdzani na nasledujici odstavce, kde jiZ neni vzdy
moZno pro obecny graf (netiplny a s jemnéjsi strukturou) ziskat obecnd tvrzeni typu Lemmat
3.1-3.2 a simula¢ni pfistup se stane dileZit€j$im ¢clankem nasi analyzy.

Za Gcelem srovnani analytickych a simulacnich vysledk( bylo pro obé pravidla adopce
pro jednotlivd n od 5 do 50 provedeno 10000 simulaci. Srovnéni analytického feSeni a od-
povidajiciho vysledku simulaci je na Obrazku 3.6.

V piipadé pravidla A se zvysujicim se n klesa primeérny cas do absorpce, zatimco u pravidla
B je tomu naopak.

Pomér nakaZenych v populaci v zavislosti na ¢ase

Dalsim zkoumanym ukazatelem pro rtzné struktury populace je pomér primérného poctu
nakaZenych i v populaci o velikosti n v zavislosti na case.

Pramérny pocet nakaZenych v daném case je urcen simula¢né. Pro kazdou z uvazZovanych
pravdépodobnosti adopce p = 0.1, p = 0.2, ..., p = 1 je provedeno 1000 simulaci a na Obrazku
3.7 je pak vykreslen primérny pomeér nakaZenych pro uvazovana pravidla adopce.

Ziskané kiivky popisuji kumulativni adopci, stejné jako tomu bylo u normalizovaného Bas-
sova modelu pfedstaveného v kapitole 2 a funkce kumulativni adopce F(t) popsané rovnici
(2.7).

3.3 Diskrétni Markovsky fetézec na k-regularnim grafu

Jako dalsi model strukturované populace uvazujme k-regularni graf. Graf je k-regularni, jestlize
stuperti kazdého vrcholu d(v) je roven ¢islu k pro vSechna v € V, [10]. Dle této definice je i vyse
uvedeny tplny graf K;, regularni s k = n — 1 (kazdy vrchol ma stupen n — 1).

V ptipadé libovolného k je vSak nutné ovéfit podminky existence daného grafu, nebof,
na rozdil od tplného grafu na n vrcholech, k-reguldrni graf na n vrcholech nebude pro libo-
volnou kombinaci #, k existovat vzdy. Napfiklad, pro lichy pocet vrcholti n nebude existovat
k-regulédrni graf, kde k je liché.
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(c) Rozdil analytického feSeni a simulaci pro rtiznd n, (d) Rozdil analytického feSeni a simulaci pro rtiznad n,
uplny graf, pravidlo A, p = 0.1, 10000 simulaci. aplny graf, pravidlo B, p = 0.1, 10000 simulaci.

Obrézek 3.6: Srovnani analytického a simula¢niho pfistupu urceni ¢asu do absorpce pfi startu
ze stavu i = 1 (jeden nakaZeny).

Pro ovéfeni existence k-regularniho grafu je pouZita Erdds-Gallaiova véta, [10]:

VETA 3.4. Nutnou a postacujici podminkou toho, aby posloupnost d = (dq,da, ..., dyn), kde dq >
dy > dy, byla grafovd, je sudy soucet stupriii Y | d; a splnéni nerovnosti

m n
Y di<m(m—1)+ Y min{m,d;} pro 1 <m <n. (3.15)
i=1 i=m+1

Pro dany k-reguldrni graf obecné neplati, na rozdil od tplnych grafti, Ze by procesy s rtizny-
mi nakaZenymi jedinci byly vzdjemné ekvivalentni. Navic, pro danou dvojici 7, k miize exis-
tovat mnoho vzajemné nepfeveditelnych (neizomorfnich) k-regularnich graf na n vrcholech,
¢emuz opét budou odpovidat rozdilné a vzdjemné nepfeveditelné Markovské fetézce. Proto
se omezime na simula¢ni piistup.
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Obrézek 3.7: Pomér primérného poctu nakazenych i v populaci velikosti n = 20 v zdvislosti
na Case t pro rizné pravdépodobnosti adopce p, tplny graf Kpp, 1000 simulaci.

Cas absorpce

Pro obé pravidla adopce a pravdépodobnost adopce p = 0.1 byl simula¢né spocten primeérny
¢as absorpce. Pro kazdé k od 2 do 10 bylo vygenerovano 1000 grafti pro n = 20 a n = 50.
Priklady takto vygenerovanych grafti na n = 20 vrcholech pro k = 3,k = 5a k = 10 jsou
na Obrazku 3.8. Vysledné primeérné ¢asy absorpce jsou uvedeny v Tabulce 3.2.

(a) Ndhodny 3-reguldrni graf (b) Nahodny 5-regularni graf (c) Ndhodny 10-reguldrni graf

Obrazek 3.8: Modely populace pro n = 20, ndhodné vygenerovany k-reguldrni graf G s naznace-
nou pocate¢ni podminkou jednoho nakazeného v populaci (¢erveny vrchol).

Na Obrazku 3.9 jsou vizualizovany primérné Casy absorpce uvedené v Tabulce 3.2. Z Ta-
bulky 3.2 je patrné, Ze se zvySujicim se k se zvétSuje rozdil mezi odpovidajicimi primérnymi
¢asy absorpce pravidla A a pravidla B. V pfipadé k = 2 je struktura populace popsdna pomoci
jediného souvislého 2-regularniho grafu na n vrcholech, kterym je cyklicky graf (kruznice) C,.
Inovace se v populaci §if{ ,postupné”, tj. vrchol, ktery neni spojen s jinym nakaZenym vrcholem,

se nemtiZe nakazit. V pfipadé kruznice C, se tedy inovace bude pro obé pravidla adopce Sifit
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2 3 4 5 6 7 8 9 10

20 95.673 34716 22560 16958 13978 11.894 10.414 9490 8.521
50 242298 50.725 31.226 23469 18960 16.202 14.090 12.632 11.444

(a) Pravidlo A

2 3 4 5 6 7 8 9 10

20 100.126  50.026 41.582 39.090 37.665 36.843 35.550 34.964 34.651
50 250.351 69.307 56.796 51.623 49.882 47.743 46.557 46.556 46.125

(b) Pravidlo B

Tabulka 3.2: Pramérny ¢as absorpce v zavislostina k pron = 20an = 50, p = 0.1, 1000 simulaci.

250/ 250
200 200
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10079 100®
°
50 (] 50 ° : 4 4 . ° . .
° : ® ] ° ° ° LY
| S S S S SN I | | | L,
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
en=20 e n=50 en=20 e n=50
(a) Pravidlo A (b) Pravidlo B

Obrézek 3.9: Primeérny ¢as absorpce v zavislosti na k pron = 20an = 50, p = 0.1, 1000 simu-
laci.

—
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Obrazek 3.10: Srovnani zavislosti ¢asu absorpce t; na k pro n = 20 pfi startu ze stavu i = 1
(jeden nakaZeny) pro pravidlo A (modré body) a pro pravidlo B (oranZové body), 1000 simulaci.



KAPITOLA 3. ZAKLADNI MODELY SIRENI INOVACE 27

stejné az do stavu i = n — 1, protoze kazdy zdravy vrchol ma nejvyse jednoho nakaZeného sou-
seda. Ve stavui = n — 1 je pravdépodobnost, Ze zbyvajici vrchol inovaci adoptuje, vyssi pro pra-
vidlo A. Zdravy vrchol mé pravé dva nakazené sousedy a v pfipadé pravidla A se s kazdym
nakaZenym sousedem zvysuje pravdépodobnost adopce.

Se zvysujicim se k klesa pramérny ¢as absorpce pro pravidlo A vyraznéji, neZ pro pravidlo B,
coZ je patrné z Obréazku 3.10, na kterém jsou pro n = 20 vykresleny ¢asy absorpce pro rfizna k.

Pomér nakazenych v populaci v zavislosti na ¢ase

Podivejme se nyni na to, jak se li§i pomér primérného poctu nakazenych jedincti i v populaci
velikosti n v zdvislosti na ¢ase pro rtizné hodnoty k regularniho grafu.

Na Obrazku 3.11 je vykreslen pomér % v zdvislostina ¢ase pron =20, p =01lak =2,k =3
az k = 10 pro obé pravidla adopce.

Pro pravidlo A na Obrazku 3.11a je celd populace nakaZena (tj. pomér ; je roven jedné)
nejrychleji pro k = 10. Se sniZujicim se k se zpomaluje také rychlost Sifeni inovace.

Stejné je tomu pro pravidlo B na Obrazku 3.11b, nicméné v p¥ipadé pravidla B je pro od-
povidajici si k $ifeni pomalejsi neZ v p¥ipadé pravidla A. Rozdil mezi rychlosti $ifeni inovace
pro odpovidajici si k se prohlubuje se zvySujicim se k. K¥ivky pro obé pravidla adopce vypadaji
na prvni pohled odlisné (napf. pro k = 10 ma v p¥ipadé pravidla A sifeni inovace strméjsi riist,
neZ v pfipadé pravidla B). Oproti tomu pro k = 2 vypadaji kfivky v p¥ipadé obou pravidel
adopce téméf totozné.

Pro reguldrni graf s k = 2 je grafem popisujicim populaci kruznice na n vrcholech C,.
ProtoZe na pocatku sifeni uvaZujeme v populaci jednoho nakazeného, kazdy zdravy vrchol ma
nejvyse jednoho nakaZeného souseda a pravdépodobnost adopce je tedy stejnd pro pravidlo A
i pro pravidlo B. Jedinou vyjimkou je situace, kdy v populaci zbyva jediny zdravy vrchol, ktery
ma dva nakaZené sousedy. V tomto pfipadé se bude pravdépodobnost adopce pro dany vrchol
lisit s ohledem na zvolené pravidlo adopce. Pokud je uvaZovano pravidlo A, pro vrchol bude
vyssi pravdépodobnost, Ze inovaci adoptuje, protoZe ma dva nakazené sousedy a kazdy ho
muiZe nakazit s pravdépodobnosti p. U pravidla B bude pravdépodobnost, Ze posledni vrchol
inovaci adoptuje, stejna jako v pfipadé vsech pfedchozich vrcholti s nakaZenym sousedem.

Zavislost poméru nakaZzenych % na case pro rtzné pravdépodobnosti adopce p je pro 4-
reguldrni graf vizualizovdna na Obrazku 3.12. Pro obé pravidla adopce plati, Ze se zvySujici

N2

3.4 Diskrétni Markovsky fetézec na cesté

V piipadé struktury populace popsané cestou na n vrcholech se jednd o graf P, ve kterém,
kromé krajnich vrcholfi, méa kazdy vrchol dva sousedy. S ohledem na uvaZovanou pocatec¢ni
podminku jednoho nakaZeného v populaci bude pro $ifeni inovace na cesté P, zaleZet na umis-
téni nakazeného vrcholu. V pfipadé, Ze prvni nakaZeny vrchol bude vZdy jeden ze dvou krajnich
vrcholti, nebude zaleZet na zvoleném pravidlu adopce, protoZe nakaZeny jedinec mtiZe v daném
kroku nakazit nejvyse jednoho dalstho jedince, resp. nenakaZeny jedinec mtZe byt v kazdém
kroku nakaZen nejvyse jednim sousedem.

Predpokladejme pro jednoduchost extrémni pfipad, kdy prvni nakaZeny jedinec je vzdy
umistén do pocate¢niho (krajniho) vrcholu, obé pravidla adopce by tedy méla poskytovat ob-
dobné vysledky sifeni inovace v dané populaci.
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Obrézek 3.11: Pomér primérného poctu nakazenych % v populaci velikosti n = 20 v zavislosti
na Case t pro rizné k-reguldrni grafy, p = 0.1, 1000 simulaci.
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(a) Pravidlo A (b) Pravidlo B

Obrazek 3.12: Pomér primeérného poc¢tu nakaZzenych i v populaci velikosti n = 20 v zavislosti
na Case t pro riizné pravdépodobnosti adopce p, 4-reguldrni graf, 1000 simulaci.
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V tomto jednoduchém pfipadé jsme schopni dokazat analyticky tvrzeni o tiplném nakaZeni
populace.

VETA 3.5. Uvazujeme-li cestu Py, s polite¢nim stavem jediného nakazeného jedince na okrajia p €
(0,1], pak k viplnému nakazeni populace dojde v priiméru po ”le krocich jak v pripadé pravidla A, tak
v pfipadé pravidla B.

Diikaz. Matice pfechodu je dvoudiagondlni matice ve tvaru

1-p p 0 - 0 0
0 1-p p e 0 0
0 0 1-p ... 0 O
P = . . : . ,
0 0 0 1-p p
0 0 0 0 1
atedy
1-p p 0 0
0 1-p 0 0
R= : : . : :
0 0 .o 1I—=p p
0 o ... 0 1-p
Fundamentalni matice je nasledné horni trojihelnikova matice ve tvaru
11 11
PP pp
1 11
0 p PP
F= : :
11
0 0 b
0 0 0 5
A proto snadno ovéfime, Ze v kazdém stavu (poctu nakaZzenych) setrvd proces v primeéru %
krokti. Nasledné
; n-1n-2 2 1\"
t - F * C - v TN Y A 4
p p pp
z ¢ehoZ plyne tvrzeni Véty 3.5. O

oo

Pro model $ifeni inovace, informace, atd., se jednd o model ve smyslu hry ,tichd posta”.
Informace se $if{ nap¥i¢ danou skupinou velikosti  od prvniho jedince a kazdy dalsi jedinec
pfedd informaci tomu nésledujicimu, ktery ji adoptuje s pravdépodobnosti p.

Cesta P» se zndzornénou pocatecni podminkou jednoho nakazeného v populaci je na Obra-
zku 3.13a.
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3.5 Diskrétni Markovsky fetézec na hvézdé

Graf S, oznacovany jako ,hvézda” je graf na n vrcholech, kde pravé jeden vrchol je spojen
hranou se vSemi ostatnimi vrcholy grafu, zatimco kazdy ze zbyvajicich vrchold (listd) je spojen
pouze s timto jednim (centralnim) vrcholem.

Stejné jako v pripadé cesty P, bude u hvézdy S, zdleZet na umisténi prvniho nakaZeného
jedince. ProtoZe proces s jednim nakaZenym v centrdlnim vrcholu nebude nikdy obsahovat
vrcholy s vice neZ jednim nakaZenym sousedem, Pravidla A a B budou odpovidat stejnym
Markovskym fetézctim. Navic existuje pfima vazba na Markovské procesy na tplném grafu
s pravidlem B.

LEMMA 3.6. Markousky fetézec s pravidlem A i B na hvézdé s pocitecni podminkou odpovidajici
nakaZenému centralnimu uzlu
y(o) = (1,0,...,0)T,

je ekvivalentni s Markovskym fetézcem na tiplném grafu K, a primérny as absorpce je din aZ(p)
ze vztahu (3.14).

Markousky tetézec s pravidlem A i B na hvézdé s pocitecni podminkou odpovidajici nakaZenému
libovolnému listu, napt.

md priimérny ¢as absorpce dany
L
5 + a1 (P)

Diikaz. Prvni tvrzeni plyne z faktu, Ze u pravidla B na tipIném grafu nezdvisi na po¢tu sousedti
a vSechny vrcholy jsou od zacatku sousedy centrdlniho vrcholu, ktery je jiz nakaZen.

Druhé tvrzeni vyplyva z toho, Ze centralni vrchol se nakazi v priméru za 1/p krokti a déle
proces odpovid4, diky stejnému argumentu, Markovskému procesu na tplném grafu K,_;
s n — 1 vrcholy. O

Pro model $ifeni inovace lze takovym grafem modelovat napf. reklamu na socidlni siti
zaméfenou na urcitou ¢ast populace. Centralni vrchol grafu S, je dand reklama, kterd se opako-
vané zobrazuje jedinctim, ktefi se vzajemné neznaji a neovliviiuji (ve smyslu adoptovéani dané
informace/inovace), tj. zbyvajicim vrcholtim grafu S;.

Hvézda Syg se zndzornénou pocatecni podminkou jednoho nakazeného v populaci je na Ob-
rézku 3.13b.

3.6 Simulaéni srovnani

V predchozich kapitolach byly popsany jednotlivé uvazované modely struktury populace po-
psané grafem G na n vrcholech. Zabyvali jsme se

e lplnym grafem Kj,
e k-regularnim grafem na n vrcholech,
e cestou P,

e hvézdou S,,.
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Obrézek 3.13: Modely populace pro n = 20, cesta Py a hvézda Sy s nazna¢enou pocate¢ni
podminkou jednoho nakaZeného v populaci (¢erveny vrchol).

V piipadé k-regularniho grafu nejsme, na rozdil od ostatnich mozZnosti, schopni ziskat analy-
tické vyjadfeni, proto se pokusime o simulaéni srovnani.

Predmétem dal$iho zkoumani miiZe byt otdzka, pro jakou strukturu se inovace nejrychleji
rozsifi do celé populace a jaky vliv na to maji uvazovand pravidla adopce.

Za tcelem srovndni vlivu struktury populace na $ifeni inovace bylo provedeno pro kazdy
typ grafu 1000 simulaci pro obé pravidla adopce. Pravdépodobnost adopce je v simulacich na-
stavena jako p = 0.1 a je uvazovéano nékolik velikosti populace, konkrétné n = 20, 30, ..., 100.

Pro populaci velikosti n = 20 a n = 100 je na Obrazku 3.14 vykreslen pomér nakazenych
v populaci v zdvislosti na ¢ase pro obé pravidla adopce. V dané grafické vizualizaci si lze
vsimnout nékolika skute¢nosti.

Zacnéme poznatky tykajicimi se tplného grafu K. Pro pravidlo A (pocet nakaZenych sou-
sedt1 zvySuje pravdépodobnost, Ze dany vrchol inovaci adoptuje) zobrazené na Obrazku 3.14a
pro n = 20 a na Obrédzku 3.14c pro n = 100 se pro pomér nakaZenych v populaci v zavislosti
na Case jednd o S-kiivku.

V pfipadé pravidla B (pocet nakaZenych sousedti nezvysuje pravdépodobnost, Ze dany vr-
chol inovaci adoptuje) na Obrazku 3.14b pro n = 20 a na Obrazku 3.14d pro n = 100 je vyvoj
poctu nakazenych pro K, téméf totozny s grafem pro hvézdu S, viz Lemma 3.6. V pfipadé
hvézdy S, je na pocatku nakaZzen centralni vrchol, ze kterého vede hrana do kazdého zdravé-
ho vrcholu. Kazdy nenakaZeny vrchol je tedy od pocatku simulace spojen hranou s prvnim
nakaZenym vrcholem, stejné je tomu u tplného grafu K;,. Protoze u pravidla B zvysujici se pocet
nakaZenych sousedtl nezvysuje pravdépodobnost adopce daného vrcholu, poskytuje simulace
pro K, téméf totozné vysledky, jako v pfipadé S, kde mezi vrcholy, které jsou na pocatku si-
mulace zdravé, hrany neexistuji.

U 10-regulérniho grafu na n vrcholech je tvar kfivek pro obé pravidla podobného charak-
teru, jako v piipadé tplného grafu K. Sifeni inovace je v préiméru rychlejsi pro aplny graf
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Obrézek 3.14: Pomér primeérného poctu nakazenych i v populaci velikosti nn v zavislosti na ¢ase
t pro rtizné struktury populace, p = 0.1, 1000 simulaci.

Ky, nez pro 10-regularni graf. V pfipadé n = 20 vede u tplného grafu Kpy z kaZdého vrcholu
20 —1 = 19 hran, v pfipadé n = 100 dokonce 100 — 1 = 99 hran, zatimco u 10-regularniho
grafu pro obé uvaZované velikosti populace n = 20 a n = 100 vede z kazdého vrcholu 10 hran.

Podobné jako u 10-regularniho grafu je tomu u 5-reguldrniho grafu, kde je vSak primeérné
$ifeni inovace pomalejsi, nez v piipadé tplného grafu K, nebo 10-reguldrniho grafu, protoze
z kazdého vrcholu vede ,ppouze” 5 hran a inovace se tedy napfi¢ populaci §ifi pomaleji.

V ptipadé hvézdy S, poskytuji pro dané n obé pravidla adopce téméf totozné vysledky.
ProtoZe na pocétku je nakaZeny jedinec vZdy umistén do centralniho vrcholu, kazdy zdravy
vrchol ma na pocatku prévé jednoho nakazeného souseda, kterym je onen centralni vrchol.

Pro 2-reguldrni graf a cestu P, je $ifeni inovace v dané populaci nejpomalejsi ze vSech
uvaZovanych struktur. Na rozdil od 2-reguldrniho grafu, kde se inovace miZe $ifit na obé
strany od mnoZiny nakazenych vrchold, pro cestu P, se v daném ¢asovém kroku miiZe na-
kazit nejvyse jeden vrchol. Proto se pro cestu P, $if{ inovace nejpomaleji. U cesty P, je prvni
nakaZeny umistén do pocate¢niho (krajniho) vrcholu, proto v pfipadé cesty P, obé pravidla
adopce poskytuji obdobné vysledky.
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Podrobné srovnani primérnych ¢asti absorpce pro riizné grafové struktury G, velikosti po-
pulace 7 a obé pravidla adopce je v Tabulce 3.3.

20 30 40 50 60 70 80 90 100

Ky 5.120 4.390 4.018 3.782 3.564 3.354 3.206 3.105 3.043
10-reg.  8.482 9.810 10.620 11.435 11913 12475 12823 13.187  13.370
5-reg. 16.801 19470 22140 23160 25370 25790 27.030 27.180  27.920

Sn 34.287  38.168  40.724  42.861 44967 46.732 47736  48.475  49.532
2-reg. 96.384 145215 194.839 24637 293.159 346.174 395431 446.798 492.490
Py, 188.647 288.707 391.116 486.922 590.198 692.388 788.686 885.617 993.182

(a) Pravidlo A

20 30 40 50 60 70 80 90 100

Ky 34.661 37408 41.130 42305 45.023 46.494 47565  48.004 50.429
10-reg. 35.465  40.729 42750 46.252  47.291 49402 52125 52944  53.933
5-reg. 38.267 44303 48583 51.138 55356  56.977 58493 58340  61.068

Sy 34.843 38.341 40.705 43.270 44222 46.454 47.567 48.881 49.593

2-reg. 99.432 150.304 198.229 248.337 300.327 349.654 398.412 448.772 503.123

P, 189.921 289.379 389.838 491.334 589.587 689.009 795.472 889.334 991.146
(b) Pravidlo B

Tabulka 3.3: Primérny ¢as absorpce pro rtizné G a n, p = 0.1, 1000 simulaci.

V ptipadé pravidla A, kde vyssi pocet nakaZenych sousedti zvysuje pravdépodobnost ado-
pce, se v provedenych simulacich inovace nejrychleji rozsifila v populaci popsané tiplnym gra-
fem K,. Uplny graf modeluje populaci, ve které se kazdy jedinec ,znd” se viemi zbyvajicimi
¢leny populace a miiZe je v adopci dané inovace ovlivnit. V rychlosti $ifeni inovace pro pravi-
dlo A po tplném grafu K;; nasleduji 10-regularni a 5-reguldrni grafy na n vrcholech, dale hvézda
Sy, 2-regularni graf a nejpomaleji se inovace $ifi v pripadé cesty P,.

U pravidla B, kde vy$si pocet nakaZzenych sousedt nezvysuje pravdépodobnost adopce,
je, stejné jako u pravidla A, dplny graf K, jednim z grafti, pro které se inovace $ifi nejrych-
leji. Nicméné obdobné priimérné ¢asy adopce, jako ma graf K;;, poskytuje v danych simulacich
hvézda S;,. To je zptisobeno skute¢nosti, Ze kazdy zdravy vrchol je od zacatku simulace spo-
jen hranou s nakaZenym vrcholem. Po tiplném grafu K, a hvézdé S, v rychlosti $ifeni inovace
néasleduji 10-reguldrni, 5-regularni a 2-regularni grafy a strukturou, pro kterou se inovace v po-

ooy

pulaci rozsi¥i nejpomaleji, je, stejné jako v pfipadé pravidla A, cesta P,.

3.7 Konvergence k Bassovu modelu

Diskrétni Markovské fetézce, které jsme studovali v této kapitole, maji pfes sviij odlisny cha-
rakter (diskrétni ¢as, diskrétni a kone¢na populace) tzky vztah k Bassovu modelu, resp. ke spo-
jitym modeltim popsanych pomoci diferencidlnich rovnic. Tento vztah se nyni pokusime nasti-
nit.

Budeme uvazovat nejjednodussi konfiguraci, iplny graf K,, a bude nds zajimat chovani
nami pfedstavenych diskrétnich Markovskych fetézch pro n zvysujici se do nekonecna.
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Vezméme v potaz nejprve pravidlo B a podivejme se na diferenéni rovnici, kterd zkouma
vyvoj prumérného poctu nakazenych x(f).

LEMMA 3.7. Primérnd trajektorie diskrétniho Markovského tetézce na K, kteryj se #idi pravidlem
B, splituje diferencni rovnici
x(t+1) =x(t) + p(1 —x(t)).

Diikaz. V tase t ma populace 1 — x(t) dosud nenakaZenych jedinct, pravdépodobnost nakaZeni
kazdého z nich je p. Pocet nakazenych se tedy fidi binomickym rozdélenim Bi(1 — x(t), p)
a prumérny pocet nové nakazenych je p(1 — x(t)). Proto je pocet nakazenych v ¢ase t + 1 roven
poctu nakaZenych v ¢ase t a poc¢tu nové nakazenych, tedy

x(t+1) = x(t) + p(1 - x(1)).
O

Vo s

Za Gcelem odvozeni spojitého modelu, nyni uvaZujme jemnéjsi diskretizaci (diskrétni ca-
sovou §kalu) s krokem h
T, = {0,h,2h,...} (3.16)

a upravme pfislusné pravdépodobnost nakaZeni na
p = hp. (3.17)
Diskrétni Markovsky fetézec na T}, spliuje
x(t+h) =x(t) +hp(l—x(t)),

LR =3 (). (3.18)

VETA 3.8. Diskrétni Markovsky fetézec tidici se pravidlem B s jemnéjsim casovym krokem (3.16)
a modifikovanou pravdépodobnosti (3.17) konverguje ke spojitému modelu

x'(t) = p(1—x(t)). (3.19)
Diikaz. Tvrzeni plyne pfimo z limitntho pfechodu k — 0 v diferenéni rovnici (3.18). O

Pfejdéme nyni k pravidlu A (pravdépodobnost se zvétsuje s poctem nakaZenych), kde bude
vztah komplexnéjsi, zejména kvtili tomu, Ze obdoba Lemmatu 3.7 je sloZité&jsi.

LEMMA 3.9. Je-li x(t) podil nakaZenych jedincii v ase t diskrétniho Markovského tetézce na K,
ktery se vidi pravidlem A, pak x(t + 1) spliiuje

x(t+1) = x(t) + px(t) (1 — x(t)) + O(p?). (3.20)

Diikaz. Pravdépodobnost nakaZeni jednoho nenakaZeného jedince v zavislosti na podilu naka-
zenych jedincti x € (0,1) je ddna

P(x) =1—(1-p)"

Pro dostate¢né malé p miZeme pouZit aproximaci Taylorovym rozvojem

P(x) =1 (1—p)* = px— 2 p* ((x~ 1) x) + P (x ~2)(x D +0 (p*).
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(a) PravidloB, p = 0.1 (b) Pravidlo A, p = 0.05 (c) Pravidlo A, p = 0.5

Obrézek 3.15: Ilustrace konvergence diskrétntho Markovského fetézce ke spojitému Bassovu
modelu. Cervené kiivky zobrazuiji spojité modely (3.19) a (3.22), modré body pak feseni modi-
fikovanych diferen¢nich rovnic (3.18) a (3.21), pfi uvazovaném grafu G = Kjg a diskretiza¢nim
kroku h = 11—0.

Protoze podil nakazenych je 1 — x(t), pramérny pocet nakazenych v kazdém kroku ziskdme
jako stfedni hodnotu binomického rozdéleni, tedy

px(H) (1= x(1)) +O(p?),
z ¢ehoZ plyne (3.20). O

Uvazujeme-li opét proces s jemnéjsim diskrétnim ¢asem T, danym (3.16), mizeme odvodit
modifikovanou diferen¢ni rovnici

w = px(t)(1 —x(t)) +O(hp?), teT. (3.21)

VETA 3.10. Diskrétni Markovsky fetézec ¥idici se pravidlem A s jemnéjsim casovym krokem (3.16)
a modifikovanou pravdépodobnosti (3.17) konverguje ke spojitému modelu

x'(t) = px(t)(1 — x(t)). (3.22)

Diikaz. Tvrzeni plyne z limitniho pfechodu & — 0 v diferenéni rovnici (3.21). O

v

Pozndmka 3.11. Kvili ¢lentim vys$sich fada v (3.21) je konvergence Markovského fetézce s pra-
vidlem A pomalejsi pro vétsi pravdépodobnosti p. Zaroven oproti pravidlu B pozorujeme vétsi
odchylky od spojitého modelu pro vétsi hodnoty pravdépodobnosti nakaZeni p, viz Obr. 3.15.

Dale si v§imnéme faktu, Ze limitni rovnice (3.22) pfimo odpovidd normalizovanému Bas-
sovu modelu (2.5) bez inovaci.

PrestoZe jsme se nyni zabyvali konvergenci k Bassovu modelu, uvédomme si vyhody, které,
oproti spojitému Bassovu modelu, pouZiti diskrétnich Markovskych fetézcti poskytuje. V uva-
zovanych diskrétnich modelech rozlisujeme kazdého jedince v populaci. Pouzitim grafovych
struktur k modelovéni populace miizeme kazdému vrcholu, pfedstavujicimu daného jedince,
pfifadit jak unikatni hodnotu pravdépodobnosti adopce, tak konektivitu. Diskrétni Markovské

(s

Fetézce tak umoziuji modelovani rozmanitéjsi a komplexnéjsi populace. V dalsi kapitole se pro-

to budeme zabyvat témito diskrétnimi fetézci a jejich pouZzitim k modelovéni Sifeni inovace
v nehomogenni populaci, jejiz struktura odpovidd empirickym studiim socidlnich siti.



Modely sireni inovace
uvazujici nehomogenni
populaci

4.1 Nehomogenni populace

N

V predchozi kapitole byl pro model $ifeni inovace pouZit diskrétni Markovsky fetézec. Jako
model struktury dané populace byl pouZit graf G na n vrcholech a byla uvaZzovéana dvé rtizna
pravidla adopce.

V piipadé pravidla A se se zvysujicim se poc¢tem nakaZenych sousedd zdravého vrcholu
zvysuje pravdépodobnost, Ze zdravy vrchol inovaci adoptuje, protoZe v daném kroku ho mtiZze
nakazit kazdy z nakaZenych sousedii s pravdépodobnosti p.

Pro pravidlo B zvysujici se poet nakazenych soused nezvysuje pravdépodobnost, Ze zdra-
vy vrchol inovaci adoptuje. Pokud se v mnoziné jeho sousedti vyskytuje alesponi jeden nakaZze-
ny, pak dany vrchol inovaci adoptuje s pravdépodobnosti p.

Jednim z nedostatkii téchto (do jisté miry ,naivnich”) modelti je skute¢nost, Ze je na vSechny
vrcholy v populaci v jistém smyslu nahliZeno stejné.

U pravidla A maji kazdé dva vrcholy, které maji stejny pocet nakaZenych sousedti, stejnou
pravdépodobnost adopce.

U pravidla B majf stejnou pravdépodobnost adopce vSechny vrcholy, které maji alespon
jednoho souseda, ktery pfijal danou inovaci.

vvvvvv

vy

alitu. Uvazujeme-li dané modely ve smyslu $ifeni inovace, v redlném svété ziejmé nebude
pro kazdého jedince v populaci platit stejnd pravdépodobnost, Ze danou inovaci adoptuje.

DalS$im v realité tézko uplatnitelnym pfedpokladem je popis populace za pomoci pravidelné
a symetrické struktury. V pfedchozi kapitole byly pro jednoduchost uvazovany grafy, ve kte-
rych na poc¢atku nenakazené vrcholy byly stejného stupné (kromé cesty P, ve které je posledni
nenakaZeny vrchol stupné 1 a ostatni na poc¢atku nenakaZzené vrcholy jsou stupné 2).

Nehomogenni populaci Ize v pfipadé simulaci modelovat nékolika zptisoby. Prvnim zpt-
sobem je popis populace pomoci grafu G s rtiznymi stupni vrchold, tj. pomoci nereguldrnich
grafti.

Druhym zptisobem, jak zajistit nehomogenni populaci, je rozdilnost vrcholii ve smyslu jejich

36
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pravdépodobnosti adopce. Misto jednoho fixntho parametru p pro celou populaci velikosti #,
jako to bylo uvazovéno v predchozi kapitole, mtizeme kazdému i-tému vrcholu, kdei = 2,...,n
(uvaZujeme, Ze prvnim nakazenym je vrchol na pozici 1), nastavit unikatni hodnotu p; € [0, 1].

4.2 Small-world a Sest stupiit separace

Small-world network (volné pteloZeno jako ,sif malého svéta”) je fenomén, podle kterého
jsou, zjednodusené feceno, libovolni dva lidé ve svétové populaci propojeni relativné kratkym
fetézcem osob, kdy v fetézci jsou vZdy spojeni takovi jedinci, ktefi se navzajem znaji.

Jednou z prvnich studii, které myslenku small-world formulovaly, je prace Stanleyho Mil-
grama [26] z roku 1967. V ramci této prace, s cilem prozkoumat sociadlni vazby v americké po-

P77

pulaci, provedl Milgram experiment. Tzv. ,startujici” jedinci dostali za tikol dorucit zésilku
Kansas, obdrzel zasilku se zakladnimi informacemi o ndhodné ur¢eném cilovém jedinci Zijicim
v Bostonu, Massachusetts.

Spole¢né s informacemi o cilovém jedinci byl v zasilce pfiloZen popis jednoduchych pravidel
experimentu —jestlize dany startujici jedinec cilového clovéka zna osobné (kde ,znat se osobné”
znamend, Ze se vzdjemneé oslovuji kfestnim jménem), mtize mu zdsilku poslat ptimo. JestliZze ho
osobné neznd, ma se zamyslet nad ¢lovékem z okruhu svych zndmych, ktery by cilového jedince
znat mohl, a poslat zasilku jemu. Tento vybrany zndmy ma postupovat obdobnym zptisobem.

PrestoZe mnoho ze zapocatych fetézcti pfedani zasilky nebylo dokonceno, z téch, které
se ¢asem dostaly k cilovému jedinci, vyplynulo, Ze primérny pocet prostfednikt (tj. délka
fetézce mezi startujicim a cilovym jedincem) je mezi péti a Sesti. Teorie, podle které je pocet
prostednikii roven prave Sesti, je potom oznacovana jako ,Sest stupriti separace”, [14].

Ackoliv redlny pocet stupniti separace mezi svétovou populaci nemusi byt avizovanych Sest,
skute¢nost, Ze libovolni dva jedinci jsou propojeni relativné kratkym fetézcem prostfedniki,
byla pozorovana i v dal$ich studiich. V roce 2011 byla provedena studie analyzujici socidlni
sit 721 miliénti v té dobé aktivnich uZivatelt Facebooku. Pro danou strukturu byla mimo jiné
urcena primeérna nejkratsi cesta délky 4.71, [33]. To pro danou sociélni sif odpovida pramérné-
mu stupni separace 3.71.

Protoze nasi snahou je, na rozdil od pfedchozi kapitoly, sestavenym modelem populace
co nejvérnéji reflektovat realitu, pouZijeme dale v simulacich $ifeni inovaci jako danou grafovou
strukturu G pravé small-world sif.

Modelovani small-world

Myslenku small-world kvantifikuje ¢lanek Wattse a Strogatze [37] z roku 1998. V daném ¢lanku
Watts a Strogatz upozoriiujf, Ze k modelovani siti (nap¥. elektrické soustavy, neuronovych siti
&i socialnich sitf) se obvykle pouzivaji bud struktury s pravidelnymi vazbami, nebo struktury
s vazbami ¢isté nahodnymi. S ohledem na teorii small-world vsSak tyto dva extrémni pfipady
nemuseji byt vhodné.

Graf G oznaduji jako small-world sif, jestliZe se vyznaluje

e vysokou mirou shlukovani,

e kratkou priimeérnou nejkratsi cestou.
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Populaci, ve které se zndmi konkrétniho jedince pravdépodobné navzdjem znaji, 1ze po-
mensim poétem hran propojeny mezi sebou. Pfitomnost shlukti miize byt v realité zapfi¢inéna
fyzickou vzdélenosti, socidlni vzdalenosti, jazykovou bariérou, pohlavim, zemi ptivodu, atd.
Ve vyse uvedené studii uZivateltt Facebooku bylo zjisténo, Ze 84.2 % hran popisujicich propo-
jeni uzivateli vede v ramci jednoho statu, zbytek hran propojuje uZivatele napfi¢ riznymi stéty.

Krétka prameérnd nejkratsi cesta koresponduje s ideou Sesti stupiiti separace. Je ur¢ena délka
tzv. ,charakteristické cesty” L, coZ je primeérny pocet hran v nejkratsi cesté mezi libovolnymi
dvéma vrcholy v dané siti.

K méfeni miry shlukovosti v siti je pouzit shlukovy koeficient C. Vrchol v ma v uvazované
siti k, sousednich vrchold. Jestlize samotny vrchol v vynechdme, mezi danymi k; vrcholy miiZze
existovat nejvyse k”(kéi_l) hran. Lokalni shlukovy koeficient C, je potom pocet existujicich hran
mezi k;, sousedy uzlu v ku jejich maximalnimu moznému poctu. Ozna¢ime-li si mnoZinu téchto
hran E; a jejich pocet |E,|, pak plati

Bl _ 2IE|
Gl =T) ~ K~k

C, = (4.1)

Shlukovy koeficient C dané sité je urcen jako primeérny lokalni shlukovy koeficient.

Priklad uréeni lokédlniho shlukového koeficientu C; pro vrchol v je na Obrazku 4.1. Z pt-
vodniho grafu G na Obrazku 4.1a odstranime v;. Vrchol v1 ma v plivodnim grafu k; = 4 sou-
sedd. Na ¢tyfech vrcholech miiZe existovat nejvyse @ = 6 hran. Po odstranéni v; (zndzor-
néno $edou barvou) zbyvaji mezi ky sousedy |E,, | = 2 hrany. Tyto hrany jsou zndzornény

1

na Obrazku 4.1b. Lokalni shlukovy koeficient pro vrchol v je proto C; =

(9
2 1 (s) @ ®

21 3

(a) Pavodni graf G. (b) Znazornéni |Ely, = 2hranv G — v;.
Obrézek 4.1: Znazornéni urceni lokdlniho shlukového koeficientu Cj.

Small-world struktura G je ziskdna zakomponovanim urcitého stupné ndhodnosti do pra-
videlné struktury, tj. jedna se kombinaci pravidelného a ndhodného grafu. Tato ndhodnost
je uréena pravdépodobnosti p*V°.

Pti tvorbé modelu small-world struktury dle Wattse a Strogatze za¢indme s tzv. k-reguldrni
kruhovou m¥iZku na n vrcholech. V k-reguldrni kruhové mfiZce na n vrcholech je kazdy vrchol
spojen s vrcholy do vzdalenosti k v kruZnici Cy, tj. jednd se o k-tou mocninu kruznice Cy, [9].

Pro n = 8 a k = 4 je tato pravidelnd, nendhodna struktura na Obréazku 4.2.
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Obrézek 4.2: P¥iklad pravidelné 4-regularni kruhové miizky na n = 8 vrcholech.

YN v

V kruhové miiZce zvolime vrchol v a hranu, kterd v spojuje s jeho nejbliZsim sousedem
u1 (ve sméru hodinovych ruticek). Nésledné s pravdépodobnosti p"'* tuto hranu ,pfepojime”
z up do libovolného jiného vrcholu v siti, s tim, Ze ndsobné hrany nejsou povoleny. Po sméru
hodinovych rucic¢ek takto postupujeme u kaZdého vrcholu v siti a jeho nejbliZzstho souseda. Déle
uvazujeme vrchol v a jeho druhého nejblizstho souseda 1, a opét hranu s pravdépodobnosti
p"'S ptepojime z uy do jiného vrcholu v siti. Obdobnym zptisobem postupujeme, dokud nenf
kazd4 hrana v ptivodni mfiZce ,podrobena” pokusu o pfepojeni.

Priklad sité ziskané z pravidelné mfizky s n = 100 a k = 20 na Obrézku 4.3a s rozdélenim
stuptii zndzornénym na Obrazku 4.4a p¥i pravdépodobnosti prepojeni p"'S = 0.01 je na Ob-
razku 4.3b, rozdéleni stupiiti vrchold dané struktury je na Obrazku 4.4b.

(a) Kr. mifzka: p"Vs =0 (b) Small-world: p™S = 0.01 (c) Nahodny graf: pVs =1
P P y grat: p

Obrézek 4.3: Struktury ziskané v zévislosti na pravdépodobnosti p"V®, kterd pro kazdou
hranu v pravidelné kruhové miiZce s n = 100 a k = 20 udava pravdépodobnost, Ze dojde
k ndhodnému pfepojeni.

Pro p"S = 1 dostdvame nahodny graf. Piiklad ndhodného grafu ziskaného z pravidelné
mifzky s n = 100 a k = 20 je na Obrazku 4.3c, jeho rozdéleni stupiiti vrcholt je na Obrazku 4.4c.
Watts a Strogatz ve své praci zkoumaji tii typy redlnych siti. Jako zastupce socidlni struk-
tury testuji sif hercti, kde mezi vrcholy, ozna&ujici jednotlivé herce, vede hrana, pokud dani
herci spole¢né t¢inkovali ve filmu. Déle je zkoumadna sif popisujici elektrické vedeni na zdpadé
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(a) Kr. m¥izka: p™S =0 (b) Small-world: p"¥$ = 0.01 (c) Nahodny graf: ps = 1

Obrazek 4.4: Procentudlni zastoupeni stuprit vrcholi ve struktufe ziskané v zavislosti

na pravdépodobnosti p"'S, kterd pro kazdou hranu v pravidelné kruhové miizce s n = 100
a k = 20 udava pravdépodobnost, Ze dojde k ndhodnému piepojeni.

USA a v neposledni fadé sif modelujici nervovou soustavu ¢erva Caenorhabditis elegans (Sesky
Had dtko obecné).

Pro vsechny uvedené realné struktury jsou Wattsem a Strogatzem urceny hodnoty L a C
a tyto hodnoty jsou porovndny s hodnotami Lg, resp. Cg pro ndhodny graf ziskany z m¥#izky
na stejném poctu vrcholti 7 a se stupném vrcholi k, kde k je primérny pocet hran v odpovidajici
realné siti. Ziskané hodnoty, uvedené v Tabulce 4.1, dle Wattse a Strogatze naznacuji, Ze ve vsech
ptipadech jde o small-world struktury. Délka charakteristické cesty redlné sité se hodnotové
blizi délce charakteristické cesty v ndhodném grafu, zatimco shlukovy koeficient je v pfipadé
realné sité fadové vyssi, nez v piipadé odpovidajictho nahodného grafu.

L Lr C Cr
Sif herct 3.650 2990 0.790 0.001

Elektrické vedeni 18.700 12.400 0.080 0.005
Had'atko obecné  2.650 2250 0.280 0.050

Tabulka 4.1: Empirické priklady small-world siti, [37, Table 1].

V ¢lanku Wattse a Strogatze [37] je vykreslen normalizovany shlukovy koeficient c(Cp(‘:)V)S)

L(p"*)
L(0)
malizace je provedena hodnotami pro odpovidajici regularni m¥izku C(0) a L(0)). Z obrazku

[37, Figure 2] je patrné, Ze hodnota p"'S = 0.01 poskytuje jak vysokou hodnotu shlukového
koeficientu, tak relativné kratkou charakteristickou cestu. V simulacich, kde jsou z pravidelné
reguldrni m¥izky generovany small-world struktury, je proto dale pouZita hodnota pravdépo-
dobnosti prepojeni p"V* = 0.01.

anormalizovand charakteristicka cesta pro riizné pravdépodobnosti prepojeni pV (nor-

Simulaéni srovnani

Podivejme se nyni na simula¢ni srovnani rychlosti adopce pro pravidelnou k-regularni miiz-
ku, small-world strukturu, kterd vznikne z pravidelné k-reguldrni miizky pfi pravdépodo-
bnosti ptepojeni p"¥° = 0.01 a nadhodny graf, ktery vznikne z pravidelné k-reguléarni m¥izky
pii pravdépodobnosti prepojeni p"'° = 1.

Na Obrazku 4.5a je vykreslen pomér nakaZenych v zavislosti na ¢ase pro pravidlo adopce A,
na Obrazku4.5b je pomér nakaZenych vykreslen pro pravidlo B. Jedna se o srovnani rychlosti
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N YN

$iteni ve strukturdch vzniklych z pravidelné 20-reguldrni kruhové m¥izky s vyse popsanymi
pravdépodobnostmi pepojeni p™S.

Obdobnym zptisobem je vykreslen pomér nakazenych na Obrazcich 4.5c pro pravidlo A
a 4.5d pro pravidlo B, jestliZze small-world a ndhodnou strukturu vytvafime z pravidelné 4-
reguldrni kruhové miizky.

1.0 1.0
0.8 0.8]
0.6 0.6/
04 0.4:
0.2 0.2}
0.0 t 00 {
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
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(a) Pravidlo A, k =20 (b) Pravidlo B, k = 20
1 1
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0 0*
0 50 100 150 20(5 0 50 100 150 206
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Obrazek 4.5: Pomér poc¢tu nakaZenych i v populaci velikosti n = 100 v zavislosti na case ¢

pro riizné struktury populace ziskané z pravidelné k-reguldrni m¥izky, p = 0.1, 1000 simulaci.

Z Obrazku 4.5 je patrné, Ze sifeni inovace v populaci je nejrychlejsi pro ndhodny graf. Nic-
méné inovace se §iii relativné rychle i ve struktufe small-world, coZ souvisi s vlastnosti kratké
charakteristické cesty L, pfestoZe si tato struktura zachovdva pomérné vysoky shlukovy koe-
ficient C. Nejpomaleji je inovace $ifena v pravidelné k-reguldrni miiZce, kterd se sice, stejné
jako small-world, vyznacuje vysokym shlukovym koeficientem C, nicméné v této struktufe
je charakteristickd cesta L nejdelsi. Délka charakteristické cesty L a shlukovy koeficient C jsou
pro struktury G, vzniklé z k-reguldrni m¥izky, uvedeny v Tabulce 4.2.

Simula¢né jsou urcéeny prameérné asy absorpce pro grafové struktury vychazejici z pra-
videlnych miiZzek s k = 20, k = 10, k = 6 a k = 4, zkoumédna jsou obé pravidla adopce



KAPITOLA 4. MODELY SIRENI INOVACE UVAZUJICI NEHOMOGENNI POPULACI 42

G L C G L C

Kr. m¥izka 2980 0.711 Kr. m¥izka 12.878  0.500

Small-world 2.036 0.562 Small-world 4819 0.392

Néahodny graf 1.809 0.201 Néhodny graf 3.488  0.009
@ k=20 by k=4

Tabulka 4.2: Délka charakteristické cesty L a shlukovy koeficient C pro pravidelnou k-reguldrni
miizku, small-world sif, kterd vznikne z pravidelné k-reguldrni miizky p¥i pravdépodob-
nosti prepojeni pS = 0.01 a nadhodny graf, ktery vznikne z pravidelné k-regularni mi¥izky

pii pravdépodobnosti ptepojeni p"V® = 1.

s pravdépodobnosti adopce p = 0.1. Vysledky simulaci jsou uvedeny v Tabulce 4.3a pro pravi-
dlo A a v Tabulce 4.3b pro pravidlo B.

N

vy

k. Zaroven rychlost sifeni ovliviiuje velikost populace dand parametrem n, kdy pro vétsi po-
pulaci trva rozsifeni inovace del$i dobu. Stejné jako v kapitole 3 je ¢as adopce mensi, pokud
k modelovani $ifeni inovace pouzivame pravidlo A. Na Obrazku 4.6 je primeérny ¢as absorpce
v zavislosti na pravdépodobnosti ptepojeni p"VS pro obé uvazovand pravidla adopce.
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Obrézek 4.6: Pramérny Cas absorpce pro populaci velikosti n = 100 v zavislosti na prav-

dépodobnosti ptepojeni pV° pro riizné struktury populace ziskané z pravidelné 20-reguldrni

YN

miizky, p = 0.1, 1000 simulaci.

4.3 Pritomnost imunnich jedinca v populaci

Af uz je na dany model nahliZzeno z marketingového ¢&i epidemiologického pohledu, v obou
ptipadech muize populace velikosti n obsahovat jak potencidlné adoptujici ¢leny, tak pfirozené
,Amunni” jedince.

V pripadé marketingu zjevné nemusi byt pfedpoklad, Ze kazdy ¢len populace inovaci ¢asem
adoptuje, spravny. V populaci se mohou vyskytovat jedinci, ktef{ si dany vyrobek nikdy ne-
koupi.
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o 40 60 80 100
Kr. mFizka, k — 20 6445 8007 9.687 11493
Small-world, k =20 6300 7472 7875 8215
Néhodny graf, k =20 6246 6843  7.342  7.662
Kr. mfizka, k = 10 13955 19.234 24575  29.790
Small-world, k =10 11260 14370 16284  17.545
Néhodny graf, k = 10 10900 13.144 15951  15.884
Kr. mtizka, k = 6 29977 43251 56531  69.965
Small-world, k =6 24.639 24776 35938  32.879
Néhodny graf, k =6  20.103 23.183 29.675  26.081
Kr. mtizka, k — 4 58483 86864 114795 148313
Small-world, k =4 52265 55587 66911 48817
Néhodny graf, k =4  39.678 41329 44560  46.655
(a) Pravidlo A
" 40 60 80 100

G
Kr. mrizka, k — 20 41718 47284 51301 5499
Small-world, k =20 42245 46523  49.309  51.384
Néhodny graf, k =20 41913 45458  49.155  51.959
Kr. m¥izka, k = 10 46356 55471 64056 71211
Small-world, k = 10 43977 50292  53.329  56.646
Néhodny graf, k = 10 42.659 47.813 52233  54.920
Kr. mtizka, k = 6 59508  76.625 95467 112.588
Small-world, k =6 53.364 56381 70.169  65.946
Néhodny graf, k =6 46.675 51.697 60.638  58.844
Kr. mtizka, k — 4 84763 119.004 153271 187.59%
Small-world, k =4 76842 81526 99.448  77.793
Néhodny graf, k =4 58208 61.069 64743  69.245

(b) Pravidlo B

Tabulka 4.3: Casy absorpce pti pravdépodobnosti adopce p = 0.1 pro pravidelnou k-regularni
miizku, small-world sif, kterd vznikne z pravidelné k-regulédrni m¥izky pii pravdépodobnosti

My

pfepojeni p"VS = 0.01 a ndhodny graf, ktery vznikne z pravidelné k-regularni m¥izky pfi prav-

dépodobnosti prepojeni p" = 1, 1000 simulaci.
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PP

Podobné je tomu u epidemiologie a simulovani sifeni ur¢ité ndkazy. V populaci se mohou
vyskytovat jedinci, ktefi jsou viici dané nemoci pfirozené imunni, a proto neonemocni, ani po-
kud jsou dané infekci vystaveni, [3].

Pocet imunnich jedinct maZe ovlivnit rozsifeni inovace nap¥i¢ populaci. V nékterych pfipa-
dech mtZe umisténi imunnich ¢lent zap¥icinit, Ze nékteii jedinci inovaci neadoptuji, ackoliv
patfi mezi potencidlni adoptujici (jejich pravdépodobnost adopce je nenulova). Jestlize takovy
jedinec pfichazi do kontaktu pouze s jedinci imunnimi (tj. odpovidajici vrchol neni spojen hra-
nou s Zzddnym dalsim potencidlnim adoptujicim), pak je ,blokovadn” imunni bariérou a v da-
ném modelu se inovace ke vSem potencidlnim adoptujicim nikdy zcela nerozsiti. Podivejme
se na jednoduchy ptiklad takové situace, ktery je zndzornén na Obrazku 4.7a.

(a) G se dvéma imunnimi jedinci (b) G2 s osmi imunnimi jedinci

Obrézek 4.7: Znazornéni imunnich ¢lent v populaci (Sedé vrcholy) v grafu G = Cyg a v grafu
G, = nahodny 3-reguldrni graf na 20 vrcholech.

Uvazujeme nejprve populaci velikosti n = 10 se strukturou popsanou kruznici Cyg. Stejné
jako v pfedchazejicich p¥ipadech umistime do populace jednoho nakaZzeného (¢erveny vrchol).
V populaci se v tomto pripadé nachézeji dva imunni jedinci s nulovou pravdépodobnosti ado-
pce, jedna se o vrcholy 3 a 7 (Sedé vrcholy), tj. p3 = p7 = 0. Zbytek vrchold odliSenych zele-
nou barvou md nenulovou pravdépodobnost adopce. Ackoliv vrcholy 4, 5 a 6 jsou potencialni
adoptujici (jejich pravdépodobnost adopce je nenulova), tito jedinci inovaci nikdy neadoptuji,
protoZe jsou obklopeni imunnimi ¢leny populace.

Pro kruznici na n vrcholech je na prvni pohled vidét, jestli potencidlni adoptujici inovaci
adoptuji, nebo ne. V piipadé komplexnéjsi grafové struktury vsak nemusi byt na prvni pohled
patrné, zda jsou potencidlni adoptujici izolovani imunni bariérou.

Uz v pfipadé ndhodného 3-regularniho grafu G na n = 20 vrcholech a s osmi imunni-
mi jedinci na pozicich 6, 7, 9, 12, 13, 15, 16 a 20, zndzornéného na Obrazku 4.7b, nemusi byt
od pohledu zfejmé, zda se inovace miiZe ke vSem potencidlnim adoptujicim rozsifit.

Pro obecné urceni vrcholt, které inovaci nikdy neadoptujf, ackoliv maji nenulovou pravdeé-
podobnost adopce (tj. vrcholti obklopenych imunni bariérou), je proto v simulacich vyuZit
algoritmus prohleddvani grafu do hloubky, [13]. V pfipadé imunnich jedincti je simulaci od-
povidajicim vrcholim nastavena pravdépodobnost adopce p; = 0.
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Nejprve jsou z ptivodnich grafi G a G, odstranény vSechny imunni vrcholy. Ziskané pod-
grafy (oznaéme je jako G’ a Gj) jsou na Obrazku 4.8a (podgraf G’ ziskany odstranénim imunnich
¢lent z G) a na Obrazku 4.8b (podgraf G) ziskany odstranénim imunnich ¢lenti z Gy).

(b) G} = G2 bez imunnich vrcholit

Obrézek 4.8: Podgrafy G’ a G}, ziskané odstranénim imunnich vrcholti z grafti G a G,.

Jestlize v ziskanych podgrafech je kazdy vrchol dosazitelny z prvniho nakazeného vrcholu,
potom ¢asem inovaci adoptuji vSichni potencidlni jedinci. Pro ovéfeni dosaZitelnosti prohleda-
vame podgrafy G’ a G} do hloubky a startujeme v prvnim nakaZeném vrcholu (tj. ve vrcholu
na pozici 1). JestliZe jsou nalezeny vSechny vrcholy majici nenulovou pravdépodobnost adopce,
pak neni v ptivodnich grafech G a G, zddny potencidlni adoptujici izolovan imunni bariérou,
a proto ¢asem inovaci adoptuji vSichni potenciélni jedinci.

Naproti tomu, pokud v ziskaném podgrafu existuje vrchol, ktery z prvniho nakazeného vr-
cholu neni dosazitelny (tj. podgraf ziskany odstranénim imunnich ¢lenti neni souvisly), potom
v populaci existuji potencidlni adoptujici, ktefi i pfes nenulovou pravdépodobnost adopce da-
nou inovaci neadoptuji.

Na Obrazku 4.8 je vidét, ze G’ a G} nejsou souvislé, tudiz v obou ptipadech existuji po-
tencialni adoptujici, ktefi inovaci neadoptuji. V pfipadé G’ se jedna o vrcholy na pozicich 4, 5
a 6 a v pifpadé G} se jedna o vrchol na pozici 19.
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Simulaéni srovnani

Podivejme se nyni simula¢né na to, kolik takovych imunnich jedincti musi byt v populaci za-
stoupeno, aby se inovace ke ¢lentim s nenulovou pravdépodobnosti adopce nerozsitila. Tato
otazka je zkoumana pro pravidelnou k-regularni m¥izku, small-world sif vzniklou z dané m¥iz-
ky s pravdépodobnosti piepojeni p"'S = 0.01 a pro nadhodny graf generovany z miizky s prav-
dépodobnosti prepojeni p"'S = 1.

Procentudlni zastoupeni imunnich ¢lenti v celkové populaci velikosti nn popiSeme paramet-
rem rypr. V kaZdé provedené simulaci je vygenerovdna odpovidajici grafova struktura G. Do G
jsou ndhodné umisténi imunni jedinci, jejichZ pocet odpovida parametru ryy;. Nasledné jsou vr-
choly s nulovou pravdépodobnosti adopce odstranény. JestliZe je ziskany podgraf G’ souvisly
(testovano vySe zminénym algoritmem prohledavani grafu do hloubky), pak v dané simulaci
adoptuji vSichni potencidlni adoptujici.

Ziskané procento simulaci, ve kterych vSichni potencidlni jedinci adoptovali, ku poctu cel-
kovych provedenych simulaci, pak mtiZeme vnimat jako odhad pravdépodobnosti, Ze pfi da-
ném pomeéru s imunnich jedinctt adoptuji vSichni potencialni zajemci.

V Tabulce 4.4 jsou uvedeny odhady této pravdépodobnosti pro rizné r1y; a pro rtizné grafy
G. Cim niz&i je pomér ryy, tim vys$i je odhad pravdépodobnosti, Ze vSichni potencialni jedinci
inovaci ¢asem adoptuji.

Zaroven je z uvedenych vysledkti simulaci patrné, Ze niZsi konektivita k vede k niZsimu
odhadu pravdépodobnosti, Ze se inovace rozsiii.

U small-world a ndhodného grafu, které jsou z k-reguldrni m¥izky generovéany, neni obecné
zaruceno, Ze ziskana struktura bude souvisl4. JestliZe je tedy v dané simulaci G vygenerovan ne-
souvisly, pak by se inovace rozsifila jen v pfipadé, Ze by vSichni potencidlni jedinci byli umisténi
ve stejné komponenté grafu G (spole¢né s prvnim nakazenym).

C "M 005 010 025 050 075 090 0.95
Kr. m¥izka, k = 20 1 1 1 1 0586 0.009 0.004
Small-world, k = 20 1 1 1 1 0608 0.007 0.013
Néhodny graf,k =20 1 1 1 1 0905 0222 0.093
Kr. mfizka, k = 10 1 1 0999 0555 0 0 0
Small-world, k = 10 1 1 1 0613 0001 0  0.002
Néhodny graf, k =10 0998 0998 0987 0.849 0.141 0.005 0.006
Kr. mfizka, k = 6 1 0999 0713 0 0 0 0
Small-world, k = 6 1 1 0802 0002 0 0 0
Néhodny graf,k =6 0900 0.852 0.659 0.143 0002 0  0.001
Kr. miizka, k = 4 0993 0.853 0.004 0 0 0 0
Small-world, k = 4 0995 0.869 0.025 0 0 0 0
Néhodny graf,k =4 0343 0256 0.069 0.001 0 0  0.001

Tabulka 4.4: Odhad pravdépodobnosti, Ze pfi poméru ryy nahodné umisténych imunnich je-
dincti ve struktufe G na n = 100 vrcholech se ¢asem nakazi vSichni potencidlné adoptujici
v populaci, 1000 simulaci.
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4.4 Nehomogenni pravdépodobnosti adopce

Zaméime se nyni na situaci, kdy jednotlivci v populaci popsané k-regularnim grafem maji ne-
nulové a nehomogenni pravdépodobnosti adopce.

Zajimavou otdzkou mtiZe byt, v jakém typu populace se inovace rozsiti rychleji. Jestli v ho-
mogenni populaci s pravdépodobnosti adopce p, nebo v populaci nehomogenni, kdy prameér
pravdépodobnosti adopce jednotlivych ¢lentt odpovida pravdépodobnosti adopce p v homo-
genni populaci.

Meéjme populaci s homogenni pravdépodobnosti adopce p = 0.5. Pro srovnani déle uva-
Zujme populaci s nehomogennimi pravdépodobnostmi adopce. V této populaci jsou pfitomny
dveé stejné velké skupiny jedincti. V prvni skupiné jsou jedinci s niz$i pravdépodobnosti adopce
nez p, ve druhé skupiné s vyssi.

Uvazovani pouhych dvou skupin s rtiznou pravdépodobnosti adopce v celé populaci zjev-
né, stejné jako v piipadé homogennich pravdépodobnosti, zna¢né zjednodusuje komplexnéjsi
realitu. Pfesto tato situace intuitivné 1épe modeluje realny svét. Jako tyto dvé rozdilné skupiny
muiZeme uvazovat napf. skupiny dané pohlavim jedincti, kdy Zeny mohou mit u uréitych pro-
duktdi vyssi pravdépodobnost pofizeni a naopak.

Rozdil pravdépodobnosti nehomogennich skupin popiSme parametrem 4. V prvni skupiné
majf ¢leni populace pravdépodobnost adopce p; = p — g, analogicky pak ve druhé skupiné
je pravdépodobnost adopce py = p + 4.

Simulaéni srovnani

ProtoZe jsou simulace provddény pro k-reguldrni grafy na n = 100 vrcholech, v pfipadé ne-
homogenni populace ma vrchol na pozici 2 v simulacich nastavenou pravdépodobnost adopce
p (aby obé nehomogenni skupiny mély stejny pocet ¢lenti). Stejné jako v pfipadé predchozich
kapitol je vrchol na pozici 1 uvazovan jako prvni nakazeny jedinec v populaci.

Pro zbyvajici vrcholy na pozicich 3, .. ., n je ndhodné urceno, zda dany vrchol patfi do prvni
skupiny s pravdépodobnosti adopce p;, nebo do skupiny druhé, ve které je pravdépodobnost
adopce ps.

Rychlost rozsifeni inovace je uréena pro homogenni populaci (odpovidd g = 0). Déle je cas
absorpce urcen pro populaci nehomogenni s parametrem g = 0.1 (tj. pravdépodobnosti adopce
nehomogennich skupin jsou p; = 0.4 a p» = 0.6), ..., g = 0.4 (§. pravdépodobnosti adopce
nehomogennich skupin jsou p; = 0.1 a pp = 0.9).

PrestoZe je priimérnd pravdépodobnost adopce v pfipadé homogenni i nehomogenni popu-
lace shodnd, rychlost $ifeni inovace se mtiZze pro oba uvaZované typy populace lisit, jak je na-
znaceno v Tabulce 4.5.

Ziskané vysledky indikuji, Ze v pfipadé nehomogenni populace vyssi hodnota parametru
g (4. vétsi rozdil v pravdépodobnostech adopce nehomogennich skupin) vede k delsimu ¢asu
absorpce. Zavislost primérného ¢asu absorpce na hodnoté parametru q pro 6-regularni graf
je na Obréazku 4.9 pro obé pravidla adopce. PfestoZe nejprve priimérny ¢as absorpce roste s ros-
toucim g pomalu, po pfekondni ur¢ité hodnoty g pramérny ¢as absorpce prudce narfista.

Na Obrazku 4.10 jsou vykresleny poméry poctu nakaZenych v ¢ase pro homogenni popu-
laci a pro nehomogenni populaci s g = 0.1 a g = 0.4. Vidime, Ze v pfipadé g = 0.1 pro obé
pravidla je rozdil v rychlosti Sifeni inovace mezi homogenni a nehomogenni populaci mensi,
nez pro g = 0.4.



KAPITOLA 4. MODELY SIRENI INOVACE UVAZUJICI NEHOMOGENNI POPULACI 48

—1

80
60
40
20
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

— Pravidlo A Pravidlo B

Obrézek 4.9: Primeérny ¢as absorpce v zavislosti na g pro 6-regularni graf na n = 100 vrcholech,
1000 simulaci.
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Obrazek 4.10: Pomér poc¢tu nakazenych i v populaci velikosti n = 100 v zavislosti na case ¢
pro rtznd q popisujici rozdil mezi pravdépodobnostmi u nehomogennich skupin, 4-reguldrni
graf, p = 0.5, 1000 simulaci.
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q
G 0 0.1 0.2 0.3 0.4

6-reg.  6.200 6.424 7.131 8.616 13.005
4-reg. 8924 9.325 10.342  12.819  20.294
2-reg. 99.461 103.259 117.750 154.372 273.792

(a) Pravidlo A

q
G 0 0.1 0.2 0.3 0.4

6-reg. 10.771 12218 15.869 23.017 45912
4-reg. 12.842 14.099 17.525 25280  48.462
2-reg.  99.621 71297 87.465 126.697 251.625

(b) Pravidlo B

Tabulka 4.5: Srovnédni ¢asu absorpce pro homogenni populaci s pravdépodobnosti adopce
p = 0.5 (odpovida sloupci s g = 0) s rychlosti adopce v populaci nehomogenni, kde parametr q
udéva rozdil pravdépodobnosti adopce u nehomogennim skupin, n = 100, 1000 simulaci.

Voo

Podivejme se nyni na parametr g s jemnéjsim rozliSenim. V Tabulce 4.6 jsou uvedeny pri-
meérné asy absorpce prog = 0,9 = 0.01, g = 0.02, ..., g = 0.10, uvaZujeme-li 6-regularni graf
na n = 100 vrcholech.

q 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10

A 6211 6218 6213 6238 6249 6271 629 6323 6347 6385  6.408
B 10911 10915 10937 11.012 11.091 11.213 11.401 11546 11.741 11935 12.179

Tabulka 4.6: Srovndni ¢asu absorpce pro homogenni populaci s pravdépodobnosti adopce
p = 0.5 (odpovida sloupci s g = 0) s rychlosti adopce v populaci nehomogenni, kde parametr
g udéava rozdil pravdépodobnosti adopce u nehomogennim skupin, uvaZovéna pravidla A a B,
6-reguldrni graf, n = 100, 10000 simulaci.

I v tomto pfipadé se inovace rozsifi rychleji pro mensi hodnoty parametru g, pfestoZe pramérné
pravdépodobnost adopce v populaci je ve vSech p¥ipadech stejna.



Zaver

V diplomové préci jsme se zabyvali ndvrhem matematickych modelt trzni penetrace po uve-
deni nového produktu na trh (nebo obecnéji ndvrhem matematickych modeld sifeni inovace
v populaci). PfestoZe v souc¢asné dobé existuje mnoZstvi matematickych modeli Sifenf inovaci,
tyto modely v mnoha pfipadech pfedpokladaji homogenni, nekone¢nou populaci a spojity cas.
Predstavili jsme jeden z nejznaméjsich z téchto modeld, tzv. Basstiv model.

S ohledem na teorii small-world v8ak pfedpoklad nestrukturované populace nemusi byt
spravny. Podle této teorie maji lidé tendenci sdruZzovat se do shlukti (napf. vlivem narodnos-
ti, pracovnich tymt, rodiny, atd.), zaroven vsak fetézec osob mezi dvéma libovolnymi jedinci
na svété, kde v fetézci jsou spojeni lidé, ktefi se vzajemné znaji, je relativné kratky.

Stejné tak pfedpoklad homogenni populace je znaéné zjednoduseny, protoZe mezi lidmi
mohou existovat rozdily zapfi¢iniujici odlisny pfistup k adoptovani inovace (napf. odlisna eko-
nomicka situace, vzdélani, vék, pohlavi jedincti, atd.). V populaci se rovnéz mohou vyskytovat
jedinci, ktefi danou inovaci nikdy neadoptuji.

Vzhledem k vy$e uvedenym neredlnym piedpokladtim spojitych modelt bylo cilem diplo-
mové prace sestaveni modelil alternativnich, uvazujicich diskrétni stavovy prostor, diskrétni
¢as, nehomogenni, kone¢nou a strukturovanou populaci. Tyto alternativni modely poskytuji
moZnost redlnéji popsat mnohdy velmi komplexni a nehomogenni socidlni sité. A¢ v nékterych
i na rizné analytickd odvozeni jejich chovani. Proto jsou pro né vysledky mnohdy uré¢ovany
pouze za pomoci simulaci.

Ackoliv jsou v této praci nékteré vztahy diskrétnich modelt odvozeny analyticky (primér-
ny Cas absorpce Markovského fetézce na iplném grafu, na cesté a na hvézdeé), pro sifeni inovace
na slozitéjsich grafovych strukturdch byly vysledky uréeny simula¢né. Byla studovana dvé pra-
vidla, podle kterych mohou jedinci inovaci pfijimat. JestliZe je inovace pfijiména podle pravi-
dla A, pak nenakaZeného jedince miize kazdy nakazeny znamy nakazit s pravdépodobnosti p.
U pravidla B nenakaZeny jedinec inovaci pfijme s pravdépodobnosti p, pokud je alespori jeden
jeho zndmy nakazen. Simulace postupného $ifeni inovace na zvolenych grafech pro defino-
vand pravidla adopce byly implementovany v prostfedi MATLAB. Samotné grafové struktury
pouZité v simulacich pak byly generovany za pomoci Wolfram Mathematica.

Z analytickych vysledki i provedenych simulaci je patrné, Ze inovace se rozsifila rychleji
v grafech s vyssi konektivitou, vyssi primérnou pravdépodobnosti adopce a mensim poctem
vrcholdl (kromé pravidla A na tplném grafu, pro ktery se s vétsi populaci ¢as absorpce sniZuje).
ZuvaZovanych pravidel adopce se inovace $ifila rychleji v pfipadé pravidla A, protoZe zvysujici
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se pocet adoptujicich zndmych daného jedince zvysuje pravdépodobnost, Ze on sdm inovaci
rovnéz adoptuje.

Kromé pravidelnych a symetrickych graféi byla rychlost $ifeni inovace zkouména rovnéz
pro sloZitéjsi struktury. Socialni sité byly generovany na zakladé Wattsova-Strogatzova modelu.
Tyto struktury maji vlastnosti odpovidajici vySe zminénym small-world sitim. I v pfipadé malé
pravdépodobnosti prepojeni p™V® pti generovani small-world sité z pravidelné kruhové miizky
se inovace ve small-world siti rozsifila vyrazné rychleji nez v odpovidajici kruhové mfiZce.

Rychlost sifeni inovace sniZuje pfitomnost imunnich ¢lentt populace, kdy v nékterych pii-
padech se vlivem bariéry vytvofené imunnimi jedinci (tj. potencidlniho adoptujictho mohou
ovlivnit pouze jedinci, kteff sami nikdy neadoptuji) inovace nerozsifila ke vSem potencidlnim
z4jemctim o inovaci.

V neposledni fadé byla porovnéna rychlost Sifeni inovace v populaci homogenni a v popu-
laci nehomogenni. Pfestoze v kazdé simulaci byla primérnd pravdépodobnost adopce v po-
pulaci stejnd, inovace se rychleji rozsifila v populaci homogenni. Primérny ¢as absorpce u ne-
homogenni populace se zvysuje s rozdilem mezi pravdépodobnostmi adopce nehomogennich
skupin.

Kromé zkoumani vlivu parametrti alternativnich modeld na sifeni inovace v populaci byly
uvedeny podminky konvergence Markovského fetézce na tplném grafu k Bassovu modelu.
MoZnym rozsifenim diplomové préace by bylo zkoumani limitnitho chovani Markovskych feté-
zct na dal$ich grafovych strukturach.
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