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Diplomova prace se zabyva vlastnostmi Sumi generatort ¢asového signalu. Prace
nejprve zavadi diskrétni stochasticky stavovy model systému a ukazuje nékteré sta-
tistické vlastnosti modelu. Nasledné jsou predstaveny generatory casového signalu
jako oscilatory a popsan zpusob tvorby jejich spojitého modelu spolu s modelovanim
chyb téchto generatort.

Poté je ukazdna Metoda rozdilu méreni jako nastroj pro odhad parametri kova-
rian¢nich matic Sumd, které ptsobi na generatory ¢asového signalu. Tato metoda je
postupné odvozena z rovnic samotného modelu. Nésledné je ukdzana jeji aplikace
na problematiku odhadu vlastnosti Sumt pomoci dvou raznych pristupti. Nakonec
je metoda podstoupena simulacim, které overuji jeji vlastnosti a kvalitu odhadu.

The thesis deals with the properties of noises in time signal generators. The thesis
first introduces a discrete stochastic state-space model of a system and shows some
statistical properties of the model. Subsequently, the time signal generator as an
oscillator is introduced and the method of constructing its continuous model is
described, together with the modelling of the errors of this generator.

Then, the Measurement Difference Method is shown as a tool for estimating
parameters of covariance matrixes of the noises acting on time signal generators.
This method is successively derived from the equations of the model itself. Its ap-
plication to the problem of estimating noise properties is then shown using two
different approaches. Finally, the method is subjected to simulations that verify its
properties and the quality of the estimates.

Stavovy model « vlastnosti Sumu « kovarian¢ni matice « Metoda rozdilu méreni «
odhad parametrti Sumt « generator ¢asového signalu « Monte Carlo simulace
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Uvod

V dnes$nim svéte, kde se technologie kazdym dnem posouvaji k vyssi vykonosti a
presnosti, se méreni presného casu stava stale podstatnéjsi problematikou. At uz se
jedna o satelitni navadéci systémy, ¢asové zavislé vyrobni procesy nebo i bézné fun-
govani vétsiny elektronickych zarfizeni, je zfejmé, Ze moderni spolecnost je zavisla
na méricich casu. Jednim z problému tedy ztstavaji nedokonalosti konstrukce mé-
ficich zarizeni v hodinach. At uz mluvime o atomovych hodinéch nebo klasickych
ruci¢kovych hodinach, vSechny se s postupujicim ¢asem predbihaji ¢i opozduji, i
kdyz kazdé jinou rychlosti.

Presto, ze nedokazeme sestavit naprosto presné generatory casového signalu,
muzeme urcit vlastnosti nedokonalych hodin a pomoci téchto vlastnosti urcit pres-
nost méreni ¢asu, popripadé odhadnout vyvoj budouci odchylky od realného casu.
Ovsem jak ziskdme tento redlny a naprosto presny cas? Bez presnych generatort
casového signalu mizeme pouze porovnavat ¢as naméreny z riznych zdrojt a urco-
vat tak odchylky mezi nimi. Tyto odchylky, nebo také sumy, jsou urceny vlastnostmi
samotnych generatort. V této praci uvazujeme odhad vlastnosti Sumt generatort
casového signalu vyuzivanych v dnesnich bézné dostupnych technologiich, jako jsou
napriklad krystalové generatory casového signalu [Hsil4], jejichz signal je porovna-
van s radové presnéjsimi atomovymi hodinami [LCZ19], jelikoz v tomto pripadé se
sumy atomovych hodin daji zanedbat v porovnani s Sumy hodin s mnohem mensi
presnosti.

Zakladnim prvkem pro analyzu vlastnosti Sumu ve stochastickych systémech,
jako jsou napriklad méreni hodin, je definice jejich modelu. Model systému je vzdy
jen aproximaci a jeho presnost zalezi na mnozstvi zanedbané, ¢i $patné modelované
dynamiky, popripadé na nepresné definici struktury modelu. Kazdy stochasticky
model mizeme delit na dvé ¢asti. Prvni casti je ¢ast deterministickd, ktera je re-
prezentovana exaktnimi rovnicemi, jejichz chovani Ize velmi snadno predpovidat.
Druhou a pro tuto préci zajimavéjsi casti je cast stochasticka, kterd je reprezento-
vana Sumy. Tyto Sumy zastupuji nezndmou, ¢i nemodelovanou dynamiku. V této
praci budeme popisovat Sumy pomoci dvou hodnot, takzvanych momentq, které
popisuji jejich chovani a nasledné se pokusime prave tyto modely odhadnout. Vyho-



1. Uvod

dou znalosti momentd Sumd je skutecnost, Ze miizeme na misto zcela ndhodného
chovani modelu uvazovat pouze urcitou oblast, ve které ndhoda v podobé sumu
pusobi. Dalsi vyhodou znalosti vlastnosti Sumd je, Ze znamy popis Sumu je jednim
z prvnich kroka pfi snaze jej potlacit.

Jako odhad se v této praci rozumi vyuziti dostupnych informaci o dynamice
systému a hodnot ziskanych jeho méfenim, ze kterych se pokusime pomoci mate-
matickych rovnic urcit pravé hledané vlastnosti sSumu. Samoziejmé jak jiz samotny
néazev napovida, odhad nemusi byt roven presné¢ hledané hodnoté. Existuje nespocet
metod ([DKS18], [Meh72], [Lee80], [Fri82], [Ma+11], atd.), které slouzi k odhadovani
neznamych kovarian¢nich matic, kde kazd4 ma své vyhody a nevyhody. V této praci
se zamérime vyhradné na Metodu rozdilu méteni [Kos22], kterou aplikujeme na
problematiku odhadu momentd suma generatoru ¢asového signalu.



Model
stochastického
systému a statisticke
vlastnosti

Jako stochasticky model systému v této praci se pouziva diskrétni stavovy model
[S6d02], ktery se sklada ze dvou ¢asti. Prvni ¢asti je stavova rovnice

Xpe1 = FXp +up + Wy, (2.1)

prok =1,2,3,...,n kde x; € R" je neznadmy vektor stavu, u, € R™ predstavuje
znamy vektor fizeni, w, € R™ je neméritelny vektor Sumu stavu a matice F €
R"=*" je znAm4a matice dynamiky.

K rovnici stavu nélezi druha ¢ast modelu, kterou je rovnice méreni

z, = Hxp + vy, (2.2)

kde z, € R™ je znamy vektor méreni, H, € R"*"s je zndm4 matice méfeni a
v € R™ je neméritelny vektor Sumu méreni.

Pro stavovy model systému je definovana matice pozorovatelnosti jako
H
HF
O™ =| HFF | eR""WXm (2.3)

H7:.nx—1

kde H a F jsou matice z rovnic (2.1)a (2.2)a F™~! = H?le—l F € R"*" je maticovy
soucin.
Pokud mé matice pozorovatelnosti O™ plnou hodnost, je systém oznac¢ovany jako

pozorovatelny a je mozné v kazdém okamziku ziskat odhad stavu z posloupnosti mé-

T T T T T s vz ‘ Tae] 44T T T
k’zk+1’zk+2’""Zk+(nx—1)] aposloupnosti rizeni [“k’“k+1’uk+2’""“k+(nx—2)

pro vsechny ¢asové okamziky k.

feni [z

]T



2. Model stochastického systému a statistické vlastnosti

2.1 Nahodné Ssumy v modelu

Sumy predstavuji ndhodné slozky modelu, jejichz budouci hodnoty nelze predpovi-
dat. Témito nahodnymi slozkami modelu jsou $um stavu wy, a Sum méfeni vi. Sum
stavu v sobé obsahuje vliv nahodnych poruch, vliv okolniho prostfedi nebo nemo-
delovanou dynamiku samotného systému. Sum méfeni predstavuje nedokonalost
meéricich zarizeni a elektrickych obvodi. Tyto nahodné veliciny byvaji popisovany
bud zndmymi funkcemi (napt. funkce hustoty pravdépodobnosti), nebo pomoci ko-
ne¢nych momentd. V této praci se vSechny ndhodné veli¢iny popisuji pomoci jejich
stredni hodnoty a kovarian¢ni matice.

211 Stredni hodnota a kovarianéni matice

Stfedni hodnota E[X] vyjadfuje ocekdvanou hodnotu ndhodné veli¢iny (viz. an-
glicky nazev expected value) a vyjadruje v jistém smyslu pramér vSsech moznych
hodnot X vazeny pravdépodobnosti jejich vyskytu a pro spojitou nahodnou veli¢inu
je definovana jako

E[X] :/Rxp(x)dx, (2.4)

kde p(x) je funkce hustoty pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny.
U vicerozmérnych ndhodnych veli¢in se zavadi takzvana kovarian¢ni matice.
Tato veli¢ina je definovana jako

cov[ X1, Xo] = E[(X; - E[X:1]) (X5 — E[X.]DT], (2.5)

kde cov[ X1, X5] € R™1 ™™ je kovarian¢ni matice a X a X, jsou ndhodné veliciny.
Defini¢ni vztah kovarian¢ni matice Ize upravit do podoby

cov[X1,X,] = E[ X, X]] - E[X|]E[Xa]. (2.6)

Pokud jsou vSechny stfedni hodnoty nahodnych veli¢in rovny nule a mame vektory
diskrétnich realizaci, je kovarian¢ni matice ndhodnych veli¢in rovna jejich korelaci,
ktera je definovana jako

cov[ X1, X,] = E[X, X7 ]. (2.7)

ripadé, Ze urcujeme kovarian¢ni matici, kde obé nahodné veliciny jsou stejna
\Y% d j k tici, kde obé ndhod liciny j tej
jedno-dimenzionalni ndhodna veli¢ina, je vysledkem skalarni hodnota nazyvana

variance.



Model generatoru
casoveho signalu

V této praci se jako generatory ¢asového signalu uvazuji oscilatory, které vyuzivaji
technologii sniméani kmit atomd, piezoelektrického jevu kremikovych krystald, ¢i
jinych zdroju stéalych oscilaci [Gal08].

3.1 Model generatoru éasového signalu a
jeho poruch

Tyto generatory ¢asového signalu pracuji na principu méreni faze kmitani oscilatora
na jejich rezonancni frekvenci. V idedlnim pripadé by tento systém byl naprosto
presny a ridil se rovnici oscilatoru

u(t) = Upsin(2mwot), (3.1)

kde Uy je amplituda kmiti a w je jejich frekvence.

V redlném svété ovsem neni mozné vytvorit zcela presny oscilator a tak vsechny
generatory ¢asového signalu podléhaji porucham. Uvazuji se dva zakladni druhy
poruch, prvni je porucha v amplitudé U a druhou je porucha ve frekvenci w. Po
doplnéni rovnice (3.1) o poruchy vypad4d model oscilatoru nasledovné

u(t) = (Up + e(1))sin(2rwot + ¢(1)), (3.2)

kde ¢(t) znaci posuv v amplitudé a ¢(t) je porucha faze oscilatoru.

Pro potieby méfeni ¢asu je porucha v amplitudé zanedbateln4, jelikoz je jeji vliv
na frekvenci a fazi oscilatoru minimalni. Pro redlné méreni Casu se uvazuje rovnice
mereni casu

(1)

h(t) =t+ , 3.3)
2ﬂwo

kde t je presny cas, ktery je v ramci této prace uvazovan jako méreni atomovych
hodin, jejichz nepresnost je o nékolik fadl nizs$i nez nepresnosti generatord, jejichz



3. Model generdtoru casového signdlu

parametry budeme odhadovat. Rovnice (3.3) vznikla z argumentu funkce sinus z
(3.2) vydélenim ¢lenem 27wg. Pro modelovani chyb v generéatorech ¢asového signalu

se zavadi rovnice fazového posuvu
x(t) = h(t) —t. (3.4)
Tato rovnice vyjadfuje fazovy posuv v kazdém okamziku méreni. Po dosazeni do

o(t)

271’0)()‘

rovnice (3.4) ziskame rovnici

x(t) = (3.5)

Tuto rovnici Ize chépat jako prvni zptisob méreni poruch v generatorech casového
signalu, konkrétné jejich fazového posuvu.
Pro oscilator se definuje okamzita frekvence jako

1 do(t)
t) =wo+ ———. 3.6
w(t) = wo > dr (3.6)
S pomoci okamzité frekvence lze urcit normalizovanou frekvencni odchylku
w(t) —w
O ) (3.7)
wo
po dosazeni za w(t) z (3.6) ziskame
1 do(t)
t) = —_—. 3.8
y(® 2wy dt (3.8)

Pfi porovnani rovnice normalizované frekven¢ni odchylky (3.8) a rovnice fazového
posuvu (3.5) vidime, ze plati

dx(t)
dt
Normalizovana frekven¢ni odchylka predstavuje druhy zpisob méfeni poruch v ¢a-

y(t) = (3.9)

sovém signalu. Hodnota normalizované frekvencni odchylky byva ur¢ovana pomoci
diferenci fazovych posuvu x(t) [Bre93] jako

50 = ~(x(0) = x(t =) 6.10

V realité se jedna tedy pouze o odhad normalizované frekven¢ni odchylky.

Jelikoz v minulosti bylo jiz méreno chovani riznych generatora casového signalu
[ZT05], bylo experimentalné zjisténo, jaky model popisuje Sumy pomoci Allanovy
variance [All66]. Allanova variance byla navrzena jako nastroj pro analyzu stability
generatoru ¢asového signalu.



3.1.2. Wieneriv proces a bily sum

Pomoci Allanovy variance bylo zjisténo, ze normalizovana frekven¢ni odchylka
generatoru se sklada ze dvou nahodnych procest. Prvni velicinou je bily sum a dru-
hym je Wienertv proces. S touto znalosti je mozné prepsat rovnici normalizované
frekvenc¢ni odchylky jako

y(1) =&1(1) + W (1), (3.11)
kde £, (t) predstavuje bily sum a W,(t) je Wienertav proces.

Wienertv proces je stochasticky proces s nulovou stredni hodnotou a ¢asové neza-
vislymi prirastky. Wienertv proces definovan vztahem

Wa(ty) = / (o), (3.12)
0

kde W,(0) = 0 a £(7) predstavuje bily sum.

Jako bily sum se nazyva nahodny proces, jehoz soucasnd hodnota neni nijak
zavisla na hodnotach minulych ani budoucich. Jeho realizaci je vektor nahodnych
hodnot, pro které plati, Ze kovarian¢ni matice je definovanala jako

cov(£(t),£(t2)) = 0(t —t2)Q. (3.13)
V rovnici predstavuje Q vykonovou spektralni hustotu sumu £(t) a d(t) je Diracova
funkce definovana jako

1:/m§(r)d7 (3.14)

(0]

aplati, ze 6(t) = 0 pokud t # 0.

Dals$im krokem potfebnym pro nasledné odhady vlastnosti Sumt v ¢asovém signalu
je vytvoreni stavového modelu. Nejprve vyjadiime frekvenéni odchylku y(t) jako
soucet bilého sSumu a Wienerova procesu, ktery je dan jako integral bilého sumu

y(t) =&1(t) +/0 & (r)dr. (3.15)

Tato rovnice predstavuje zdkladni kamen pro tvorbu stavového modelu. Nyni
zavedeme dvé nové proménné, které budou reprezentovat stavy modelu

xy (1) = x(1),

t (3.16)
xz(t):/ & (r)dr.
0



3. Model generdtoru casového signdlu

Po derivaci obou rovnic podle ¢asu ziskame

dxq(t) _ dx(t) _

¥
dt dt
dx (1) 5 G317
a2 )-

Po dosazeni za y(t) z (3.15) ziskdme model popisujici vyvoj faizového posuvu ¢aso-
vého signélu. V maticové podobé vypada model nasledovné
dx(t)

T = Fs(t)x(t) + f(t), (318)

kde x(t) predstavuje vektor stavt, F;(t) je matice dynamiky a £(¢) je vektor obsa-
hujici Sumy

_ | «i() _{o1 BEAG)
x(t) = [ %5(0) ] F(t) = [ o 0 ] £(t) = [ £ ] (3.19)

U matice dynamiky F; nepredpokladdme zmény v case, bude tedy nadale uvadéna
bez ¢asové zavislosti. Vzhledem k tomu, Ze poruchy v modelu jsou uvazované jako
bilé sumy, je kovarian¢ni matice poruch diagonalni

Qs = cov[£(t1),E(12)] = 0(t1 — t2) [ %1 0 ] ) (3.20)
q2

kde q; a ¢, predstavuji spektralni hustoty jednotlivych sumd.

Pro potreby numerickych simulaci a pro aplikaci metod odhadu vlastnosti poruch
je potteba spojity model prevést do diskrétni podoby, jelikoz simulacni i realna data
jsou mérena diskrétné. Pro diskrétni modely plati, Ze spojita casova osa je rozdélena
podle znamé vzorkovaci periody na jednotlivé ¢asové okamziky

te = kT, k=0,1,2,...n (3.21)

Ts je znama vzorkovaci perioda a k je krok, ktery vyjadruje pocet ubéhlych period
a n je celkovy pocet period.
Uvazujeme tedy prevod
dx(t)

T Fx(1) +£(1) - Xp+1 = Fxp + £, (3.22)

kde k =0,1,2,...,n znaci krok a matice F je matice dynamiky diskrétniho modelu
urcena vzorkovaci periodou.
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3.2. Diskretizace stavového modelu

Nejprve je potieba diskretizovat matici F;. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o
matici dynamiky, u které se nepredpokladaji zmeény v case, je jeji diskrétni verze
déna maticovou exponencialou

F=c"T (3.23)

Vypocet maticové exponencidly Ize rozepsat jako soucet

1 1
M =1, +At+ EAzt2 ok =AM (3.24)
n!

kde A je diskretizovana matice dynamiky a I,,, je identickd matice, jejiZ dimenze
odpovida poctu stavii. Za A dosadime matici dynamiky modelu F; z (3.19). Vzhledem
k podobé¢ matice F; se vypocet zjednodusi na

0 1 (3.25)

1 T
F:erTs:12+FSTS:[ ]
jelikoz plati, Ze vSechny nasobky matice [ ]}, F; jsoupron > 2 rovny matici samych
nul.
Pro kompletni odvozeni diskrétniho modelu zbyva zjisténi vlastnosti diskrét-

niho Sumu. Diskrétni Sum Ize popsat jako

t
& = / R, (1)dr, (3.26)
fe—1

Diskrétni Sum je tedy funkci Sumu spojitého a matice dynamiky.

U diskrétniho sumu je potreba odvodit stredni hodnotu a kovarianéni matici
z dvodu budoucich simulaci a pro moznost odhadu hodnot v kovarian¢ni matici.
Tyto dva parametry dostacuji k popisu diskrétniho Sumu, protoze operace integrace
je linearni operator a tak je diskrétni Sum Gaussovsky a bily.

Stfedni hodnota diskrétniho sumu je

ue = E[&] = / k KFOIE[£(7)]dr, (3.27)

fe—1

0
kde E[&(7)] = [ 0 ] je zndmy vektor stfednich hodnot spojitych sumu. Po dosa-

zeni je tedy stredni hodnota diskretizovaného Sumu

0
= . 3.28
Kk [ 0 ] (3.28)
Kovarian¢ni matice Sumu je ddna vzhledem k nulové stredni hodnoté sumti jako
Qk = cov(&kE}), (3.29)
= E[££]]. (3.30)



3. Model generdtoru casového signdlu

Tento vztah je mozné s vyuzitim (3.26) rozepsat do podoby
e rh , 'A\T ,
Q. =E [/ / eF(’k_T)fs(T)fsT(T ) (eF(tk_T )) drdr ] . (3.31)
te—1 ¢ te—1

MiZeme pfesunout operétor stiedni hodnoty pimo k ¢lenu £(7)£7 (7'). Tato stiedni
hodnota je zndma jako

E[5(DEN(T)] = Qo(r — 1), (3.32)

kde Q; je kovarianéni matice spojitého $umu (3.20) a 0(r — 1) je Kroneckerova
funkce, ktera vyjadruje, Ze Sum je casové nezavisly a je definovana jako

, 1 jellit =7
or —1) = ) (3.33)
0 jellit #71

Po dosazeni do ptivodni rovnice ziskdme

e I , T ’
Qp :/ / KU - 1) (eF(tk_T)) drdr, (3.34)
tp—1 J 11
fk T
_ / FH=7) (eF(fk—T)) dr (3.35)
Te—1

jelikoz integral Kroneckerovy funkce je roven 1. Po dosazeni zndmych matic F a Q;
ziskame rovnici ve tvaru

| Qi Q2 _/tk
Qk‘[oz,l Qz,z]_

Abychom ziskali vyslednou podobu kovariané¢ni matice, musime integrovat vSechny

_ )2 _
Q1+ @(te—1)° gty — 1) e,

3.36
72ty — 7) 92 (3.36)

¢leny z matice v (3.36). Prvni ¢len vysledné kovarian¢ni matice vypocteme jako

tk
Qi1 = / q1 + @2t — 7)%dx, (3.37)
tp—
1 1 tk
= |(qi7+ qz(tir — e+ —73) , (3.38)
3 Te—1
1 1
= q1(te — te—1) + 2 (1, — 15 + gtz — tpteoy + ety — gt;:_l). (3.39)

Z (3.21) vime, ze spojity ¢as lze rozdélit na diskrétni casové okamziky a je tak mozné
napsat, ze tp, = tp_1 + T;. S vyuzitim této substituce miazeme déle upravit rovnici
(3.39) a ziskat kone¢ny tvar prvniho ¢lenu kovarian¢ni matice diskretizovaného

12



3.2. Diskretizace stavového modelu

Sumu
1 3 2 2 15
Qi =qTi+q g(tk—l +T5)” = (tp—1 + To) “te—y + (te—1 + Tt — 3]

1 1
= qITS +q2 (gti_l + ti_ng + tk_lTSZ + gTs"’ - ti—l - 2t£_1TS - tk_lTS2+

1
3 2 3
+t,_ +te_ Ts = gtk-1)r

3
= qITs + qz?s

(3.40)

Druhy a treti ¢len kovarian¢ni matice jsou totozné Qi = Q3 a tak je lze urcit
jedinym vypoctem

Tk
Qip = / q2(tr — 7)dr,

fe—1

1,]"
=192 [tkT - 572] ) (3.41)

fe—1

1 1
=q(t; - Eti — tptpo1 + Eti_l).

Opét vyuzijeme zavedené vzorkovaci periody a dosadime

1 1
Q2= (E(tk—l +T)? =t —tii Ts + Eti_l ,

(3.42)
= q2 2 .
A posledni ¢len Q;, urcime jako
173
Q22 = / q2dT,
e (3.43)
= Q2 (te = tr—1), '
= q2T5~

Nyni sta¢i pouze poskladat znamé cleny a ziskdme podobu kovarianéni matice
$umu diskretizovaného modelu jako

Q= (3.44)

2
612% 915

T3 T2
nTs+ @5 @5 ]

kde casovy index k Ize vynechat, jelikoz tato kovarian¢ni matice nezavisi na Case.
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3. Model generdtoru casového signdlu

Vysledny diskretizovany model méa podobu

1 T

X, + Wg,
0 1

et = l (3.45)

Zk:[l O]Xk+Vk,

kde z; je méreni, [ 1 0 ] je matice méreni a v, je Sum méreni s varianci R. Tato
podoba matice méreni uréuje, Ze méreni z; odpovida redlnému méreni fazového po-
suvu x(t) (3.5). Normalizovana frekvencni odchylka (3.7) se jako méfeni nevyuziva,
jelikoz jeji hodnoty Ize v realité pouze odhadovat (3.10) a jsou funkci métitelného
fazového posuvu.
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Metoda rozdilu
mereni

Metoda rozdilu méteni [Kos22; KDS23] (dile jako MDM, z anglického Measurement
difference method) je metoda urcena pro odhad parametri popisujicich Sumy ve
stochastickych procesech. Metoda vyuziva statistickou analyzu rozdilu realného a
predikovaného meéreni procesu, kterad navazuje na celou radu starsich pristupti k
odhadovani vlastnosti Sumu ve stochastickych systémech [Dun+17].

V nasledujicich kapitolach budou predstaveny rovnice pouzivané samotnou me-
todou, urcen postup vypoctu predikce méreni a nakonec se predstavi postup vypoctu
odhadu kovarian¢ni matice Sumt stochastického modelu.

41 Predikce a rozdil méreni

V této kapitole je popsan zpisob vypoctu neznamého vektoru stavu systému, na-
sledné je ukazana predikce budoucich vystupt a nakonec rozdil mezi méfenim a
jeho predikci.

Aby bylo mozné urcit predikci vystupu systému, je nejprve nutné urc¢it neznamy
stav systému. Nyni si ukazeme jednoduchy priklad, kde matice H ma plnou sloup-
covou hodnost a miizeme vyjadrit stavy systému z rovnice méreni (2.2) s pouzitim
metody nejmensich ¢tverct

Xp = HTZk — HTVk, (4.1)

kde H zna¢i pseudoinverzi matice H a je definovana jako H = (H'H)'HT.
Dosazenim za X}, z (4.1) do rovnice méreni (2.1) ziskdme

Xpy1 = FHTZk — FHTVk +up + Wg. (4.2)

Timto zplsobem je mozné urcit budouci hodnoty stavli systému z minulé hodnoty
méreni za predpokladu znalosti hodnot Sumi v okamziku k.
Dosazenim predikce stavu do rovnice méfeni (2.2) a rozndsobenim ziskame

Zpi] = HFHTZk — HFHTVk + Hu, + Hwy + Vi . (4.3)
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4. Metoda rozdilu méreni

Vidime, ze nyni vypocet budouci hodnoty méreni zavisi na minulém méreni zy,
vstupu uy a na hodnotach ndhodnych sumf.
Tuto rovnici mtzeme prepsat do zkracené podoby

Zpy1 = Ek+1 + Zpt1, (4.4)

kde Zp,; = HFH'z, + Hu, je predikce méreni a Zp,; = —~HFH v, + HW}, + Viaq je
chyba predikce méreni, kterou je mozné vypocitat pomoci vztahu

Zr = Zp — Zy. (4.5)

Tato rovnice je zédkladem MDM,, jelikoz umoznuje vypocet rozdilu méreni, ktery v
sobé obsahuje informaci o vlastnostech sumi systému, pouze ze znamych hodnot
méreni a vstupd.

Protoze rovnice (4.5) obsahuje deterministickou slozku v podobé z;, a zarover i
stochastickou slozku z, ve které je obsazen Sum méreni v, i Sum stavu v X_1, jedna
se o stochasticky proces.

Pokud matice H nema plnou sloupcovou hodnost, ale systém je pozorovatelny
neboli kdyz ma jeho matice pozorovatelnosti O"* (2.3) plnou hodnost, definujeme
rozsiteny vektor méreni

Zp
Zpy
Zé = Zr+2 e R, prok=0,1,...,7+L—1, (4.6)

| Zp+-1 |

pro konec¢né celé L > 1. Tento vektor obsahuje posloupnost L po sobé jdoucich
meéreni. Pro budouci vyuziti MDM je potreba z rozsireného vektoru méreni Zé urcit
N-krokovou predikci méreni ZI;’N. Prvnim krokem je zptsob vypoctu samotného
rozs$ireného vektoru meéreni

Z; = O'x, + T'WE 4 vE 4+ T UE (4.7)
kde OF je matice pozorovatelnosti z rovnice (2.3), matice '~ € RImX(L=Dne 5o
definovana jako
Onzxnx Onzxnx oo Onzxnx ]
H On,xn, -+ Ounxn,
-1 = HF H cor Opsn, | (4.8)
| HF 12 HF'Y? ... H
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4.1. Predikce a rozdil méreni

kde 7/ = H5:1 F, 0;; je matice samych nul o rozmérech i X j a vektory Wlé_l <
R VI e RE™ 2 UL~ € RETD™ jsou urceny jako

we | [ v ] [
W+l Vi+1 Ukt
-1 _ L _ -1 _| «u
W, = Witz |,V = Vir2  [,U,;7 = k+2 . (4.9)
| Wikil—2 | | Vi+L-1 | | Up+l-—2 |
Ukazka platnosti (4.7)

Platnost rovnice je zde ukdzana na odvozeni prvnich 3 méreni, neboli L = 3,
¢emuz odpovidaji méreni zp, 241 a Zp4+2. Nejprve tedy zaéneme se zndmou
rovnici méreni

zr = Hxp + vp.

Rovnice pro vypocet zp41 je slozitéjsi, jelikoz je nutné vyuzit i rovnici dynamiky
systému (2.1) pro vypocet hodnoty stavu Xg

Zpr1 = HXpy1 + Vg,
Po dosazeni (2.1) ziskdme
zp+1 = HFx, + Hu, + Hwy, + vy .
Pro zp4, postupujeme obdobné¢, nejprve vyjdeme z rovnice
Zpyy = HXp 12 Viso,

do které dosadime za xp,, a ziskdme

Zpy2 = HFXpy + Hugyp + HWegq + Vi,
Finalni tvar rovnice dostaneme dosazenim z (2.1) za x4

Zpyy = HF°x; + HFuy, + HFwy, + Hupyy + Hwey + Vi

Po prepsani do maticové podoby vypada vysledna rovnice nasledovné

Z H 012 O1x2 01x2 O1x2
Z,=|zts1 |=| HF |x+| H 0po [W+Vi+| H 05 |U},
Zis HF? HF H HF H

Obdobnym zptsobem lze odvodit podobu vypoctu Zé pro vsechny mozné hod-

noty L.
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4. Metoda rozdilu méreni

Dalsim krokem potiebnym pro vypocet rozdilu méreni je vypocet stavu X; s
vyuzitim rozsireného vektoru méreni Zé. Vychozi rovnici je rovnice vypoctu Zé
(4.7), jejiz upravou je mozné vycislit stav systému. Rovnice pro vypocet stavu pak
tedy vypada nasledovné

x; = (0M)'Z; — (oH)'TH Ul — (oh) T wi ! - (0h)TVE. (4.10)

S vyuzitim zndmé hodnoty stavu je mozné vypocitat predikci budoucich stava sys-
tému. Tato hodnota se da odvodit z rovnice dynamiky systému (2.1) jako

x; = FVxpon +ENUY  +2NWDY (4.11)

prok=1,2,...,naN > 1,kde N = [FN-L #FN=2  FI, ] € RN kdel, je
jednotkova matice o rozmérech i X i. Po dosazeni za X;_ z rovnice (4.10) ziskame

x, = FN(ON (Zh_ - T ULy —TWEL —vE ) +2NUY | +EVWDY

(4.12)

Se znamymi hodnotami predikce stavii systému je mozné vypocitat budouci

mérfeni Zé’N s vyuzitim rovnice (4.7), do které misto x; dosadime z rovnice (4.12) a
ziskame

ZyN = OFFN (oM (Zh_ - THUL N - TEIWET = VE O+

(4.13)
LaNy1N LaNywN L-1y7L-1 L—1ya7L—1 L
+0'eNUN | +0leNWY |+ TR T W e vE

kde Zi'N € R je vektor budoucich méfeni. Nyni mizeme definovat predikci
meéreni Zé’N jako

;N =otFN(Oh (Zh_y - THIULLY) + OFENUY |+ TUET, (414)
a chybu predikce méreni Zi jako
Z, = OotFN (oY (-rtwio L —vE )+ OFENWE 4TI WETT 4 vE (4.15)

Dosazenim z (4.14) a(4.15) do rovnice (4.13) a vyjadrenim Zk se definuje stochasticky
proces chyby predikce méreni jako

Zy =7, -7, (4.16)
kde Z; € RLm je rozdil mezi redlnymi mérenimi a jeho predikovanymi hodnotami.
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4.2. Zdkladni myslenka MDM

4.2 Zakladni myslenka MDM

V této kapitole je dokonceno odvozovani rovnic pouzivanych v MDM a ukazan
postup vyuziti metody pro odhad prvkl kovarian¢ni matice Sumd stochastického
systému.

Z predchozi kapitoly je zndma rovnice vypoctu chyby predikce méreni (4.16),
tuto rovnici Ize prepsat do podoby

Zk = A&y, (4.17)

kde vektor &, € RP=Dm+Pr: g matice A € REX(P=DnetPrz 5o P = [ 4+ N jsou

definovany jako

wP—l
Er = [ N, (4.18)
Vk—N
A=[A" A", (4.19)
kde matice A¥ € RInX(P=Dnx g AV ¢ RIn:XP1: jsou definovény ve tvaru
y [OLSN, rL—l]
A" = [ILnZ;ILnZ] [—OLq:N (OL)T rL_l 0L xNn ] ) (4.20)
v [OLnZXNnZ: ILnZ]
A= [Ian’ Ian] I:_OL.T‘N (OL)T OLn <Nn ] (421)

Tento predpis ovsem neumoznuje vypocet chyby predikce, protoze posloupnosti
Sumu WII:_‘]{, a Vf_ N Dejsou zndmé ani métitelné. Z rovnic (4.17) a (4.14) vime, Ze
chybu predikce je mozné urcit z posloupnosti méreni a vstupt. V MDM Ize stejny
vysledek urcit pomoci

_ _UP—l
Zi=A [ S (4.22)
k—-N
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4. Metoda rozdilu méreni

Ukazka platnosti rovnice (4.22)
Nejprve zapisme rovnici (4.22), tak ze misto matice A (4.19) rozepiSeme jeji slozky

- _UP—I
— w v k-N
Zy= [ AY A" | [ 7P ] :
k—-N
Z vlastnosti maticového nasobeni plati, Ze mizeme upravit tuto rovnici do tvaru
7 _ AvP wytP-1
Zk - A Zk—N - A Uk_N.

Nyni se zamérime na ¢len A”Zi_ n» Pokud roznésobime matici A" (4.21) s vektorem
méreni, dostaneme

T
P L LN L L
A'Z] =7 -0'FN (0Y) ZLy,

Tuto rovnici mtizeme dale upravovat s pomoci rovnic (4.7) a (4.11) do nésleduyjici
podoby

AZ; = OFxp + TH'WET 4 vE 4 T
~ 0L (0) (Ohxucy + PIWE, + VL + PO
= Ofx + TF'WE 4 VE 4 P! - Ol F Ny N
_OLFN (OL)T (FL‘1W£_‘}\, FVE 4 rHUg:}V)
=0 + TH'WE T+ Vi + T U
— OMFN T (RpoN1 — Weon — W)
- Ot N (OL)T (r“w,ﬁ:}V +Viy+ rHUg:}V)
= Olx + T'WEL 4 vE 4+ UL
- O'x, - O (—Wk_1 —Fwpy — ... FVN Wiy

N-1
—Up_1 — Fuk_z - ... T llk_N)

T
LN L L—-1yz7L—-1 L L-1y7L-1
- OFFN (OF) (Ptwhoh + VE 4TI ).
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4.2. Zdkladni myslenka MDM

Vidime, Ze oba ¢leny obsahujici stav X} se navzajem odectou a zbude rovnice ob-
sahujici pouze Sumy stavd a méreni a vstupy systému. Tuto rovnici lze zkracené
zapsat jako

T
A'Z] =0'2NWY  + T WL - Ol N (0F) T
T
L La4eN L L
+VE-0'FN (01) Vi
T
+OLENUY |+ Tl-Tuk! - ol (OL) ri-iyl-l
P
+A"U, .

P-1
A [ Win
Vk—N

Z této rovnice lze jednoduchou upravou ukazat, ze plati

P-1
- A[ Wiy
Vk—N

)

_ _UP—I
Zk =A [ Pk—N
Zk—N

neboli, Ze rovnice (4.22) a (4.17) jsou ekvivalentni.

Nyni se vratime zpét k rovnici (4.17), pokud obé strany rovnice umocnime na
druhou ziskdme

o WP—I
7.7, :A[ vi U T OWEDT (VT AT (4.23)
k—N

Po roznéasobeni ziskame

P-1 P-1\T P-1 P T
ZZT = A [ W;;—N (W}S:{V )T W,’;—N (Vlfs—N )T AT, (4.24)
Vk—N (Wk—N) Vk—N (Vk—N)

Pokud aplikujeme operator stredni hodnoty na danou rovnici, ziskdme

P— P—1\T P— P T
Wi n (W, Wy (Vy )

E [ZjT] A (E [ -
¢ VinWeo )" Vi (Vi)'

) AT (4.25)

Na pravé strané rovnice vidime, ze matice uvnitr stredni hodnoty odpovida kova-
rian¢ni matici Sumd samotného systému. V tomto pripade¢ se ovsem jedna jen o
vybérovou kovarian¢ni matici, jelikoz mame k dispozici pouze omezeny pocet mé-
reni a tak nelze pfimo tuto kovarianéni matici nahradit kovarian¢ni matici Sumi
samotného systému. Nyni zadefinujeme novy proces ve tvaru

E|Z.Z[| = AsAT, (4.26)
kde matice S € R(P~Dma+Pnx(P=)nctPn: jo kgyarianéni matice definovana jako

S = BlkDiag (Ip-1 ® Q,Ip ® R), (4.27)
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4. Metoda rozdilu méreni

kde Q je kovarian¢ni matice Sum stavu a R je kovarian¢ni matice Sumu méreni a
operator ® znaci Kroneckertv soucin a kde BlkDiag() je funkce vytvarejici blokové
diagonélni matici z blokt ve svém argumentu. Kovarian¢ni matice § je tedy blokové
diagonalni matice, na jejiz diagonale se nachazi P-1 bloki matice Q a P blokd matice
R.

Pokud tedy budeme uvazovat, Ze v rovnici (4.26) pouzijeme na levé strané znamy
enZy ZZ jako odhad stredni hodnoty, dopustime se chyby. Kdyz pridame vyjadreni
této chyby do rovnice, ziskame

Z.Z] = ASAT +V, (4.28)
kde matice V je definovéna jako
P-1 P-1\T P-1 P T
Wk—N (Wk Wk—N (Vk—N)

-N
P P—1\T P P \T
VienWelv)' Vv (Vi)

V= A ([ - S) AT, (4.29)

Analyzou chyby V, zjistime, ze

WAL WELVE T

E[V,] = E |A -N -N —S)AT],

Vil [ ([ VI WPV vE T
_AS-S)AT (4.30)
= 0(Ln,)2x1-

Chyba V}, ma tedy pro vSechny mozné k nulovou stfedni hodnotu.
Aby bylo mozné déle pracovat s rovnici (4.28), prevedme ji nyni do vektorizo-
vané podoby
(22]) = (asAT+v) (431)
vec

vec
kde index vec znamena prevedeni matice do sloupcového vektoru. Protoze vektori-
zace je linearni operace, je mozné upravit rovnici do tvaru

(Zj[) :(ASAT) A+ (Ve (4.32)

vec ve

Na ¢len (ASAT)WC muzeme vyuzit jednu z vlastnosti Kroneckerova soucinu
(BCD'),ec = (D ® B)Cye, (4.33)

kde C, B a D jsou dané matice. Po vyuziti tohoto pravidla se zméni (4.32) na
(Z:Z]) =(A@ASu+ (Vo (434)

Cilem MDM je odhadnout prvky kovarian¢ni matice S (4.27). Pov§imnéme si,
ze vétsinu prvku této matice tvori nuly a na zbylych pozicich se opakuje v daném
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4.2. Zdkladni myslenka MDM

tvaru znamy pocet hledanych parametrt. Tato podoba neni vhodna pro nasledny
odhad, jelikoz maximalni mozny pocet odhadnutych hodnot zavisi na dimenzi stavti
a méreni, jak uvadi Kost [Kos22], v pripadé modelu hodinového sumu se jedna o
maximalni pocet tri odhadovanych prvka. Abychom dodrzeli tento pocet odhado-
vanych prvki, je nutné nejprve vytvorit vektor unikatnich prvka S}, pro ktery
plati

Spec = Y S (4.35)

vec’

kde S, € R™, n, je pocet unikatnich prvktia ¥ € R"s»*"Q" je unifika¢ni matice
obsahujici pouze nuly a jednicky, jejiz konstrukce bude popsana v dalsich kapitolach
na modelu generatoru ¢asového signalu.

Dosazenim za S, do (4.34) ziskime

(Zj[) = (AQA) TS+ (Vi) e - (4.36)

vec

Tuto rovnici mizeme vyuzit opakované¢ pro rizné rozdily méreni Z;, neboli v ma-
ticové podobé

2Z),. | 1 asav (Ve
(2225 ) | @aeay |, | (M s
(Z;Ziz) (A0 A)Y Vodue

Pokud matice (A ® A)Y ma plnou sloupcovou hodnost, mizeme odhadnout prvky

vektoru S*

e S pomoci metody nejmensich ¢tverci jako

aonv | (%%T) |
5 (A®.A)\I’ (Zzzg)

vec

vee |, (4.38)

(A ®: A)Y (ZZT)

vec

Pokud rozepiseme operator pseudoinverze, ziskame

aeaY | [aear]) [Aeayr] (flf?)uec
_ (A®A)Y (A®A)Y (A®A)Y (Zzlg)m

vec —

(A ®. A)Y (A ®. A)Y (A ®. A)Y (ZZT)
(4.39)
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4. Metoda rozdilu méreni

kde diky ¢asové nezavislosti (A ® A)Y muzeme upravit ¢ast rovnice

AoA)Y 1" (lelT)m
(A®A)Y (ZZ; o _ _
. el =aoa|(22]) +(2Z]) +..+(Z2Z]) |
(A®A)Y (ZZZ)
vec

(4.40)

Zaroven muzeme upravit i ¢len v inverzi

AeAY ' [ (AsAY
AsA)Y | | (AsA)Y

[(AeAYT(AgA)Y]™, ©“41)

S|=

(Aémw (Aémw

kde n znaci pocet dostupnych rozdilti méreni Z;. Pokud nyni vyuzijeme obé tyto
upravy do puvodni rovnice (4.39), dostaneme

St = [(AeAYNT(AA)Y]  (AsA)Y)’
Mez) +2z) +.+(2z) | (442
— (AsA)Y) l (22!) +(2Z)) +.+(zZ) | @

kde vyraz % [(Zi{) + (Zz'z“g) +...+ (Zi{) ] predstavuje odhad kore-
vec vec

vec
lace Zj. Pomoci této rovnice je mozné odhadnout prvky kovarian¢ni matice Suma

drive definovaného stochastického systému.
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Aplikace metody

V této kapitole je popsan zpisob vyuziti MDM pro odhad prvki kovarian¢ni matice
$umu generatoru ¢asového signalu. Nasledné budou provedeny simulace s vyuzitim
programu MATLAB [Mat21] za ti¢elem ovéreni kvality odhad.

Nejprve je vhodné upravit obecné rovnice MDM. Jelikoz predpokladame, ze
generatory ¢asového signalu nemaji vstupni signal, mdzeme upravit rovnici (4.22),
ktera slouzi pro vypocet rozdilu méreni, na

’

Z, = [AY AY] [O(P P
Zk—N

(5.1)
P
=A'ZP .

Predpokladame, Ze generator casového signalu odpovida definovanému modelu
(3.45). V tom pripadé je znamé podoba kovarian¢nich matic stavového Sumu (3.44)
a Sumu mérfeni R, kde unikétni prvky hledanych kovarianénich matic $umd jsou

q1Ts + TTS
TZ
27 . (5.2)
qZTs
R

Na zékladé dostupnych publikaci se ukazuje, Ze pro model uvazovany v této
praci jako generator ¢asového signalu, ktery obsahuje dva stavy a jedno méreni, je
mozné odhadnout pouze 3 unikatni prvky hledanych kovarian¢nich matic Sumi
[AR18; KDS21].

5.1 Odhad s aproximaci kovarianéni matice
Sumu stavu

V této kapitole je popsan zpisob odhadu parametrd Suma modelu s vyuzitim zna-
mych vlastnosti generatoru ¢asového signalu a aproximace matice Q.
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5. Aplikace metody

Jelikoz kovarian¢ni matice S (4.27) obsahuje slozené ¢leny g1 T + T?XS, popripadé
zavislé ¢leny qz%z a q,T;, nelze najit unifika¢ni matici ¥ tvorenou kombinaci nul
a jednicek, pro kterou by platila rovnice (4.35), jejiz vysledkem by byl vektor s po-
¢tem odhadovanych parametri mensi nez ¢tyri. Jednim ze zpisobu reseni tohoto
problému je nejprve analyzovat model systému a hledat mozné feSeni pomoci Gprav
kovarian¢nich matic.

Pfi bliz§im pohledu na kovarian¢ni matici Sumt stavu systému (3.44) si mtzeme
vsimnout, ze vSechny ¢leny jsou ovlivnény vzorkovaci periodou Ts. Tato zavislost
se d& vyuzit pro zjednoduseni kovarian¢ni matice. Pokud budeme ménit velikost
vzorkovaci periody, mtizeme si vSimnout, ze pokud snizujeme vzorkovaci periodu,
plati priblizné

3 2
s Z‘!ZTTS 2% | [ ol 0 ] (5.3)
92 9 T; 0 T

neboli pri snizujici se vzorkovaci periodé se kovarian¢ni matice diskrétnich Sumu
blizi ke kovarian¢ni matici Sumu spojitych. Toto tvrzeni jsem ovéril pomoci graft,
ve kterych jsem uvazoval vzorkovaci periodu T € <10_6, 3> a jako parametry jsem
pouzilq; =4,5-107'saqy = 1,1- 10771,

Pro prvni ¢len kovarian¢ni matice Q1 jsem ziskal graf:

VlivT_na ¢len Q, ; kovarianénich matic Sumu

———Q, , diskrétniho sumu
— — — - Aproximovany ¢len Q, |

0.25 -

02

Obrézek 5.1: Vliv velikosti vzorkovaci periody na ¢len Qq ;.

Z pribéhu grafa presné hodnoty ¢lenu Qg ; a jeho aproximace je zfejmé, ze
snizujici vzorkovaci periodou se aproximace bliz{ ke skutecné hodnot¢. Pro ¢leny
mimo diagonalu Q;, a Q3 vysel graf:
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5.1. Odhad s aproximaci kovariancni matice Sumii stavu

Viiv T_ na élen Q , kovarianénich matic Sumu

———Q, , diskrétniho Sumu

— — — - Aproximovany clen Q, ,

0.015

0.01

0.005

Obrézek 5.2: Vliv velikosti vzorkovaci periody na ¢len Q1 ,.

Tento graf vyjadfuje o¢ekavanou vlastnost, Ze ¢len diskrétni kovarian¢ni matice
Q1,2 se blizi k nule pokud se i T; blizi k nule.

Poslednimu ¢lenu Q;, odpovida graf:

Vliv T_ na élen Q, , kovarianénich matic Sumu
———Q,, diskrétniho Sumu
— — — - Aproximovany &len Q, ,
0.025 -
0.02 —
o
o L
Iei 0.015

0.01 -

0.005 -

Obrézek 5.3: Vliv velikosti vzorkovaci periody na ¢len Q3.

Tento graf ukazuje linearni vliv velikosti T; na hodnotu diskrétniho ¢lenu Q.
Jelikoz aproximace na tento ¢len nema zadny vliv, obé hodnoty si presné odpovidaji.
To ovsem nelze tvrdit o vlivu na samotné odhady, jelikoZ na odhad Q,; by mély
pusobit i aproximace ostatnich ¢leni.

Celkové muzeme rict, Ze tvrzeni o vlivu velikosti periody na podobnost kova-
rian¢nich matic spojitych a diskrétnich Sumd stava se zda byt pravdivé a tudiz lze
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5. Aplikace metody

zavést aproximativni kovarian¢ni matici diskrétnich Sumu

~ Qu O
= _ 5.4
3 [ : Qn] 54

pro kterou plati, ze % xqa % X ¢, pti vhodné volbé Ts.

Pokud nyni na misto Q (3.44) vyuZijeme novou Q, muzZeme opét poskladat
matici S (4.27), kterd ma nasledné podobu

S = BlkDiag (Ip-l ®Q,Ip® R) . (5.5)

O této matici vime, Ze vsechny jeji prvky mimo hlavni diagonalu jsou nulové a tudiz
je mozné ji vyjadrit jako soucin unifika¢ni matice a vektoru unikatnich prvka (4.35).

Tvorba unifika¢ni matice a vektoru unikatnich prvki je primocary proces skla-
dajici se jen z nékolika krokt. Prvnim krokem je stanoveni samotnych unikétnich
prvku, které se snazime odhadnout. V matici se opakované objevuji jen tri prvky
odpovidajici hledanym parametrim a tak vektor unikatnich prvku lze zapsat jako

Qn

gli;tec = Q22 . (56)
R

Druhym krokem je stanoveni pozic kazdého z prvkut. Pokud vytvorime vektor S,
muzeme vidét, ze ¢len Q; se nachazi na kazdé pozici odpovidajici posloupnosti

ap =1, Aiv1 = ai +2ng +2, proi=0,1,...P -2, (5.7)

kde ng znaci pocet sloupcli matice S. Nyni vytvotime vektor samych nul o veli-
kosti ng a na vSechny pozice odpovidajici posloupnosti a dime jednicky, tento

vec

vektor oznacime jako Y. Stejné postupujeme u ¢lenu Q2. Pro tento ¢len ziskdme
posloupnost pozic

bo=ng+2, bir1 = bi+2ng+2, proi=0,1,...P -2 (5.8)

a opét vytvorime vektor samych nul a pozice odpovidajici posloupnosti b zménime
na 1, tak vznikne vektor ;.
A pro clen R vyjde posloupnost

60:2n§(P—1)+n§—P+1, Cisl = Citng+1, proi=0,1,...P—1. (5.9)

Stejnym postupem jako v predchozich pripadech vytvorime vektor Ys.
Nakonec poskladame vyslednou unifika¢ni matici jako

Y=[¥% % %], (5.10)
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5.1. Odhad s aproximaci kovariancni matice Sumii stavu

neboli vysledna unifika¢ni matice ¥ je tvorena sloupcovymi vektory ¥, Y a

¥;, které tvoii jeji tri sloupce. Timto postupem ziskame potrebny tvar vektoru S,..,
ktery muzeme dosadit do rovnice odhadu (4.43)

alTs

~ S\ L [(7 71 7 T

BT |~ (aea?) —|(Z2Z]) +(2Z)
- n vec

+...+(z,2Z7F . (5.11
( n n)vgc] ( )
R

vec

Vysledné odhady q; a g, pak ziskdme vydélenim zndmou vzorkovaci periodou.

29



. Aplikace metody

Ukazka vypoctu unifikacné matice 4% (5.10)
M¢jme kovarian¢ni matici S (5.5) o velikosti ng = 4 odpovidajici parametrim
odhadu L =1, N = 1aP =2vpodobé

Q1 0 0 O

~ 0 0 O
S= Q2

0 0O R O

0 0 0 R

Nejprve stanovime véechny ¢leny posloupnosti a, (5.7), b, (5.8) a ¢, (5.9)

610:1, b0:6, C0:11,
1 = 16

Nyni vytvorime vektory \T’l, \T’z a ‘?3 a ziskame rovnici (4.35) ve tvaru

[Qi] [1 0 0]
0 000

0 000

0 000

0 000
Q22 010

0 00 0|~
o| 000 Qi
O_OOOQZ’Z’
0 OOOL
R 0 0 1 Se.
0 000

0 000

0 000

0 000

' R] [0 0 1]
—_— ——
Spec Y

Neboli vytvorime vektory samych nul, do kterych na pozice prislusné prvkim
posloupnosti ddme jednicky, vektor ¥; ma jedni¢ku na pozici ag, vektor Y ji ma
na pozici by a do vektoru Y doplnime jedni¢ky na pozice cg a ¢;. Nakonec pouze
poskladame tyto vektory jako sloupce matice ¥ (5.10). Platnost této rovnice Ize
jednoduse ovérit roznasobenim pravé strany.
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5.2, Simulace odhadu s aproximaci kovariancni matice Sumii stavu

Jelikoz se podarilo pro znamy model Sumu ¢asového signalu odvodit aproximativni
tvar matice S (5.26) a matici A (4.19) Ize jednoduse dopocitat ze znamych matic
modelu, je nyni mozné ovérit vlastnosti odhadu pomoci simulaci.

Protoze bylo vyuzito aproximaci kovarian¢ni matice Sumt diskrétniho modelu,
je nutné overit vliv této aproximace na kvalitu samotného odhadu. V predchozi
césti bylo ukazéano, ze rizna volba velikosti vzorkovaci periody Ty ma vliv na pres-
nost aproximace a tak bude nyni zkouman vliv vzorkovaci periody na vysledky
odhadu. Proto nyni zafixujeme ostatni parametry odhadu. Pocet méreni L, ktery
udava velikost vektoru Z (4.6) jsem zafixoval na hodnoté 5 a pocet kroki predikce
N jsem pro tuto simulaci nastavil na 1. Pro samotnou simulaci jsou také potieba
parametry modelu chyb generatoru casového signalu. Témito parametry jsou q; a
g2 Tyto hodnoty byly pro rtizné druhy hodin v minulosti jiz odhadovany a tak jsem
vyuzil znamé hodnoty q; = 4,55 aq; = 1, 1s™!, které odpovidaji hodinam TCXO
[Gro13] vyuzivajicim teplotné kompenzovany krystalovy oscilator. Jako variance
sumu méfeni byla pouzita hodnota R = 2,1 - 1075,

Se zndmymi parametry jsem provedl Monte Carlo (zkracené MC) simulace se-
stavajici z 10° simulaci odhad parametri kovarianéni matice Sumi modelu pomoci
MDM, kde jsem v kazdé simulaci simuloval 100 tisic méreni odpovidajici vzorkovaci
periodé Ts = 0, 1s. Nasledné jsem urcoval odhady odpovidajici raznym vzorkova-
cim periodam z intervalu (0, 1; 3) sekund. Odhady odpovidajici vétsim velikostem
T jsem uskutec¢nil simulaci po¢tu méfent, ktera odpovida dané vzorkovaci periodé v
poméru k zékladni Ts = 0, 1s, neboli pri pouziti Ts = 1 se vyuzije desetkrat méné dat
nez pro Ts = 0, 1s. Ze ziskanych odhadi pro kazdou T jsem odhadl stfedni hodnotu
a varianci na zakladé MC simulaci. Pro ucely zobrazeni kvality odhadu v grafech
jsem z odhadnutych varianci urcil smérodatnou odchylku. Smérodatna odchylka
vyjadfuje oblast, kolem odhadnuté stredni hodnoty odpovidajici + odmocniné z va-
riance odhadu. Zaroven grafy obsahuji teoretickou stredni hodnotu odhadu (5.11),
ktera byla urcena jako

St = (A®A)Y) (A®A)S,. (5.12)

vec

Vysledné hodnoty byly zaneseny v nasledujicich grafech:
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5. Aplikace metody

Vliv velikosti Ts na kvalitu odhadu parametru q,-

T T T T
Primér odhadu ¢, na zikladé MC

%1071

- Parametr g;
- Teoreticka hodnota odhadu g,
— — — Smérodatnd odchylka odhadu g; na zdkladé MC

a4

Obrazek 5.4: Vliv velikosti vzorkovaci periody na aproximovany odhad q;.

Prvni graf zachycuje vliv velikosti vzorkovaci periody na odhadnuté hodnoty
hledaného parametru q;. Vidime, ze predpoklad o vlivu zmensovani vzorkovaci
periody na kvalitu odhadu se zda byt pravdivy. Na zakladé simulaci mdzeme tvr-
dit, Ze pri zvySovani T roste nejen variance odhadu, ale také odhadovana stredni
hodnota se vzdaluje od hledané hodnoty simula¢niho parametru, ale sleduje pribéh
teoretické stredni hodnoty odhadu. Toto chovani tedy vyplyva z vyuziti aproximace.
Jedinou vyjimku od o¢ekavaného priibéhu je oblast velmi malych vzorkovacich pe-
riod, kde odhadovana smérodatna odchylka roste. Toto neoc¢ekavané chovani mtize
souviset s problematikou numerické nepresnosti nebo by mohlo vyplyvat z vlast-
nosti modelu. Pro odhad parametru q; pomoci této metody by melo byt vhodné
vyuzivat mensi vzorkovaci periody.
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5.2, Simulace odhadu s aproximaci kovariancni matice Sumii stavu

1018 Vliv velikosti Ts na kvalitu odhadu parametru q,-
X
T T T T
Pramér odhadu ¢, na zdklads MC
2+ Parametr g, -
Teoretickd hodnota odhadu g,
N — — — - Smérodatnd odchylka odhadu g, na zdklade MC
1.8 - . -
N
AR
1.6 4 5
141 - B
12 -
o 1 :
0.8 - - B
>
06— — 4
y
/
/
04+ -
02 / -
ok -
1 1 1 1 1

0.5 1 1.5 2 25 3

Obrazek 5.5: Vliv velikosti vzorkovaci periody na aproximovany odhad ¢5.

V tomto grafu je zachycen vliv velikosti vzorkovaci periody na odhad parametru g¢,.
V tomto pripadeé se ukazuje, ze prili§ mala vzorkovaci perioda v pripadé simulaci zpti-
sobuje vysokou varianci odhadi a proto se odhad stfedni hodnoty pro velmi malé
vzorkovaci periody odchyluje od hledané hodnoty i od teoretické stredni hodnoty
odhadu. Pro tento model se zd4 nejlepsi volbou vzorkovaci periody byt hodnota
kolem 2s, kde je nizka odhadnutd variance a primérny odhad je blizko hledanému
parametru.
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5. Aplikace metody

Vliv velikosti Ts na kvalitu odhadu parametru R.
T T T T

hadu R na zaklade MC -4
7

hodnota odhadu R

wérodatné odchylka odhadu R na zdklade MC

0.5 1 15 2 25 3

Obrazek 5.6: Vliv velikosti vzorkovaci periody na aproximovany odhad R.

Graf pro treti parametr, tedy varianci Sumu méreni R, vykazuje podobné vlast-
nosti jako odhad ¢q;. Pro tento parametr se tedy, stejn¢ jako u odhadu q;, zda nej-
vhodnéjsi volbou velmi maléd vzorkovaci perioda.

Na zakladé simulaci se tedy zd4, ze s vyuzitim aproximaci kovarian¢ni matice
$sumt modelu chyb generatoru casového signalu Ize nalézt relativné dobré odhady,
ale minimalné v pripadé parametru q; se na zakladé simulaci odhad jevi jako stranny.
Pro odhad kazdého parametru Ize nalézt vhodnou T, pro kterou primér odhadu
pomérné presné odpovidd hledanému parametru. Je ale nutné si uvédomit, ze se
jedna o simulaci s jednémi konkrétnimi parametry. Nelze tedy fict, Ze nalezené
optimalni vzorkovaci periody plati pro v§echny rizné generatory casového signalu.
Proto jsem provedl dalsi simulace s rozdilnymi parametry, abych ovéril vliv modelu
na vhodnou hodnotu T. Tentokrét jsem vyuzil parametry hodin podobné kvality o
hodnotach q; = 2.23- 1075, 9, = 3,34-1072% 1 a R = 1- 10~ 5. Pro tyto odhady
jsem opét vykreslil grafy zobrazujici odhad stfedni hodnoty, smérodatné odchylky
a hodnotu hledaného parametru.
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5.2, Simulace odhadu s aproximaci kovariancni matice Sumii stavu

1019 Vliv velikosti Ts na kvalitu odhadu parametru q;-
x
nn T T T ]
| Pramér odhadu ¢, na zaklade MC
e, pooe . Parametr q;
45b - = = - Teoretickd hodnota odhadu g; A
=1 — — — -Smérodatnd odchylka odhadu g; na zéklads MC
4 -
35 4
~ ~
3+ . - ———— —_—— — —— _— _ = - — =
~ 25 1
o
2 -
15 1
1 4
/
0.5 - 4
0H -
I I I I I I
0.5 1 1.5 2 25 3
T

Obrazek 5.7: Vliv velikosti T; na aproximovany odhad q; se zménénymi parametry.

V grafu odhadi q; se zménénymi parametry modelu mtizeme pozorovat velmi
podobné chovani jako u prvni simulace. Na zakladé této simulace mizeme usoudit,
ze pro generatory podobnych vlastnosti je mozné odhadnout parametr q; s vyuzitim
vhodné zvolené malé vzorkovaci periody.

©1020 Vliv velikosti Ts na kvalitu odhadu parametru q,-
= T T T T T
\ Pramér odhadu g, na zéklade MC
Parametr g,
- Teoretickd hodnota odhadu g,
7+ \ — — — Smérodatnd odchylka odhadu g, na zdklads MC |+
\
N
6 N 5
N
N
M
T~
5 R i
4 H B el —————— ==
o
= LA
=7
3 H i
> i
-
-
1H , B
Y
/
oH i
1 1 1 1 1
0.5 1 15 2 25 3

Obrazek 5.8: Vliv velikosti T; na aproximovany odhad ¢, se zménénymi parametry.

Graf znazornujici vliv T; na odhad parametru ¢, po zméné parametru vykazuje
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5. Aplikace metody

také velmi podobny pribéh jako pri simulacich s pivodnimi parametry, ovsem ten-
tokrat se optimalni hodnota T nachézi kolem hodnoty 2,5s, kde je variance odhadu
nejnizsi a zaroven je pramérny odhad velmi blizko hodnoté hledané. Je tedy zrejmé,
ze pro kazdy generator ¢asového signalu bude existovat jind optimalni velikost vzor-
kovaci periody pro odhad q;.

Vliv velikosti Ts na kvalitu odhadu parametru R.
T T T T

x1071°

Primér odhadu R na ziklade MC B
sveeeesseeen: Parametr R -

2 |- | = = — - Teoretickd hodnota odhadu R - -
— — — - Smérodatna odchylka odhadu R na zaklade MC o

0.5 1 15 2 25 3

Obrazek 5.9: Vliv velikosti T; na odhad R se zménénymi parametry.

Graf Odhadu parametru R je opét velice podobny predeslé simulaci. Opét plati,
ze ¢im mensi je vzorkovaci perioda, tim lepsi jsou charakteristiky samotného od-
hadu.

Na zakladé téchto dvou simulaci z riznymi parametry se zda, ze pro kazdou
moznou hodnotu hledanych parametri existuje jina optimalni vzorkovaci perioda,
ktera vede na nejpresnéjsi vysledky. Obecné ale mizeme tvrdit, ze odhad pomoci
MDM s vyuzitim aproximace kovariané¢ni matice Sumd modelu mutze vést k velmi
dobrym odhadtim. Zasadnim nedostatkem je ovsem obecna neznalost optimalni T,
kterou nelze urcit, pokud nezname presné hledané parametry.

5.3 0dhad parametri kovariancnich matic
bez aproximace

Jelikoz kazda aproximace zavadi potencialni nepresnosti do odhadu, je vhodné po-
kusit se nalézt feSeni, které by aproximace nevyuzivalo. Z predchozi kapitoly vime,
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5.3.1. Univerzdlni postup vyjddreni S, jako soucinu matice a vektoru parametri

ze pti zjednoduseni kovariancni matice S mtzeme ziskat relativné dobré odhady
hledanych parametrd, pokud dokazeme zvolit vhodnou vzorkovaci periodu, coz
nemusi byt vzdy mozné. Pokud by existoval postup odhadu, ktery by toto zjednodu-
$eni nevyuzival, dalo by se predpokladat, ze vliv velikosti T na jeho kvalitu nebude
tak zasadni.

5.3.1 Univerzalni postup vyjadieni S,.. jako soucinu
matice a vektoru parametrii

V této kapitole zavedeme univerzalni postup prevzaty od Bélangera [Bel74], ktery
umoznuje ziskat S, jako sou¢in matice a vektoru parametri bez ohledu na rozlo-
zeni prvka v kovarian¢nich maticich. Bélanger tento postup vyuzil pro svoji metodu
odhadu, ktera by byla také aplikovatelna na problematiku odhadu parametrt kovari-
anc¢nich matic $umd, ov§em v této praci vyuzivime MDM, kvtli jeji univerzalnosti,
jelikoz MDM umoznuje odhadovat vsechny momenty ndhodné veli¢iny. Zapiseme
novy tvar kovarian¢ni matice Sumu stavd modelu (3.44) a variance Sumu méreni R

jako
T3 T2 T3 T?
TS+ = - Ts 0 5 5 00
Q=| TRy 12 =q1[ 02 |12 2[R ] (.13)
@5 @l 00 Tz ] 100
—_——— —_— ~——
Q Q, Qs
Pn
= Z piQi, (5.14)
i=1
R=q [0] +g [0] +R [1] 515
~—— N—— ~——
R1 RZ R3
Pn
=S ik (5.16)
i=1

(5.17)

neboli zapiSeme kovarian¢ni matice Sum jako soucet p, matic ndsobenych odpo-
vidajicimi parametry, kde p, znaci pocet parametrd, které 1ze zapsat do vektoru
T T
P=lp p2 ps| =01 2 R
Tento postup lze pouzit obecné pro vsechny podobné modely, kde jsou para-
metry kovarian¢nich matic Sumu separabilni. Pokud tedy stanovime obecny vektor
hledanych parametrti # ve tvaru

P1

p=|P (5.18)

Pn
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5. Aplikace metody

S vyuzitim vektoru hledanych parametri zavedeme novou definici kovarian¢ni ma-
tice S (4.27) ve tvaru

S =pKi+p G + ...+ puK, (5.19)
kde matice K; € R"*" jsou zndmé konstantni matice ve tvaru
Ki = BlkDiag(Ip-; ® Q;, Ip ® R;). (5.20)
Dalsim krokem je vektorizace celé rovnice (5.19)
Svec = P1Kivee + P2 Ko mec + - - - + PuFKnvec- (5.21)

Pokud nyni vyuzijeme vlastnosti vektorového nasobeni, mizeme rovnici upravit
do tvaru

P1

Spec =N p,2 ’ (5.22)

Pn

kde matice A € R$*P» je unifika¢né-extrak¢ni matice definovana jako
N= [ 7(l,vec 7(2,1}66 7(n,vec ] (5.23)

S vyuzitim tohoto nového tvaru S, (5.22) dosadime do rovnice (4.34) ziskame

(Zkiz) = (AQ AP + (Vi) - (5.24)

vec

Z této rovnice muzeme vyjadrit ¢len Sy, s vyuzitim odhadu metodou nejmensich

¢tverct a ziskdme upravenou rovnici pro odhad

ﬁ:«A@A)Aﬁ%[(ZZ{) +(2Z]) +.+(2Z) | 629

vec vec

Tato rovnice ndm umozni uskutec¢nit pfimi odhad parametra kovarian¢nich matic
$umu generatoru ¢asového signélu bez pouziti aproximace.
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5.3.1. Univerzdlni postup vyjddreni S, jako soucinu matice a vektoru parametri

Ukazka vypoctu unifikacné-extrakéni matice A (5.23)
M¢éjme kovarian¢ni matici S (4.27) odpovidajici volbé L =2 a N = 1 v podobé

T3 T?
qlTs +q2TX 6]2% 0 O
T2
S = 2> @Ts 0 0
0 0 R O
0 0 O R

Pro tuto matici zavedeme vektor hledanych parametrt jako
q1
P = q2
R

Dal$im krokem je vyjadieni S podle unikatnich prvkia jako v (5.19):

3 72
T, 000 L Loo 0000
TZ
S:q10000+q27sT500+R0000
0 0 0 O 0O 0 0 O 0010
0 0 0O 0O 0 0 O 0 0 01

Po vektorizaci a poskladani do maticové podoby ziskame finalni rovnici v po-
dob¢

[ 1 T T} ]
01 Ts + g T; EY 0
Ts? T
Q25 0 = 0
0 0O 0 O
0 0O 0 O
Ts? T2
92— 0 =+ 0
92T 0 T, 0O
0
0O 0 O 0
0 -0 0 O 0
0 0O 0 O R
0 0 0 O | ——
R 0O 0 1 P
0 0O 0 O
0 0O 0 O
0 0O 0 O
0 0O 0 O
] R ] | 0 0 1|
S—————— | —
SUL’L‘ /\

Roznasobenim pravé strany Ize snadno ukazat, ze tato rovnice je platna.
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5. Aplikace metody

Pokud se nyni vratime k postupu pouzitému pro odhad s aproximaci kovarian¢ni
matice Sumu stavi. Miizeme ukazat, ze Bélangertv pristup je mozné chapat jako
rozsireni odhadu s aproximaci kovarian¢ni matice.

Zavedeme novy tvar vektoru S, jako

3
1 Ts + qz%
T2
Spec =Y q2771 , (5.26)
q2 s
R

Stec
kde Y je unifika¢ni matice.

Konstrukce unifikacni matice ¥ je provadéna stejnym zptisobem jako v rovnici
(5.10). Ov$em je nutné si uvédomit, Ze unifika¢ni matice méa v tomto pripadé jeden
sloupec navic, ktery odpovida ¢lenu q; TTSZ, ktery byl v pristupu s aproximaci nahrazen
nulou a na vysledné matici se nijak nepodilel. Unifika¢ni matice mé tedy podobu

Y=[¥" % % %], (5.27)

kde vsechny vektory VY; € R"S. Vektory ¥}, V5 a ¥y odpovidaji jiz nalezenym vekto-
rum z minulé ¢asti. Vektor Y; se ziskd z posloupnosti (5.7), vektor ¥; je mozné urcit
z posloupnosti (5.8) a vektor ¥, z (5.9). Jedinym nezndmym vektorem tak ztstava
Y,. Stejné jako v (5.7) definujeme posloupnost urcujici jednotkové ¢leny v jinak nu-
lovém vektoru. Pro tento vektor definujeme dvé posloupnosti, jelikoz se tento ¢len
vyskytuje v kovarian¢ni matici Sumu stava Q (3.44) dvakrat. Posloupnosti maji tvar

do =2, diy1 =di+2ng +2, proi=0,1,...P -2,

) (5.28)
eg =ns+1, eix1 =d; +2ng +2, proi=0,1,...P -2,

kde ng je pocet sloupcti matice S. Spojenim ¢lenti obou posloupnosti do vektoru

[d, e] ziskdme potfebné indexy a vytvorime hledany vektor ‘Y;.

u

Vime, ze vektor S},

obsahuje zavislé cleny a mocniny znamé vzorkovaci peri-

ody T, jejiz hodnotu neni nutné odhadovat, zaroven vime, ze odhad tfi unikatnich

prvkd je pro tento model mozny, musime tedy najit zptsob upravy S,,. do podoby

s maximalné tremi unikatnimi prvky. Toho je mozné docilit pomoci rovnice
S, =YP, (5.29)

kde P je vektor parametra

q1
P=|q (5.30)
R
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5.4 Simulace odhadu parametrii bez aproximace

a Y je extrakcni matice ve tvaru

3
T, & o
TS2
y=|9 7 0 (5.31)
0T, 0
0 0 1

Poznamenejme nyni, Ze tento tvar extrakéni matice Y plati pouze pro vektor uni-
katnich prvka S}, ve tvaru (5.26) a vektorizovanou kovarian¢ni matici S, odpo-
vidajici nasemu modelu generéatoru ¢asového signalu.

Pokud nyni spojime rovnice (5.26) a (5.29) ziskame
Spec = YYP, (5.32)

neboli zptisob, jak vyjadrit S, jako sou¢in dvou znamych matic a vektoru parame-
tra.

Porovnénim rovnic (5.32) a (5.22) zjistime, zZe
AN=YY. (5.33)

Neboli Bélangerav pristup lze chapat jako rozsireni odhadu s aproximaci a rovnici
samotného odhadu Ize upravit do podoby

ﬁ:«A@Am)f%[(zlz{)m+(zzzg) v+ (ZZ) | 639

vec

h.4 Simulace odhadu parametru bez
aproximace

V této kapitole jsou analyzovany vysledky simulacnich experimentd za tcelem zis-
kani charakteristik odhadda.

V predchozi kapitole je odvozen tvar vektorizované kovarian¢ni matice Sy,
(5.32), sjehoz pomoci je mozné odhadovat primo koeficienty kovarian¢ni matice bez
nutnosti vyuziti aproximaci. U tohoto odhadu o¢ekédvame minimalni vliv velikosti
vzorkovaci periody T;. Abychom ovérili tento predpoklad, vyuzijeme stejny postup
jako v minulych simulacich. Vyuzijeme jiz znamé parametry hodin TCXO, neboli
g1 =45- 10~ 1%, g2 =11- 1079 1aR =2,1-10""s. Ostatni parametry odhadu
jsou také zafixovany jako v minulych simulacich, tedy L = 5a N = 1. Pro toto
overeni také provedeme 10° Monte Carlo simulaci, z nichz kazda bude obsahovat
100 tisic dat. Vysledky jsou zaneseny v nasledujicich grafech:
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5. Aplikace metody

Vliv velikosti Ts na kvalitu odhadu parametru q,-
T T T T
| Primér odhadu ¢; na zdkladé MC
- Parametr ¢,
9r Smérodatna odchylka odhadu g, na zaklade MC

x107°

0.5 1 1.5 2 25 3

Obrazek 5.10: Vliv velikosti T; na odhad q; bez aproximaci.

Prvni graf zobrazuje vysledky simulace pro odhad parametru ¢q;. Stfedni hod-
nota parametru odhadnuta ze simulaci se pohybuje v blizkosti hledané hodnoty
parametru. Pokud se zamérime na varianci odhadu, nebo v pripadé grafu na sméro-
datnou odchylku vypoctenou na zakladé Monte Carlo simulaci, vidime mirny rist s
rostouci Ts. Ovsem tento rtst by bylo mozné spojit se skutecnosti, ze odhady s vyssi
T vyuzivaji mensi pocet dat, kterd témto vzorkovacim frekvencim nalezi. Co se tyce
narustu odhadu smérodatné odchylky pro malé vzorkovaci periody, je mozné, ze
tyto nepresnosti jsou zpisobeny numerickymi problémy, nebo tvarem samotného
modelu.
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5.4 Simulace odhadu parametrii bez aproximace

£10719 Vliv velikosti Ts na kvalitu odhadu parametru q,,.
25 F T T T T =
Pramér odhadu g, na zdklads MC
------------- Parametr ¢,

— — — Smérodatnd odchylka odhadu g, na zdklads MC

oL -
N

15 -

N ———— I

o
I -
051 a B
1 1 1 1 1

0.5 1 15 2 25 3

Obrazek 5.11: Vliv velikosti T na odhad q; bez aproximaci.

V tomto grafu jsou ukazany vysledky simulaci odhadu parametru ¢,. Podobné
jako v pripadé odhadu q; vidime malou presnost odhadid pro velmi malé vzorkovaci
periody. Na druhou stranu, pokud se zamérime na vzorkovaci periody vyssi nez
1,5s, miizeme pozorovat, ze simula¢ni variance odhadu se ustaluje a neroste jako v

v 7 d v
pripade q;.
10719 Vliv velikosti Ts na kvalitu odhadu parametru R.
T T T T
5 Pramér odhadu R na zdklads MC 7
- Parametr R ’
— — — -Smérodatnd odchylka odhadu R na zéklade MC
4 _
3 4
o o,E -
1+ -
0 -
1 4
1 1 1 1 1

0.5 1 1.5 2 25 3

Obrazek 5.12: Vliv velikosti T; na odhad ¢q; bez aproximaci.
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5. Aplikace metody

V pripadé grafu pro odhad parametru R se ukazuje, Ze se snizujici se T v pripad¢
simulaci klesad smérodatna odchylka odhadu, zatim co odhadovana stfedni hodnota
se zda byt témér totozna s hledanou hodnotou parametru. Je mozné, Ze rist simu-
la¢ni variance odhadu s rostouci vzorkovaci periodou je opét zapri¢inén klesajicim

poctem dat.

5.5 Porovnani vysledki odhadii

V této kapitole jsou porovnany oba zptisoby odhadu parametr Sumd generatoru
casového signalu z hlediska jejich kvality.

Jelikoz mame k dispozici jak simulace odhadd parametr( s vyuzitim aproximace
kovarian¢ni matice $umi stava systému, tak i simulaci odhadu parametrt bez vyuziti
aproximaci na totoznych datech, mtzeme nyni oba odhady navzijem porovnat.
Porovnani bude ukazano vykreslenim vysledkti obou odhadt do jednoho obrazku.
Nejprve tedy porovname odhady pro parametr ¢;.

Porovnani vlivu aproximace na odhad parametru q,-

T T T
Pramér odhadu ¢, bez aproximace

Primér odhadu ¢ s aproximact

10 weeeseeenss Parametr gy

Smérodatna odchylka odhadu ¢, bez aproximace na zéklads MC
\ — — — - Smérodatnd odchylka odhadu g, s aproximaci na zakladé MC

%1079
T

a4
T

|
|

l
|

|

N
R Re——
I

0.5 1 1.5 2 25 3

Obrazek 5.13: Porovnani odhadt parametru q;.

Pri pohledu na odhady parametru q;, mizeme konstatovat, Ze odhad bez aproxi-
maci se, na zakladé simulaci, jevi jako lepsi z hlediska odhadované stredni hodnoty,
jelikoz jeho priamérna hodnota je v pripadé simulaci pro v§echny vzorkovaci periody
ze simula¢niho intervalu blize hledané hodnot¢ a s rostouci T se vyrazné nevzdaluje
od skute¢né hodnoty parametru. Pfi pohledu na odhady variance obou odhadi se
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5.5. Porovndni vysledkii odhadii

ukazuje, ze variance obou odhadd mirné roste s rostouci vzorkovaci periodou, az
na pripad velmi malych vzorkovacich frekvenci.

Porovnani vlivu aproximace na odhad parametru q,.

x1071°
1 T T T
\ Primér odhadu g, bez aproximace
\\ —-—-—- Primér odhadu g, s aproximaci
\ - Parametr ¢,
\ Smérodatnd odchylka odhadu g, bez aproximace na zéklade MC
\\ — — — - Smérodatné odchylka odhadu g, s aproximaci na zéklade MC
Py |
\
\
\
\\\
N
\\ -
151 - _
> \
IV
. i
/,/ —
/ :
05 / .
/
/
/
/
/
/
/
I I I I I
0.5 1 1.5 2 25 3

Obrazek 5.14: Porovnani odhadi parametru ¢;.

Graf zobrazujici porovnani odhadt parametru g, ukazuje, ze primérné hodnoty
obou odhadd jsou pro oba pristupy v ramci téchto simulaci totozné a stejné tak i
odhadované variance. Toto zjisténi je velice prekvapivé, jelikoz na zakladé simulaci
se ukazuje, ze aproximace kovarianéni matice Q (3.44) nemé na vysledny odhad
zadny zasadni vliv.
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5. Aplikace metody

10719 Porovnani vlivu aproximace na odhad parametru R.
T T T

51
Primér odhadu R bez aproximace
— — — -Primér odhadu R s aproximaci
-+ Parametr R
Smérodatnd odchylka odhadu R bez aproximace na zdklade MC
4 — — — -Smérodatnd odchylka odhadu R s aproximaci na zdkladé MC -

Obrazek 5.15: Porovnani odhadt parametru R.

V pripadé simula¢nich grafti porovnani odhada parametru R se ukazuje, ze oba
pristupy jsou jak v ramci odhadu stfedni hodnoty, tak i variance totozné. Opét se
tedy ukazuje, Ze na odhad parametru R nema aproximace rozpoznatelny vliv.
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5.5. Porovndni vysledkii odhadii

Ukazka vlivu aproximace na vysledky odhadu ze simulaci

V této ukazce se zamérime na podobnost obou pristupt k odhadu, jelikoz se ukazalo,
ze pro dva parametry poskytuji totozné vysledky. Jelikoz oba odhady pracovaly se
stejnymi daty, byly i vSechny chyby predikce Zi (4.17) pro oba odhady stejné. V
rovnicich odhadi tak zbyvaji pouze urcité cleny, které se mohou navzajem lisit.

V ptipadé odhadu s aproximaci se jedna o ¢len

(A®A)Y)T,

ktery pochazi z rovnice (5.11). Musime je$té vzpomenout na skute¢nost, ze vysled-
kem tohoto aproximovaného dohadu je vektor (5.6), kde odhady q; a q; jsou jesté
nasobeny prislusnou vzorkovaci periodou. Pokud bychom chtéli vyjadrit vysledny
vektor pouze jako parametry kovarian¢nich matic Sumu, museli bychom obé strany
rovnice (5.11) vynasobit zleva matici BlkDiag(%, TLS' R) a ziskali bychom tim padem

¢len
# 0 0
Gyp=|0 £ 0[((A®A)Y)".
0 0 1

U odhadu parametra bez aproximace je timto ¢lenem
G=((A®ANT,

z rovnice (5.25). Nyni se podivame na podoby téchto ¢lend, které se objevily v simu-
lacich, z kazdé této matice si ukazeme prvnich pét sloupcti. Za¢neme s odhadem s
aproximaci pri vzorkovaci periodé Ty = 0,1s a parametrech odhadu L=5 a N=1:
-22736 65266  —87015 33,197 2372 ]
)

Gap = [ -92607 -1,1889-10° 2,5255-10° —1,0681-10°> —6,7319-10° -
022827 —0,29729 022988  —0,08036  —0,68511

V ptipadé odhadu parametrt bez aproximace ziskame

G =

—92607 —1,1889-10° 2,5255-10° —1,0681-10° —6,7319-10° ---

-3,817 63,285 —82,806 31,416 22598 -
0,22827 -0,29729  0,22988  —-0,08036  —0,68511 '

Vidime, Ze obé matice maji totozny druhy a treti sloupec a tudiz budou odhady ¢; a

R totozné a bez vlivu aproximace.

Celkov¢, s ohledem na v§echny odhadované parametry, mizeme tvrdit, Ze oba
pristupy umoznuji odhadnout hledané parametry. Zaroven porovnani ukazalo, ze
pro simulovany systém poskytuje odhad bez aproximace leps$i vysledky odhadu
parametru ¢q; pri pouziti vétsich vzorkovacich frekvenci. Tyto vlastnosti bychom
mohli predpokladat i pri pouziti odhadl na generatory podobnych parametra.
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5. Aplikace metody

5.6 Simulacni program

Algoritmus pouzity pro simula¢ni experimenty vytvoreny v programu MATLAB
[Mat21] byl zvetfejnén na internetové adrese
https://github.com/Hefik/DP-Hefler-2024.

V adreséri je umistén samotny simula¢ni program, funkce vytvarejici potfebné
matice pro MDM, obrazky pouzité v této praci a kopie této prace. Samotny program
je mozné vyuzit pro dalsi simulace (napf. jinych generatort ¢asového signalu) nebo
pouzit jako zaklad pro aplikaci na odhad parametrt kovarian¢nich matic $uma z
realnych dat.

48


https://github.com/Hefik/DP-Hefler-2024

Tato prace se zabyvala moznostmi odhadovani parametri varianci a kovarianénich
matic Sumu pusobicich na generatory ¢asového signalu. Jeji cile byly stanoveny v
zadani prace jako:

Cil 1: Seznameni s generatorem casového signalu popsaného stavovym stochastic-
kym modelem.

Cil 2: Sezndmeni se a implementace MDM pro odhad parametra kovarian¢nich
matic Sumu stavového modelu.

Cil 3: Analyza vlivu parametrd MDM a typu modelu na kvalitu odhadu a navrh
pristupu pro jeho volbu.

Cil 4: Zhodnoceni dosazenych vysledk.

Cil 1 byl splnén v kapitolach 2 a 3 této prace, kde byl ukdzan postup modelovéani
obecného systému pomoci stavovych rovnic. Nasledné je odvozen model generatoru
casového signalu a jeho Sumf, které zptisobuji nepresnosti méreni. Tento model se
ukazal jako nepostradatelna soucast reseni problému, jelikoz bez znamé dynamiky
systému a definice Sumi, nelze provadét zadany odhad.

Cil 2 byl splnén v kapitole 4, kde byla predstavena Metoda rozdilu méreni jako
nastroj urceny k odhadu parametra popisujicich kovarian¢ni matice sumu. Tato
metoda byla v praci odvozena pro obecny stochasticky systém a byl ukazan po-
stup jejiho pouziti. Ukazalo se, ze ze samotné podoby modelu generatoru ¢asového
signalu vyplyva maximalni mozny pocet odhadnutelnych parametrti, proto byly v
kapitole 5 ukazany dva postupy upravy kovarianéni matice na vektor unikatnich
prvku. Prvni postup ukazoval pouzivanou aproximaci a druhy odvodil pristup k
exaktnimu odhadu parametrt.

Cil 3 byl splnén volbou modelu generatoru ¢asového signalu v kapitole 3, ktery
je bézné v praxi a védeckych pracich vyuzivan pro popis téchto generatort a v ka-
pitole 5 byl analyzovan vliv vzorkovaci periody na kvalitu odhad@ pomoci Monte
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6. Zdver

Carlo simulaci. Bylo ukézano, ze optimalni volba tohoto parametru je mozna pouze
v pripadé predem znamych hodnot parametri kovariané¢nich matic Sumu.

Cil 4, neboli zhodnoceni vysledkl prace bylo ¢aste¢né splnéno popisem vysled-
nych grafi simulaci v kapitole 5 a popisem vlivu aproximace na odhady a bude
doplnéno nyni v zavéru.

Ukazalo se, ze pri pouziti odhadu s aproximaci kovariancni matice je zdsadni
volba vzorkovaci periody. Nevhodna volba této periody mize vést na nepresny
odhad parametru q;. Z vyslednych graft zobrazujicich vysledky simulaci bylo usou-
zeno, ze je vhodné volit relativné malé vzorkovaci periody pro odhad parametrt
g1 a R, pri kterych se chyba aproximace zmensuje. Naopak pri odhadovani para-
metru ¢, je vhodnéjsi volit vétsi vzorkovaci periody. Zasadni nevyhodou tohoto
postupu je skutecnost, ze nelze, bez predeslé znalosti presnym hodnot parametra
kovarianc¢nich sumt v systému, urcit vhodnou vzorkovaci periodu.

Naopak druhy pristup k odhadovani parametri bez aproximaci kovarian¢nich
matic vykazuje, ze se vliv volby vzorkovaci periody na stfedni hodnotu odhadu
parametru q; zmens$i. Vyhodou tohoto odhadu je, Ze je mozné najit vzorkovaci
periodu, se kterou by odhad poskytl kvalitni vysledky pro vSechny parametry na-
jednou. Vyslednou kvalitu odhadu by bylo mozné ovlivnit vhodnou volbou poctu
rozdilt méreni L a délkou predikce N, ovSem tato prace kladla diiraz na parametr
vzorkovaci periody s jehoz vhodnym nastavenim mtizeme odhadnout vsechny tfi
parametry kovarian¢ni matice Sumd.

Celkové se v této praci podarilo aplikovat dva pristupy k odhadu parametrt
kovarianénich matic Sumi pisobicich na generatory ¢asového signalu. Porovnanim
obou pristupti byly zjistény nasledujici vlastnosti:

+ Oba pristupy umoznuji odhad vsech tfi parametrt kovarian¢ni matice Suma
generatoru ¢asového signalu.

« Odhad bez aproximace kovarian¢ni matice Sumu stavu (5.25) vede pro para-
metr ¢q; na nestranny odhad na rozdil od odhadu s aproximaci.

« V pripadé¢ odhadi parametrt ¢, a R davaji oba pristupy totozné vysledky.
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