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Abstrakt

Tato bakalářská práce se zabývá návrhem metod pro identifikaci neznámých parametr̊u jeřábu.
Předpokládáme znalost struktury modelu, části sady fyzikálńıch parametr̊u a daľśıch dat źıskaných
experimentem. Celkový čas identifikačńı metody, včetně experimentu, by měl být krátký z d̊uvodu
v́ıcenásobné opakovatelnosti v reálném čase. Výsledné metody budou použity pro tlumeńı kmit̊u i přes
častou výměnu zátěže. Prvńı část se zabývá odvozeńım matematického modelu ve formě pohybových rov-
nic a následně linearizaćı systému. Daľśı část́ı je validace modelu na základě experimentálńı identifikace
reálného systému. Následuj́ıćı část se zabývá propojeńım experimentálńıch dat a známých fyzikálńıch
parametr̊u za účelem výpočtu neznámých parametr̊u. Navazuj́ıćı část́ı je návrh experimentu, který za
rozumnou dobu zajist́ı potřebné experimentálńı data pro použit́ı k výpočtu z předchoźı části. Nakonec
bude provedeno ověřeńı všech metod formou srovnáńı chováńı pro r̊uzné délky lana.

Kĺıčová slova: portálový jeřáb, identifikace parametr̊u, experiment, tlumeńı kmit̊u



Abstract

This bachelor thesis deals with the design of methods for identifying unknown parameters of a
crane. We assume knowledge of the model structure, parts of the set of physical parameters, and other
data obtained through experimentation. The overall time of the identification method, including the
experiment, should be short due to the need for multiple repetitions in real time. The resulting methods
will be used for damping of vibrations despite frequent load changes. The first part deals with deriving the
mathematical model in the form of motion equations and subsequently linearizing the system. The next
part is validation of the model based on experimental identification of the real system. The following part
deals with linking experimental data and known physical parameters to compute unknown parameters.
The subsequent part involves designing an experiment that will provide the necessary experimental
data within a reasonable timeframe for use in the calculations from the previous section. In the end, a
validation of all methods will be performed through a comparative analysis of their behavior for different
rope lengths.
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5.2.2 Relé s hystereźı (ϵ = 0.005) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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Motivace

V dnešńı době jeřáby představuj́ı kĺıčový prvek předevš́ım ve stavebnictv́ı a pr̊umyslu. Jeřáby slouž́ı
k manipulaci s těžkými břemeny a materiály na stavenǐst́ıch, v př́ıstavech a daľśıch pr̊umyslových
mı́stech. Jejich použit́ı velmi přisṕıvá k úspěšnému, bezpečnému a rychlému dokončeńı úkol̊u a nebo
k bezproblémovému pr̊uběhu logistických operaćı.

Dnešńı svět klade velký d̊uraz na automatizaci proces̊u a to např́ıklad z d̊uvodu rychlosti dokončeńı
dané části procesu nebo redukce chybovosti zp̊usobené lidským faktorem. Právě lidský faktor hraje
velkou roli v manipulaci s jeřáby. Správné ř́ızeńı vyžaduje operátora, který má bohaté zkušenosti. Au-
tomatické tlumeńı nežádoućıch kmit̊u by velmi zjednodušilo ovládáńı, zrychlilo celý proces a zmı́rnilo
nároky na zkušenosti operátora.

Existuje několik typ̊u jeřáb̊u, z nichž každý má specifické vlastnosti a vhodné aplikace v r̊uzných
odvětv́ıch pr̊umyslu a stavebnictv́ı. Věžové jeřáby jsou jedńım z nejběžněǰśıch typ̊u a jsou ideálńı
např́ıklad pro výstavbu výškových budov a infrastrukturńıch projekt̊u. Tento typ jeřábu je pevně ukot-
vený a disponuje dlouhým ramenem, které umožňuje manipulaci s těžkými náklady ve velké výšce.
Mobilńı jeřáby jsou přenosné a často se použ́ıvaj́ı na menš́ıch stavebńıch projektech nebo tam, kde je
potřeba rychle přemı́stit jeřáb na r̊uzná mı́sta. Portálové jeřáby maj́ı vysokou mobilitu a jsou ideálńı
pro manipulaci s náklady ve skladech nebo při nakládce a vykládce zbož́ı.

Již zmı́něné automatické tlumeńı kmit̊u lze rozdělit do dvou část́ı. Prvńı je př́ımovazebńı tlumeńı
kmit̊u, které využ́ıvá správné tvarováńı vstupńıch signál̊u za použit́ı tvarovaćıch filtr̊u. Tento zp̊usob
uprav́ı signál takovým zp̊usobem, aby při přechodu mezi rychlostmi pohybu zátěže nedocházelo ke
značnému rozhoupáńı celého závěsu. Druhou část́ı je zpětnovazebńı tlumeńı kmit̊u. Tento zp̊usob využ́ıvá
informace o aktuálńım úhlovém natočeńı a rychlosti ze senzor̊u a na základě znalosti dynamiky systému
vygeneruje požadované ř́ızeńı, které aktivně zabraňuje vytvářeńı kmit̊u. Prvńı zp̊usob slouž́ı předevš́ım
pro plynulé ř́ızeńı jeřábu operátorem, zat́ımco druhý kompenzuje poruchy zp̊usobené vněǰśımi vlivy.

Oba tyto zp̊usoby vyžaduj́ı znalost matematického modelu, který lze sestrojit pouze při přesné zna-
losti fyzikálńıch parametr̊u jeřábu. Vzhledem k tomu, že manipulovaná zátěž se často měńı a měřeńı jejich
parametr̊u je zdlouhavý a drahý proces, je zapotřeb́ı metody, která dokáže odhadovat tyto parametry
během provozu jeřábu bez nutnosti zdlouhavých měřeńı či úprav.
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Úvod

Tato bakalářská práce se zabývá metodami pro identifikaci neznámých parametr̊u jeřáb̊u. Výsledky
metod jsou následně použity pro zpětnovazebńı tlumeńı kmit̊u zátěže. Lze předpokládat znalost fy-
zikálńıch parametr̊u lana a háku, struktury modelu, která odpov́ıdá trojitému kyvadlu, a experimentálńıch
dat. Ukazuje se, že délka samotného háku se nedá zanedbat a uvažovat tak pouze dvojité kyvadlo. Hák
jeřábu je nutné tedy rozdělit na dvě části a uvažovat jej jako samostatné rameno kyvadla.

V praxi si lze představit, že uživatel jeřábu přesouvá r̊uzné druhy zátěže, které maj́ı rozd́ılné fyzikálńı
parametry (resp. hmotnost, rozměry, atd.). V pr̊uběhu přesouváńı však mohou být vybuzeny nežádoućı
kmity, at’ už neopatrným ovládáńım nebo exterńımi vlivy. Je zapotřeb́ı tyto kmity zatlumit pomoćı
zpětnovazebńıho ř́ızeńı. Toto ř́ızeńı předpokládá znalost systému, který lze jednoznačně definovat pouze
analyticky. Při změně parametr̊u se optimálńı nastaveńı ř́ızeńı také měńı. Bohužel nelze jednoznačně
sestrojit ř́ızeńı, které by bylo nezávislé na změně parametr̊u. Vzhledem k praktickému použit́ı, docháźı
k výměně pouze třet́ıho ramene kyvadla, které odpov́ıdá právě zátěži. Jedinými stálými parametry jsou
parametry odpov́ıdaj́ıćı prvńım dvěma ramen̊um kyvadla (resp. lano a hák). Tyto parametry lze změřit
a považovat je tak za známé. Fyzikálńı parametry zátěže lze sice také změřit, avšak tento zp̊usob je
komplikovaný a hlavně časově náročný. Ćılem je tedy navrhnout takový zp̊usob identifikace fyzikálńıch
parametr̊u zátěže, který je možný často opakovat a je časově nenáročný.

Vytvořeńı matematického modelu systému vycháźı z odvozeńı pohybových rovnic Lagrangeovou
metodou. Tato metoda spoč́ıvá v sestrojeńı rovnic kinetické a potenciálńı energie a disipativńı funkce.
Daľśım krokem je sestrojeńı Lagrangiánu z derivaćı podél zobecněných souřadnic. Z výsledných po-
hybových rovnic lze sestavit stavový popis systému a následně linearizovat v rovnovážném bodě od-
pov́ıdaj́ıćı dolńı úvrati.

V daľśı části se práce zabývá kontrolou výsledk̊u z předchoźıho bodu experimentálńı identifikaćı. Na
základě naměřených dat z reálného systému je proveden odhad frekvenčńıho přenosu a výsledek je po-
rovnán s předpokládaným teoretickým modelem. Výsledkem je frekvenčńı amplitudová charakteristika,
jej́ıž křivka obsahuje tři rezonance a jednu anti-rezonanci. Právě prvńı dvě rezonančńı frekvence budou
experimentálńımi daty, které nám pomůžou v identifikaci neznámých fyzikálńıch parametr̊u zátěže.

Dále lze tedy uvažovat znalost experimentálńıch dat ve formě hodnot prvńıch dvou rezonančńıch
frekvenćı, znalost fyzikálńıch parametr̊u prvńıch dvou ramen kyvadla (resp. lana a háku) a struktury
modelu. Právě znalost struktury systému nám ř́ıká, že se jedná o systém šestého řádu a t́ım pádem
disponuje šesti póly. Všechny póly odpov́ıdaj́ı rezonančńım frekvenćım. Je možné sestrojit ekvivalentńı
systém a následně porovnat s linearizovanou matićı dynamiky formou charakteristických polynomů.
Vyřešeńım soustavy rovnic je možné źıskat výsledky požadovaných fyzikálńıch parametr̊u.

Poté je zapotřeb́ı navrhnout experiment, který v rozumném čase umožńı snadno odhadnout již
zmı́něné prvńı dvě rezonančńı frekvence. Ukazuje se, že vhodným experimentem je reléový experiment.
Je-li zapojeno před ř́ızený systém relé o určitém ześıleńı a okolo nově vzniklého systému zavedená zpětná
vazba, dojde k vybuzeńı periodického signálu s požadovanou rezonančńı frekvenćı. Volbou znaménka
zpětné vazby dojde ke zvoleńı, jaká konkrétńı rezonančńı frekvence bude odhadována.

Na závěr jsou všechny metody ověřeny vypočteńım neznámých parametr̊u zátěžě s experimentálně
identifikovanými rezonančńımi frekvencemi. Ověřeńı je provedeno formou srovnáńı frekvenčńıch charak-
teristik modelu s identifikovanými parametry a reálným systémem pro r̊uzné délky lana.
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Popis systému

Budeme uvažovat následuj́ıćı schéma, pro které plat́ı, že se skládá vždy z pohyblivého voźıku a
n-ramen. Voźık s hmotnost́ı m0 je poháněn silou f a má koeficient určuj́ıćı jeho samovolné brzděńı b0.
Každé daľśı rameno se skládá z př́ıslušného kloubu Ai s tlumeńım bi. Pro každé rameno dále uvažujeme
následuj́ıćı parametry: těžǐstě Ti ve vzdálenosti ai od př́ıslušného kloubu, délka lana li, hmotnost mi a
moment setrvačnosti Ji. Každé natočeńı kloubu budeme uvažovat vzhledem ke svislé poloze proti směru
hodinových ručiček s označeńım δi [4].

Obrázek 1: Schéma obecného kyvadla
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Samotný systém jeřábu odpov́ıdá modelu trojitého kyvadla, kde jednotlivá ramena označuj́ı lano,
hák a zavěšenou zátěž. Na prvńı rameno je také připojen pohyblivý voźık, který ale ve skutečnosti
neńı ovládaný exterńı silou, jako tomu bylo u předchoźıho schématu. Touto úpravou nám v odvozováńı
rovnic vypadne jedna pohybová rovnice. Ovládáńı voźıku zajǐst’uje motor, kolem kterého je uzavřená
zpětná vazba s regulaćı rychlosti. Vstupem do systému tedy v realitě bude požadovaná rychlost pohybu
voźıku. Výstup źıskáváme ze senzoru (IMU - inerciálńı měř́ıćı jednotka), který je umı́stěný na háku a
měř́ı úhlové natočeńı a úhlovou rychlost druhého ramena.

Obrázek 2: Koncepčńı schéma jeřábu
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Kapitola 1

Odvozeńı rovnic

Odvozováńı rovnic bylo provedeno na základě odborného článku Identifikace inverzńıho kyvadla s
n-rameny na voźıku [4]. Pro práci byla použita Lagrangeova metoda, která umožňuje elegantńı formulaci
pohybových rovnic pro složité systémy s v́ıce stupni volnosti, jako jsou např́ıklad mechanické soustavy
s volnými tělesy nebo robotické manipulátory [3]. Hlavńı výhodou této metody je jej́ı snadné použit́ı a
možnost algoritmizovatelnosti.

Lagrangeova metoda pracuje se zobecněnými souřadnicemi. Zobecněné souřadnice mohou být libo-
volné proměnné, které jsou dostatečné k popisu polohy část́ı systému. Jejich použit́ı umožňuje redukovat
složitost problému a snadněji analyzovat dynamiku systému.

Postup se skládá nejprve vyjádřeńım kinetické a potenciálńı energie systému. Z těchto energíı je dále
sestrojen Lagrangián (resp. Lagrangeova funkce). Nakonec jej́ı derivaćı podél zobecněných souřadnic a
derivaćı disipativńı funkce je vytvořena výsledná pohybová rovnice. Volba zobecněných souřadnic, podél
kterých je derivace prováděna, zajǐst’uje, pro který objekt se výsledná pohybová rovnice vztahuje.

Veškeré odvozováńı je tedy rozděleno do část́ı již zmı́něných v postupu a je doprovázeno následnou
aplikaćı na trojité kyvadlo. Výsledkem budou tedy čtyři rovnice (pro každou zobecněnou souřadnici
jedna - tři pro úhlové výchylky a jedna pro polohu voźıku).

1.1 Souřadnice těžǐst’

Vzhledem k tomu, že pro odvozeńı rovnic je použita Lagrangeova metoda, je zapotřeb́ı si obecně
určit polohu hmotných bod̊u odpov́ıdaj́ıćıch zobecněným souřadnićım ve formě polohy těžǐst’ Ti v
souřadném systému. Těžǐstě se bude skládat ze dvou složek, jelikož se pohybujeme ve dvoudimen-
zionálńım prostoru, a bude vypadat následnovně:

Yi =
i−1∑
j=1

ljsin(δj) + ailisin(δi) + y0 (1.1)

Zi = −
i−1∑
j=1

ljcos(δj)− ailicos(δi) (1.2)
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1.2. KINETICKÁ ENERGIE KAPITOLA 1. ODVOZENÍ ROVNIC

Aplikaćı vztah̊u na trojkyvadlo dostaneme:

T1 : Y1 = a1l1sin(δ1) + y0 (1.3)

Z1 = −a1l1cos(δ1) (1.4)

T2 : Y2 = l1sin(δ1) + a2l2sin(δ2) + y0 (1.5)

Z2 = −l1cos(δ1)− a2l2cos(δ2) (1.6)

T3 : Y3 = l1sin(δ1) + l2sin(δ2) + a3l3sin(δ3) + y0 (1.7)

Z3 = −l1cos(δ1)− l2cos(δ2)− a3l3cos(δ3) (1.8)

1.2 Kinetická energie

Kinetická energie je zavedena pro každý hmotný bod (resp. každé těžǐstě a voźık) ve smyslu New-
tonovské energie z klasické mechaniky: Ek =

1
2
mv2:

T =
n∑

k=1

1

2

(
mk(Ẏk

2
+ Żk

2
)
)
+
1

2
m0ẏ0

2 (1.9)

Dosad́ıme-li jednotlivé souřadnice těžǐstě (viz. rovnice (1.1) a (1.2)), dostaneme obecný tvar pro
kinetickou energii:

T =
n∑

k=1

(
1

2

k−1∑
i=1

mkl
2
i δ

2
i +

k−1∑
j=1,j>i

k−1∑
i=1

mklilj δ̇iδ̇jcos(δi − δj) +
k−1∑
j=1

mkakljlkδ̇j δ̇kcos(δj − δk)+

+
k−1∑
j=1

mklj δ̇j ẏ0cos(δj) +
1

2
mkẏ0

2 +
1

2
mka

2
kl

2
kδ̇k

2
+mkaklkδ̇kẏ0δk +

1

2
Jkδ̇k

)
+
1

2
m0ẏ0

2 (1.10)

Dosazeńım do rovnice (1.10) nám pro trojkyvadlo vyjde:

T =
1

2
m1ẏ0

2 +
1

2
a21l

2
1m1δ̇1

2
+ a1l1m1δ̇1ẏ0cos(δ1) +

1

2
J1δ̇1

2
+

1

2
l21m2δ̇1

2
+ a2l1l2m2δ̇1δ̇2cos(δ1 − δ2)+

+ l1m2δ̇1ẏ0cos(δ1) +
1

2
m2ẏ0

2 +
1

2
a22l

2
2m2δ̇2

2
+ a2l2m2δ̇2ẏ0cos(δ2) +

1

2
J2δ̇2

2
+

1

2
l21m3δ̇1

2
+

+
1

2
l22m3δ̇2

2
+ l1l2m3δ̇1δ̇2cos(δ1 − δ2) + a3l1l3m3δ̇1δ̇3cos(δ1 − δ3) + a3l2l3m3δ̇2δ̇3cos(δ2 − δ3)+

+ l1m3δ̇3ẏ0cos(δ1) + l2m3δ̇2ẏ0cos(δ2) +
1

2
m3ẏ0

2 +
1

2
a23l

2
3m3δ̇3

2
+ a3l3m3δ̇3ẏ0cos(δ3)+

+
1

2
J3δ̇3

2
+

1

2
m0ẏ0

2 (1.11)
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1.3. POTENCIÁLNÍ ENERGIE KAPITOLA 1. ODVOZENÍ ROVNIC

1.3 Potenciálńı energie

Potenciálńı energie je zavedena pro každé těžǐstě ve smyslu obecné t́ıhové energie: EP = mgh. Pro
voźık potenciálńı energii neuvažujeme, jelikož je zafixovaný v ose Z :

V =
n∑

k=1

mkg(Zk + zk) , zk =
k−1∑
j=1

lj + aklk (1.12)

Po dosazeńı rovnice (1.2) a upraveńı nám vyjde:

V =
n∑

k=1

(
mkg ·

(k−1∑
j=1

lj
(
1− cos(δj)

))
+aklk

(
1− cos(δk)

))
(1.13)

Pokud dosad́ıme jednotlivé rovnice těžǐst’ (1.4), (1.6) a (1.8), potenciálńı energie bude pro trojité
kyvadlo vypadat následovně:

V = m1g ·
(
a1l1

(
1− cos(δ1)

))
+m2g ·

(
l1
(
1− cos(δ1)

)
+a2l2

(
1− cos(δ2)

))
+

+m3g ·
(
l1
(
1− cos(δ1)

)
+l2
(
1− cos(δ2)

)
+a3l3

(
1− cos(δ3)

))
(1.14)

1.4 Disipativńı funkce

Vzhledem k tomu, že neuvažujeme ideálńı kyvadlo, ale poč́ıtáme také s tlumeńım, je zapotřeb́ı
zavést tzv. disipativńı funkci. Jedná se o funkci popisuj́ıćı výměnu vnitřńı energie systému s okoĺım a t́ım
zp̊usobuje snižováńı celkové energie uvnitř systému. Aplikováńım této funkce dosáhneme samovolného
tlumeńı pohybu kyvadla, což odpov́ıdá např. odporu vzduchu nebo třeńı v ložiskách:

D =
1

2
b1δ̇1

2
+

n∑
k=2

1

2
bk(δ̇k − ˙δk−1)

2 +
1

2
b0ẏ0

2 (1.15)

Vyjádřeńım disipativńı funkce s př́ıslušnými hodnotami odpov́ıdaj́ıćımi trojitému kyvadlu dosta-
neme funkci ve tvaru:

D =
1

2
b1δ̇1

2
+

1

2
b2(δ̇2 − δ̇1)

2 +
1

2
b3(δ̇3 − δ̇2)

2 +
1

2
b0ẏ0

2 (1.16)

1.5 Zavedeńı pomocných parametr̊u

Pro zjednodušeńı zápisu a zviditelněńı periodicity člen̊u zavedeme parametry, které se skládaj́ı z
kombinaćı parametr̊u fyzikálńıch:

υi = miaili + li

( n∑
j=i+1

mj

)
, i = 1, ..., n (1.17)

κi = Ji +mia
2
i l

2
i + l2i

n∑
k=i+1

mk , i = 1, ..., n (1.18)

µij = li(mjajlj + lj

n∑
k=j+1

mk) , 2 ≤ j ≤ n , 1 ≤ i ≤ n− 1 , i ≤ j (1.19)
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1.6. LAGRANGEOVA ROVNICE KAPITOLA 1. ODVOZENÍ ROVNIC

Po dosazeńı do obecných rovnic (1.10), (1.13) a (1.15) dostaneme:

T =
1

2

n∑
i=1

κiδ̇i
2
+

n∑
j=2,j>i

n−1∑
i=1

µij δ̇iδ̇jcos(δi − δj) +
n∑

i=1

υiδ̇iẏ0cos(δi) +
1

2
ẏ0

2

n∑
i=0

mi (1.20)

V =
n∑

i=1

υig ·
(
1− cos(δi)

)
(1.21)

D =
1

2
b1δ̇1

2
+

1

2
b2(δ̇2 − δ̇1)

2 +
1

2
b0ẏ0

2 (1.22)

Aplikaćı nově vytvořených parametr̊u na výrazy trojitého kyvadla, nám vyjde:

T =
1

2
κ1δ̇

2
1 +

1

2
κ2δ̇

2
2 +

1

2
κ3δ̇

2
3 + µ12δ̇1δ̇2cos(δ1 − δ2) + µ13δ̇1δ̇3cos(δ1 − δ3)+

+ µ23δ̇2δ̇3cos(δ2 − δ3) + υ1δ̇1ẏ0cos(δ1) + υ2δ̇2ẏ0cos(δ2) + υ3δ̇3ẏ0cos(δ3)+

+
1

2
(m0 +m1 +m2 +m3)ẏ0

2 (1.23)

V = υ1g ·
(
1− cos(δ1)

)
+υ2g ·

(
1− cos(δ2)

)
+υ3g ·

(
1− cos(δ3)

)
(1.24)

D =
1

2
b1δ̇1

2
+

1

2
b2(δ̇2 − δ̇1)

2 +
1

2
b3(δ̇3 − δ̇2)

2 +
1

2
b0ẏ0

2 (1.25)

1.6 Lagrangeova rovnice

Nejprve je potřeba si zavést zobecněné souřadnice qi, které v našem př́ıpadě odpov́ıdaj́ı jednotlivým
úhlovým natočeńım a pozici voźıku:

qi = δi , i = 1, ..., n (1.26)

qn+1 = y0

Pro trojité kyvadlo budeme mı́t zobecněné souřadnice následovné:

qi =


q1
q2
q3
q4

 =


δ1
δ2
δ3
y0

 (1.27)

Dále si vyjádř́ıme Lagrangeovu funkci, která vzhledem k rozsáhlosti nebude rozepsána ani vyjádřena
pro trojité kyvadlo:

L = T − V (1.28)
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1.6. LAGRANGEOVA ROVNICE KAPITOLA 1. ODVOZENÍ ROVNIC

Z vypočtené Lagrangeovy funkce (1.28) sestroj́ıme Lagrangeovy rovnice druhého druhu. U druhé
rovnice, odpov́ıdaj́ıćı popisu pohybu voźıku, uvažujeme exterńı śılu f, která bud́ı pohyb voźıku:

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
−∂L

∂qi
+

∂D

∂q̇i
= 0 , i = 1, ..., n (1.29)

d

dt

(
∂L

∂q̇n+1

)
− ∂L

∂qn+1

+
∂D

∂q̇n+1

= f (1.30)

Pokud jednotlivé rovnice dopočteme a zjednoduš́ıme, dostaneme rovnice, jejichž výsledný tvar od-
pov́ıdá následuj́ıćım pohybovým rovnićım:

0 = κiq̈i +
n∑

j=1,j ̸=i

µij q̈jcos(qi − qj) +
n∑

j=1,j ̸=i

µij q̇
2
j sin(qi − qj) + υicos(qi)q̈n+1+ (1.31)

+ υig · sin(qi) + bi(q̇i − q̇i−1)− bi+1(q̇i+1 − q̇i)

f =
n∑

i=1

υiq̈icos(qi)−
n∑

i=1

υiq̇
2
i sin(qi) + q̈n+1

( n∑
i=0

mi

)
+b0q̈n+1 (1.32)

Dále budeme uvažovat regulátor rychlosti součást́ı poj́ızdného voźıku. T́ım pádem jsme schopni
zjednodušit pohybovou rovnici pro voźık natolik, že jsme schopni ji zcela vyřadit. Celé kyvadlo tedy
budeme ovládat vstupem ve formě zrychleńı voźıku qn+1, nikoliv bud́ıćı silou f :

q̈n+1 = ÿ0 = u (1.33)

0 = κiq̈i +
n∑

j=1,j ̸=i

µij q̈jcos(qi − qj) +
n∑

j=1,j ̸=i

µij q̇
2
j sin(qi − qj) + υicos(qi)u+

+ υig · sin(qi) + bi(q̇i − q̇i−1)− bi+1(q̇i+1 − q̇i) (1.34)

Dosad́ıme-li zobecněné souřadnice do pohybových rovnic (1.31), včetně vyřazeńı pohybové rovnice
pro voźık (viz. rovnice (1.32)) a nahrazeńı zrychleńı voźıku za vstup, vyjdou nám pro trojité kyvadlo
rovnice ve tvaru:

0 = κ1q̈1 + µ12q̈2cos(q1 − q2) + µ13q̈3cos(q1 − q3) + µ12q̇
2
2sin(q1 − q2) + µ13q̇

2
3sin(q1 − q3)+

+ υ1cos(q1)u+ υ1g · sin(q1) + b1q̇1 − b2(q̇2 − q̇1) (1.35)

0 = κ2q̈2 + µ12q̈1cos(q1 − q2) + µ23q̈3cos(q2 − q3)− µ12q̇
2
1sin(q1 − q2) + µ23q̇

2
3sin(q2 − q3)+

+ υ2cos(q2)u+ υ2g · sin(q2) + b2(q̇2 − q̇1)− b3(q̇3 − q̇2) (1.36)

0 = κ3q̈3 + µ13q̈1cos(q1 − q2) + µ23q̈2cos(q2 − q3)− µ13q̇
2
1sin(q1 − q3)− µ23q̇

2
2sin(q2 − q3)+

+ υ3cos(q3)u+ υ3g · sin(q3) + b3(q̇3 − q̇2) (1.37)
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1.7. VÝSLEDNÉ ROVNICE KAPITOLA 1. ODVOZENÍ ROVNIC

1.7 Výsledné rovnice

Vyjádř́ıme-li z každé rovnice př́ıslušné zrychleńı a zpětně dosad́ıme za pomocné parametry, dosta-
neme:

q̈1 = − l1l2(a2m2 +m3)

l21(m2 +m3) + a21l
2
1m1 + J1

q̈2cos(q1 − q2)−
a3l1l3m3

l21(m2 +m3) + a21l
2
1m1 + J1

q̈3cos(q1 − q3)−

− l1l2(a2m2 +m3)

l21(m2 +m3) + a21l
2
1m1 + J1

q̇22sin(q1 − q2)−
a3l1l3m3

l21(m2 +m3) + a21l
2
1m1 + J1

q̇23sin(q1 − q3)−

− l1(m2 +m3) + a1l1m1

l21(m2 +m3) + a21l
2
1m1 + J1

cos(q1)u− l1(m2 +m3) + a1l1m1

l21(m2 +m3) + a21l
2
1m1 + J1

g · sin(q1)−

− b1
l21(m2 +m3) + a21l

2
1m1 + J1

cos(q1)q̇1 +
b2

l21(m2 +m3) + a21l
2
1m1 + J1

cos(q1)(q̇2 − q̇1) (1.38)

q̈2 = − l1l2(a2m2 +m3)

a22l
2
2m2 + l22m3 + J2

q̈1cos(q1 − q2)−
a3l2l3m3

a22l
2
2m2 + l22m3 + J2

q̈3cos(q2 − q3)+

+
l1l2(a2m2 +m3)

a22l
2
2m2 + l22m3 + J2

q̇21sin(q1 − q2)−
a3l2l3m3

a22l
2
2m2 + l22m3 + J2

q̇23sin(q2 − q3)−

− a2l2m2 + l2m3

a22l
2
2m2 + l22m3 + J2

cos(q2)u− a2l2m2 + l2m3

a22l
2
2m2 + l22m3 + J2

g · sin(q2)−

− b2
a22l

2
2m2 + l22m3 + J2

(q̇2 − q̇1) +
b3

a22l
2
2m2 + l22m3 + J2

(q̇3 − q̇2) (1.39)

q̈3 = − a3l1l3m3

a23l
2
3m3 + J3

q̈1cos(q1 − q2) +
a3l2l3m3

a23l
2
3m3 + J3

q̈2cos(q2 − q3)−

− a3l1l3m3

a23l
2
3m3 + J3

q̇21sin(q1 − q3)−
a3l2l3m3

a23l
2
3m3 + J3

q̇22sin(q2 − q3)+

+
a3l3m3

a23l
2
3m3 + J3

cos(q3)u+
a3l3m3

a23l
2
3m3 + J3

g · sin(q3)+

+
b3

a23l
2
3m3 + J3

(q̇3 − q̇2) (1.40)
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Kapitola 2

Linearizace

Linearizace je kĺıčová metoda, která je velmi často využ́ıvána pro analýzu nelineárńıch systémů.
Umožňuje nám aproximovat chováńı složitých systémů v bĺızkosti jejich rovnovážného stavu pomoćı
lineárńıch model̊u. Všechny systémy v reálném světě disponuj́ı určitým nelineárńım charakterem. To
je zapř́ıčiněno r̊uznými fyzikálńımi omezeńımi, jako je např́ıklad teorie relativity nebo maximálńı rych-
lost světla. Nejsme např́ıklad schopni dosáhnout libovolně rychlé změny libovolnou velikost́ı vstupu. V
reálných systémech jsme také omezeni rychlost́ı přenosu informaćı [2].

Omeźıme-li se však na malé odchylky od rovnovážného stavu, pak je možné v systému sledovat
lineárńı vlastnosti. To znamená, že lokálńı lineárńı aproximace může být aplikována pro malé pertur-
bace kolem rovnovážného bodu, což značně usnadňuje analýzu a návrh ř́ıdićıch systémů.

Vzhledem k tomu, že uvažujeme model portálového jeřábu ve formě trojitého kyvadla, můžeme
předpokládat, že většina pracovńıho prostoru bude odpov́ıdat natočeńı kloub̊u v dolńı úvrati (tzn. všem
ramen̊um svěšeným směrem dol̊u). Tento stav můžeme tedy označit za rovnovážný, jelikož bez p̊usobeńı
vněǰśıho vzruchu nenastane jeho samovolný pohyb. Matematické ověřeńı bude provedeno v následuj́ıćı
části (viz. 2.3 Derivace vektoru stavu).

Postup této metody zač́ıná správnou volbou stavových veličin. Tyto veličiny voĺıme obvykle tak,
abychom jejich derivaćı mohli vytvořit vztahy s jednotlivými nezderivovanými veličinami. Součást́ı to-
hoto kroku budou použity i př́ıslušné nelineárńı rovnice odvozené v předchoźı části. Poté přejdeme na
derivováńı rovnic, které odpov́ıdaj́ı derivaćım stav̊u. Nakonec dosad́ıme do výsledných vztah̊u hodnoty
rovnovážného stavu a dostaneme jednotlivé matice stavového popisu systému.

Celý proces linearizace bude dále detailně vysvětlen na obecném př́ıkladu kyvadla s libovolným
počtem ramen, a s následnou aplikaćı na trojité kyvadlo (stejným zp̊usobem jako u odvozeńı rovnic).
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2.1. VEKTOR STAVU KAPITOLA 2. LINEARIZACE

2.1 Vektor stavu

Nejprve je zapotřeb́ı si vytvořit již zmı́něné stavy. Velikost stavového vektoru odpov́ıdá počtu po-
hybových rovnic vynásobeného hodnotou nejvyšš́ı derivace. Máme-li např́ıklad 3 pohybové rovnice, kde
každá z nich obsahuje nejvýšě druhou časovou derivaci q̈i, pak muśıme zavést celkem 6 stav̊u, abychom i
jejich derivaćı byly schopni popsat veškeré odvozené rovnice. Výsledný vektor stavu bude tedy vypadat:

xi = qi
xn+i = q̇i

pro i = 1, . . . , n =⇒ x =



x1
...
xn

xn+1
...

x2n


=



q1
...
qn
q̇1
...
q̇n


(2.1)

kde n je počet ramen kyvadla (resp. pro trojkyvadlo je n = 3).

Pro trojité kyvadlo bude tedy vektor stavu ve tvaru:

x =


x1

x2

x3

x4

x5

x6

 =


q1
q2
q3
q̇1
q̇2
q̇3

 (2.2)

2.2 Rovnovážný stav

Daľśım krokem je určeńı vektoru rovnovážného stavu xe. Jeho velikost odpov́ıdá velikosti vektoru
stavu, přesněji tedy 2n, kde n je počet ramen kyvadla. Pro rovnovážný stav plat́ı, že se systém nehýbe,
tud́ıž jsou vstup a derivace jeho stav̊u nulové. Výsledkem zderivováńı vektoru stavu jsou zobecněné
souřadnice v prvńı derivaci (resp. v druhé derivaci), které odpov́ıdaj́ı úhlové rychlosti (resp. úhlovému
zrychleńı) jednotlivých kloub̊u.

Problém můžeme tedy formulovat tak, že hledáme takové hodnoty úhlového natočeńı, pro které
plat́ı, že se kyvadlo samovolně nerozhýbe. Z představy takové situace lze ř́ıci, že se systém nebude hýbat
v poloze odpov́ıdaj́ıćı natočeńı kloub̊u směrem dol̊u nebo nahoru. Stav, kdy jsou jednotlivé klouby
natočené směrem nahoru, nelze z d̊uvodu pružnosti lan brát v potaz. Jako rovnovážný stav budeme
tedy uvažovat pouze natočeńı kloub̊u v dolńı úvrati.

Matematicky lze tento problém vyřešit dosazeńım př́ıslušných hodnot do pohybových rovnic (1.38),
(1.39) a (1.40). Většina člen̊u se vynuluje. Výsledkem tedy bude:

u = 0
qi = 0
q̇i = 0

=⇒

l1(m2 +m3) + a1l1m1

l21(m2 +m3) + a21l
2
1m1 + J1

g · sin(q1) = 0

a2l2m2 + l2m3

a22l
2
2m2 + l22m3 + J2

g · sin(q2) = 0

a3l3m3

a23l
2
3m3 + J3

g · sin(q3) = 0

(2.3)
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2.3. DERIVACE VEKTORU STAVU KAPITOLA 2. LINEARIZACE

Vzhledem k tomu, že součin a součet jednotlivých nenulových kladných parametr̊u nikdy nevyjde
nulový, je jediným členem, který dokázě rovnici vynulovat člen sin(qi):

sin(qi) = 0 =⇒ qi = kπ , k ∈ Z (2.4)

Pro náš účel se lze omezit pouze na již zmı́něnou dolńı a horńı konfiguraci úhlových natočeńı
bez jakýchkoliv přetočeńı kyvadla, tud́ıž pro k = 0, 1. Dále, vzhledem k předchoźı úvaze, kdy jsme
konstatovali kv̊uli pružnosti lan vynecháńı natočeńı kloub̊u v horńı části, dostaneme výsledek pouze pro
k = 0:

qi = 0 (2.5)

Naš́ım ćılem je tedy linearizovat systém v dolńı úvrati, t́ım pádem budeme uvažovat všechny hodnoty
zobecněných souřadnic qi nulové (stejně jako jejich derivace):

qi = 0
q̇i = 0

pro i = 1, . . . , n =⇒ xi = 0 =⇒ xe =
[
0 . . . 0

]T
2n×1

(2.6)

Pro trojité kyvadlo nám tedy vyjde vektor ve tvaru:

xe =
[
0 0 0 0 0 0

]T
(2.7)

2.3 Derivace vektoru stavu

Vzhledem k rovnićım stavového popisu systému (viz. rovnice (2.8)), muśıme určit derivaci vektoru
stavu ẋ:

ẋ = Ax+Bu

y = Cx+Du (2.8)

V našem př́ıpadě obecného kyvadla u této derivace odpov́ıdá prvńı polovina zderivovaných stav̊u

druhé polovině stav̊u nezderivovaných a druhá polovina se rovná pohybovým rovnićım vyjádřených
pro př́ıslušné zrychleńı (resp. druhou derivaci zobecněné souřadnice q̈i). Součást́ı pohybových rovnic
jsou zrychleńı zobecněných souřadnic z ostatńıch rovnic. Těchto zrychleńı se muśıme zbavit vzájemným
dosazeńım. Výsledné rovnice označ́ıme fi(qi, q̇i, u):

ẋ =

 ẋ1
...
˙x2n

 =



q̇i
...
q̇n
q̈i
...
q̈n


=



xn+i
...

x2n

fi(qj, q̇j, u)
...

fn(qj, q̇j, u)


, i = 1, . . . ,n ∧ ∀j ∈

{
1, . . . , n

}
(2.9)

Derivace stavu pro trojité kyvadlo bude tedy vapadat následovně:

ẋ =


ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

ẋ5

ẋ6

 =


q̇1
q̇2
q̇3
q̈1
q̈2
q̈3

 =


x4

x5

x6

f1(qi, q̇i, u)
f2(qi, q̇i, u)
f3(qi, q̇i, u)

 (2.10)
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2.3. DERIVACE VEKTORU STAVU KAPITOLA 2. LINEARIZACE

Poté si urč́ıme jednotlivé funkce fi(qi, q̇i, u), které odpov́ıdaj́ı rovnićım (1.38), (1.39) a (1.40).
Zavedeme si nové parametry pro přehlednost pohybových rovnic:

p1 =
l1l2(a2m2 +m3)

a3l2l3m3

p2 =
l1
l2

p3 =
l21(a

2
1m1 +m2 +m3) + J1

a3l2l3m3

p4 =
l22(a

2
2m2 +m3) + J2
a3l2l3m3

p5 =
a23l

2
3m3 + J3
a3l2l3m3

p6 =
l1(a1m1 +m2 +m3)

a3l2l3m3

p7 =
a2m2 +m3

a3l3m3

p8 =
1

l2
p9 =

b1
a3l2l3m3

p10 =
b2

a3l2l3m3

p11 =
b3

a3l2l3m3

(2.11)

Dosad́ıme-li nově vytvořené parametry do pohybových rovnic, dostaneme:

q̈1 =
1

p3
(−p1cos(q1 − q2)q̈2 − p1sin(q1 − q2)q̇

2
2 − p2cos(q1 − q3)q̈3 − p2sin(q1 − q3)q̇

2
3−

− p6u · cos(q1)− p6g · sin(q1) + p10(q̇2 − q̇1)− p9q̇1) (2.12)

q̈2 =
1

p4
(−p1cos(q1 − q2)q̈1 − p1sin(q1 − q2)q̇

2
1 − cos(q2 − q3)q̈3 − sin(q2 − q3)q̇

2
3−

− p7u · cos(q2)− p7g · sin(q1) + p10(q̇1 − q̇2) + p11(q̇3 − q̇2)) (2.13)

q̈3 =
1

p5
(−p2cos(q1 − q3)q̈1 − p2sin(q1 − q3)q̇

2
1 − cos(q2 − q3)q̈2 + sin(q2 − q3)q̇

2
2−

− p8u · cos(q3)− p8g · sin(q3) + p11(q̇2 − q̇3)) (2.14)

Následně si zavedeme pomocnou konstantu ci pro jednoduchost vzájemného dosazeńı rovnic, za
účelem odstraněńı nežádoućıch zrychleńı pro všechny rovnice:

q̈1 = − cos(q1 − q2)q̈2p1 + cos(q1 − q3)q̈3p2
p3

+ c1 (2.15)

q̈2 = − cos(q1 − q2)q̈1p1 + cos(q2 − q3)q̈3
p4

+ c2 (2.16)

q̈3 = − cos(q1 − q3)q̈1p2 + cos(q2 − q3)2̈

p5
+ c3 (2.17)

Dosad́ıme rovnice navzájem do sebe a znovu vyjádř́ıme př́ıslušné zrychleńı:

q̈1 =
(
cos(q2 − q3)

2c1p3 + (−cos(q1 − q2)c3p1p5 − cos(q1 − q3)c2p2p4)cos(q2 − q3)−

− p4p5(−c2p1cos(q1 − q2)− cos(q1 − q3)c3p2 + c1p3
)/(

cos(q2 − q3)
2p3−

− 2cos(q2 − q3)cos(q1 − q3)cos(q1 − q2)p1p2 + cos(q1 − q2)
2p21p5+

+ p4(cos(q1 − q3)
2p22 − p3p5)

)
(2.18)
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2.4. VYTVOŘENÍ MATIC STAVOVÉHO POPISU KAPITOLA 2. LINEARIZACE

q̈2 =
(
cos(q1 − q3)

2c2p
2
2p4 − p2(cos(q1 − q2)c3p1p5 + c1cos(q2 − q3)p3)cos(q1 − q3)+

+ p3p5(c1cos(q2 − q3)c3 − c2p4)
)/(

cos(q1 − q3)
2p22p4−

− 2cos(q2 − q3)cos(q1 − q3)cos(q1 − q2)p1p2 + cos(q1 − q2)
2p21p5+

+ p3(cos(q2 − q3)
2 − p4p5)

)
(2.19)

q̈3 =
(
cos(q1 − q2)

2c3p
2
1p5 − p1(cos(q1 − q3)c2p2p4 + c1cos(q2 − q3)p3)cos(q1 − q2)+

+ p3p4(c1cos(q1 − q3)p2 + cos(q2 − q3)c2 − c3p5
)/(

cos(q1 − q3)
2p22p4−

− 2cos(q2 − q3)cos(q1 − q3)cos(q1 − q2)p1p2 + cos(q1 − q2)
2p21p5+

+ p3(cos(q2 − q3)
2 − p4p5)

)
(2.20)

Vzhledem k rozsáhlosti jednotlivých rovnic nebudeme rozepisovat vztahy se zpětným dosazeńım za
konstanty ci. Výsledné funkce fi(qi, q̇i, u) však budeme uvažovat jako předchoźı rovnice s dosazeńım za
ci:

f1(qi, q̇i, u) = (2.18)|ci (2.21)

f2(qi, q̇i, u) = (2.19)|ci (2.22)

f3(qi, q̇i, u) = (2.20)|ci (2.23)

2.4 Vytvořeńı matic stavového popisu

V posledńı fázi procesu linearizace je nezbytné zkonstruovat matice A, B, C a D, které popisuj́ı
lineárńı aproximaci dynamického systému kolem rovnovážného stavu. Jednotlivé matice plńı specifické
funkce [1]:

• Matice A, nazývaná také matićı dynamiky, definuje dynamické vlastnosti systému a určuje jeho
chováńı v bĺızkosti rovnovážného bodu.

• Matice B popisuje, jakým zp̊usobem vstup u ovlivňuje jednotlivé stavy systému.

• Matice C je zvolena na základě toho, které stavy (nebo jejich kombinace) jsou př́ımo pozorovatelné.

• Matice D definuje př́ımou vazbu mezi vstupem u a výstupem systému. V našem př́ıpadě je tato
matice nulová.

Pro výpočet prvk̊u matic A a B vypočteme parciálńı derivace funkćı fi(xi, u) podle stav̊u xi pro
matici A a podle vstup̊u u pro matici B. Tyto derivace jsou následně vyhodnoceny pro rovnovážný stav
xe, ve kterém provád́ıme linearizaci systému [1]:

A =
∂fi
∂xi

∣∣∣∣
xe

=


∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xn

...
. . .

...
∂fn
∂x1

· · · ∂fn
∂xn


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xe

, B =
∂fi
∂u

∣∣∣∣
xe

=


∂f1
∂u
...

∂fn
∂u


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xe

C = podle sledovaných výstup̊u , D = 0 (2.24)
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2.4. VYTVOŘENÍ MATIC STAVOVÉHO POPISU KAPITOLA 2. LINEARIZACE

Pro trojité kyvadlo budou matice A a B vypadat následovně. Jelikož jsou jednotlivé prvky velmi
rozsáhlé, nebudeme dosazovat za vytvořené parametry pi fyzikálńı parametry. Prvky matic označ́ıme
jako A(i, j) = ... (řádek i, sloupec j matice A). Pro prvńı tři řádky matice jsou prvky krátké, proto je
budeme označovat pouze A(i, :) = ... :

A(1, :) =
[
0 0 0 1 0 0

]
A(2, :) =

[
0 0 0 0 1 0

]
A(3, :) =

[
0 0 0 0 0 1

]
A(4, 1) =

p6g · (p4p5 − 1)

p3 − 2p1p2 + p21p5 + p4(p22 − p3p5)
A(4, 2) = − p7g · (p1p5 − p2)

p3 − 2p1p2 + p21p5 + p4(p22 − p3p5)

A(4, 3) =
p8g · (p1 − p2p4)

p3 − 2p1p2 + p21p5 + p4(p22 − p3p5)
A(4, 4) =

((p1 + p4)p10 + p9p4)p5 − (p2 + 1)p10 − p9
p3 − 2p1p2 + p21p5 + p4(p22 − p3p5)

A(4, 5) =
−((p10 + p11)p5 + p11)p1 + (p10 + (p4 + 1)p11)p2 − p4p5p10 + p10

p3 − 2p1p2 + p21p5 + p4(p22 − p3p5)

A(4, 6) =
p11((p5 + 1)p1 − p2(p4 + 1))

p3 − 2p1p2 + p21p5 + p4(p22 − p3p5)

A(5, 1) = − p6g · (p1p5 − p2)

p3 − 2p1p2 + p21p5 + p4(p22 − p3p5)
A(5, 2) = − p7g · (p22 − p3p5)

p3 − 2p1p2 + p21p5 + p4(p22 − p3p5)

A(5, 3) =
p8g · (p1p2 − p3)

p3 − 2p1p2 + p21p5 + p4(p22 − p3p5)
A(5, 4) =

p10p
2
2 + p2(p9 + p10)− ((p1 + p3)p10 + p1p9)p5
p3 − 2p1p2 + p21p5 + p4(p22 − p3p5)

A(5, 5) =
−(p10 + p11)p

2
2 − (p1p11 + p10)p2 + ((p10 + p11)p5 + p11)p3 + p1p5p10

p3 − 2p1p2 + p21p5 + p4(p22 − p3p5)

A(5, 6) =
p11(p

2
2 + p1p2 − p3(p5 + 1))

p3 − 2p1p2 + p21p5 + p4(p22 − p3p5)

A(6, 1) =
p6g · (p1 − p2p4)

p3 − 2p1p2 + p21p5 + p4(p22 − p3p5)
A(6, 2) =

p7g · (p1p2 − p3
p3 − 2p1p2 + p21p5 + p4(p22 − p3p5)

A(6, 3) = − p8g · (p21 − p3p4)

p3 − 2p1p2 + p21p5 + p4(p22 − p3p5)
A(6, 4) =

(p9 + p10 − p2p10)p1 − p2(p9 + p10)p4 + p3p10
p3 − 2p1p2 + p21p5 + p4(p22 − p3p5)

A(6, 5) =
p21p11 + ((p10 + p11)p2 − p10)p1 + p10p2p4 − (p10 + (p4 + 1)p11)p3

p3 − 2p1p2 + p21p5 + p4(p22 − p3p5)

A(6, 6) =
p11(p

2
1 + p1p2 − p3(p4 + 1))

p3 − 2p1p2 + p21p5 + p4(p22 − p3p5)
(2.25)
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B =



0

0

0

(−p5p7p8)p1 + (−p4p8 + p7)p2 + p6(p4p5 − 1)

p21p5 + p22p4 − p3p4p5 − 2p1p2 + p3

−p22p7 + p2(p1p8 + p6)− p1p5p6 + p3(p5p7 − p8)

p21p5 + p22p4 − p3p4p5 − 2p1p2 + p3

−p21p8 + p1(p2p7 + p6)− p2p4p6 + p3(p4p8 − p7)

p21p5 + p22p4 − p3p4p5 − 2p1p2 + p3



(2.26)
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Kapitola 3

Experimentálńı validace systému

Při analýze reálných systému je velmi d̊uležité validovat odvozené rovnice (resp. linearizovaný
systém). Tento krok je zásadńı pro následnou predikci chováńı při r̊uzných vstupech a počátečńıch
podmı́nkách. Také je kĺıčový pro návrh ř́ıdićıch systémů. Validace matematického modelu s reálným
fyzikálńım systémem je velmi často prováděna experimentálńım zp̊usobem.

Tato část spoč́ıvá v porovnáváńı teoretického modelu s naměřenými daty z reálného systému. To
zahrnuje aplikaci vhodných vstupńıch podnět̊u na systém a následné měřeńı jeho odezvy. Při výběru
vstupńıho signálu je velmi d̊uležité, aby tento signál byl dostatečně bohatý a vybudil tak patřičné
chováńı systému. Např́ıklad b́ılý šum je často použ́ıvaným signálem, protože vybud́ı všechny frekvence s
rovnoměrnou intenzitou, což umožňuje źıskat informace o frekvenčńı odezvě systému. Daľśım signálem
je např́ıklad náhodný binárńı signál, který se s náhodnou periodou přeṕıná mezi dvěmi hodnotami.

Ćılem experimentálńı validace, v př́ıpadě této práce, je źıskat frekvenčńı přenos systému, který
můžeme porovnat s teoretickým frekvenčńım přenosem z matematického modelu formou vykresleńı
frekvenčńıch charakteristik. T́ımto zp̊usobem hledáme shody mezi teoretickými předpoklady a prax́ı.
Pro odhad frekvenčńıho přenosu bude použita funkce tfestimate v prostřed́ı MATLAB, jehož konkrétńı
funkčnost je popsána v následuj́ıćı části (viz. 3.3.1 Popis funkce tfestimate). Experiment bude
proveden na reálném systému pěti tunového halového jeřábu v laboratoři NTIS.

Obrázek 3.1: Fotografie reálného jeřábu Obrázek 3.2: Přibĺıžeńı háku a zátěže
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3.1. DATA POUŽITÁ PRO VALIDACI KAPITOLA 3. EXPERIMENTÁLNÍ VALIDACE SYSTÉMU

Fyzikálńı parametr Popis Jednotka

g T́ıhové zrychleńı m · s2
m1 Hmotnost lana kg
m2 Hmotnost háku kg
m3 Hmotnost zátěže kg

l1 Délka lana m
l2 Délka háku m
l3 Délka zátěže m

a1 Poloha těžǐstě lana m
a2 Poloha těžǐstě háku m
a3 Poloha těžǐstě zátěže m

J1 Moment setrvačnosti lana kg ·m2

J2 Moment setrvačnosti háku kg ·m2

J3 Moment setrvačnosti zátěže kg ·m2

b1 Tlumeńı kloubu lana N ·m · s−1

b2 Tlumeńı kloubu háku N ·m · s−1

b3 Tlumeńı kloubu zátěže N ·m · s−1

Tabulka 3.1: Tabulka fyzikálńıch parametr̊u

3.1 Data použitá pro validaci

Uvažujeme reálný systém s následuj́ıćımi hodnotami fyzikálńıch parametr̊u:

m [kg] =

m1

m2

m3

 =

 0
33.8
102.1

 b =

b1b2
b3

 =

3119,580344,331
1118,340

× 10−6

l [m] =

l1l2
l3

 =

 2
0.6
1.1

 a =

a1a2
a3

 =

 1
0.2
0.92



J [kg ·m2] =

J1J2
J3

 =

 0
2

3.02

 g [m · s−2] = 9.81 (3.1)

Vstupńım signálem experimentu je binárńı filtrovaná pseudonáhodná sekvence se š́ı̌rkou pásma cca
20kHz. Tento signál je pośılán na vstup regulátoru rychlosti jako referenčńı hodnota.

Součást́ı systému je také dynamika pohonu uváděj́ıćı voźık do pohybu. Tato dynamika je repre-
zentována přenosovou funkćı s jedńım pólem a určitým ześıleńım. Výslednou frekvenčńı amplitudovou
charakteristiku by to však nemělo nijak značně změnit. Mělo by doj́ıt pouze k větš́ımu sklonu od určité
frekvence. U fázové frekvenčńı charakteristiky by mělo doj́ıt pouze k posunut́ı na nižš́ı hodnotu (tedy
sńıžeńı fázového posuvu).

Měřeńı je provedeno pomoćı připojené IMU jendotky (resp. inerciálńı měř́ıćı jednotky) na horńı
části háku. Měřeny jsou tedy stavy odpov́ıdaj́ıćı úhlovému natočeńı a úhlové rychlosti druhého kloubu
(tedy x2 = q2 = ϕ2 a x5 = q̇2 = ϕ̇2).

19



3.2. TEORETICKÝ MODEL KAPITOLA 3. EXPERIMENTÁLNÍ VALIDACE SYSTÉMU

Vzhledem k nepřehlednosti dat bude také vykreslen přibĺıžený pr̊uběh a to přesněji na okně od-
pov́ıdaj́ıćı času 200-202 sekund. Naměřená data pak vypadaj́ı následovně:
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Výstup - Úhlová rychlost háku z IMU

Obrázek 3.3: Vstupńı signál
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Výstup - Úhlová rychlost háku z IMU

Obrázek 3.4: Přibĺıžeńı na čas 200-202 sekund

3.2 Teoretický model

Nejprve vytvoř́ıme teoretický model a to dosazeńım fyzikálńıch parametr̊u do odvozených lineari-
zovaných matic stavového popisu A a B:

Ateor =


0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

−24.52 19.34 0.27 −3.66× 10−5 4.20× 10−5 −3.00× 10−5

80.50 −245.62 165.12 20.75× 10−5 −67.41× 10−5 54.71× 10−5

0.71 104.38 −105.09 −4.92× 10−5 31.70× 10−5 −26.70× 10−5



Bteor =


0
0
0
0

−0.5
0

 (3.2)

Dále urč́ıme matici C a D. Matici D jsme zvolili podle definice nulovou (viz. část 2.4 Vytvořeńı
matic stavového popisu). Matici C urč́ıme podle toho, který úhel měř́ıme na reálném systému. V
našem př́ıpadě jsme źıskali data, která odpov́ıdaj́ı natočeńı háku δ2 (resp. stavu x2):

Cteor =
[
0 1 0 0 0 0

]
, Dteor = 0 (3.3)
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3.3. ODHAD TEORETICKÉHO MODELU KAPITOLA 3. EXPERIMENTÁLNÍ VALIDACE SYSTÉMU

Následně vykresĺıme Bodeho charakteristiku (resp. pouze amplitudovou frekvenčńı charakteristiku).
Můžeme si všimnout tř́ı rezonanćı a jedné anti-rezonance. Hodnoty všech rezonanćı v́ıceméně odpov́ıdaj́ı
pól̊um systému. Přesněji, systém je šestého řádu a tud́ıž má i šest pól̊u. Každá rezonance určuje právě dva
póly a to ve formě dvou komplexně sdružených pól̊u s nulovou reálnou složkou. Hodnota anti-rezonance
odpov́ıdá komplexně sdružené nule (resp. jej́ı imaginarńı části):

Póly: p =


0 + 1.7009i
0− 1.7009i
0 + 6.6585i
0− 6.6585i
0 + 18.1108i
0− 18.1108i

 Nuly: z =

−387960 + 0i
0 + 10.3222i
0− 10.3222i

 (3.4)
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Obrázek 3.5: Bodeho frekvenčńı amplitudová charakteristika pro teoretický model

3.3 Odhad teoretického modelu

Vzhledem k provedeńı experimentálńı identifikace pomoćı interńı funkce MATLABu tfestimate,
bude zapotřeb́ı provést ověřeńı jej́ı funkčnosti a správného nastavováńı parametr̊u. Odhadneme tedy
frekvenčńı přenos pro teoretický model. Provedeme simulaci na teoretickém modelu, tedy přivedeme na
vstup vhodný signál (v tomto př́ıpadě využijeme již vygenerováného signálu, který byl využit při expe-
rimentu na reálném systému) a budeme měřit vhodnou stavovou veličinu (tedy úhlové natočeńı druhého
kloubu ϕ2, resp. stav x2).

Nejprve bude potřeba diskretizovat stavový popis. Budeme uvažovat periodu vzorkováńı T = 10−3s
a využijeme následuj́ıćıch vztah̊u [1]:

Adisc = eAteorT

Bdisc = Ateor · (Adisc − I6x6)
−1 ·Bteor

Cdisc = Cteor

Ddisc = Dteor (3.5)
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3.3. ODHAD TEORETICKÉHO MODELU KAPITOLA 3. EXPERIMENTÁLNÍ VALIDACE SYSTÉMU

Dále vygenerujeme potřebná data pro odhadnut́ı frekvenčńıho přenosu. Budeme simulovat diskrétńı
systém se vstupem, který se shoduje s použitým vstupem pro experiment na reálném systému, a budeme
si ukládat informaci o úhlovém natočeńı druhého kloubu, tedy stav x2. V tomto experimentu uvažujeme
čisté trojité kyvadlo, což pro reálný systém neplat́ı, jelikož obsahuje nav́ıc dynamiku pohonu voźıku.
Tato dynamika, jak již bylo zmı́něno, nemá značný vliv na požadovaný odhad (tvar křivky z̊ustává
stejný).

Následně můžeme provést odhadnut́ı frekvenčńıho přenosu pomoćı funkce tfestimate. Výsledkem je
pole komplexńıch hodnot. Každá hodnota odpov́ıdá jednomu bodu frekvenčńı charakteristiky pro danou
frekvenci. Z těchto dat sestroj́ıme amplitudovou frekvenčńı charakteristiku. Tato křivka na prvńı pohled
obsahuje viditelné kopce, které odpov́ıdaj́ı rezonančńım frekvenćım (resp. jedno ”údoĺı”, které odpov́ıdá
anti-rezonanci). Pro prvńı rezonančńı frekvenci se však tento kopec př́ımo nevyskytuje, je zde pouze
menš́ı náznak. Pokud se však pod́ıváme podle tvaru náznaku, kde by se mohla rezonance vyskytovat,
zjist́ıme, že se hodnota shoduje s teoretickým předpokladem:
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Obrázek 3.6: Odhadovaná amplitudová frekvenčńı charakteristika teoretického modelu
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3.4. ODHAD REÁLNÉHO SYSTÉMU KAPITOLA 3. EXPERIMENTÁLNÍ VALIDACE SYSTÉMU

3.3.1 Popis funkce tfestimate [5]

Funkce tfestimate zpracuje vstupńı a výstupńı signál a nalezne vhodný frekvenčńı přenos pro zvo-
lenou posloupnost frekvenćı. Frekvenčńı přenos Txy je vytvořen jako pod́ıl kř́ıžové výkonové spektrálńı
hustoty Pxy pro vstup x a výstup y a výkonové spektrálńı hustoty Pxx pro vstup x [6]:

Txy(f) =
Pxy(f)

Pxx(f)

Tato funkce využ́ıvá metody pr̊uměrováńı periodogramu, resp. Welchovy metody, která spoč́ıvá
v odhadováńı výkonové spektrálńı hustoty pro zadané frekvence. Periodogramem nazýváme odhad
spektrálńı hustoty signálu. Ze signálu se vytvoř́ı menš́ı segmenty, které se mohou překrývat. Z těchto
segment̊u jsou nav́ıc vytvořená okénka pomoćı zadané okénkové funkce (např. Hammingova nebo Han-
nova okénková funkce). Metody segmentaćı a následného okénkováńı přisṕıvaj́ı pro lepš́ı odhad, je-
likož zapř́ıčinńı zvýrazněńı význámných událost́ı v signálu. Pro jednotlivá okna je následně provedena
diskrétńı Fourierova transformace a vypočten kvadrát amplitudy Fourierova obrazu. Výslednou hodno-
tou je požadovaný periodogram. Nakonec jsou všechny periodogramy vzájemně zpr̊uměrované (obvykle
váženým pr̊uměrem) [7].

Vstupńı parametry:

x ... Vstupńı signál

y ... Výstupńı signál

window ... Délka okna - rozděĺı vstupńı a výstupńı signál na segmenty o délce window, na které
následně aplikuje Hammingovu okénkovou funkci stejné délky

noverlap ... Počet překrytých vzork̊u - určuje, kolik vzork̊u se bude překrývat mezi jednotlivými seg-
menty

nfft ... Počet bod̊u DFT (diskrétńı Fourierovy transformace)

fs ... Vzorkovaćı frekvence [Hz] - počet vzork̊u za jednotku času

f ... Frekvence [Hz] - konkrétńı hodnoty frekvence, pro které bude odhad provedený

Výstupńı parametry:

txy ... Hodnoty odhadovaného frekvenčńıho přenosu

w ... Normalizované frekvence ω [rad/s]

f ... Frekvence [Hz]

3.4 Odhad reálného systému

Následně provedeme odhad frekvenčńıho přenosu pro reálný systém, který bude znovu zobrazen
ve formě amplitudové frekvenčńı charakteristiky. Odhad byl proveden stejným zp̊usobem jako u teore-
tického modelu a to pomoćı funkce tfestimate. Z výsledného vektoru bod̊u frekvenčńı charakteristiky
vypočteme a vykresĺıme jeho amplitudu. Výsledná charakteristika viditelně obsahuje 2 viditelná ma-
xima, která přibližně odpov́ıdaj́ı předpokládaným rezonanćım. Zbylá anti-rezonance a třet́ı rezonance
lze z odhadu vyč́ıst kv̊uli vysokému šumu velmi obt́ıžně, každopádné i přes to zde jde vidět menš́ı náznak:
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3.5. POROVNÁNÍ HODNOT REZONANCÍ KAPITOLA 3. EXPERIMENTÁLNÍ VALIDACE SYSTÉMU
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Obrázek 3.7: Odhadovaná amplitudová frekvenčńı charakteristika reálného systému

3.5 Porovnáńı hodnot rezonanćı

Jendotlivé hodnoty rezonanćı a anti-rezonance źıskáme odečteńım z vykreslených graf̊u. Jako re-
ferenčńı hodnoty budeme uvažovat póly a nuly teoretického systému (viz. vztah (3.4)). Při porovnáńı
hodnot si můžeme všimnout, že teoretický model a odhadovaný teoretický model se naprosto shoduj́ı s
referenčńımi hodnotami. Hodnoty rezonanćı a anti-rezonance pro odhadnutý reálný model jsou z velké
části shodné s referenčńımi hodnotami. Hodnota prvńı rezonance je o něco vyšš́ı, což je pravděpodobně
zp̊usobeno prohlubńı kolem této frekvence, jak jde vidět v grafu (viz. Obrázek 3.7).

Frekvence prvńı rezonance [rad/s] Frekvence druhé rezonance [rad/s]
Referenčńı hodnota: 1.7009
Teoretický model: 1.7010
Teoretický odhadovaný model: 1.7000
Reálný odhadovaný model: 1.8220

Referenčńı hodnota: 6.6585
Teoretický model: 6.6580
Teoretický odhadovaný model: 6.6940
Reálný odhadovaný model: 6.2980

Frekvence třet́ı rezonance [rad/s] Frekvence anti-rezonance [rad/s]
Referenčńı hodnota: 18.1108
Teoretický model: 18.1100
Teoretický odhadovaný model: 18.0100
Reálný odhadovaný model: 19.3000

Referenčńı hodnota: 10.3222
Teoretický model: 10.3200
Teoretický odhadovaný model: 10.460
Reálný odhadovaný model: 11.1000
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Kapitola 4

Identifikace fyzikálńıch parametr̊u

Budeme předpokládat znalost prvńıch dvou rezonančńıch frekvenćı, které jsme źıskali experimentálńım
zp̊usobem. Dále budeme mı́t apriorńı znalost o struktuře systému a části sady parametr̊u. Touto část́ı
jsou myšleny všechny fyzikálńı parametry odpov́ıdaj́ıćı prvńım dvěma ramen̊um kyvadla (resp. lanu a
háku). Ćılem je navrhnout zp̊usob identifikace zbylých neznámých fyzikálńıch veličin, který kombinuje
všechny zmı́něné vědomosti. Výsledkem budou vypočtené hodnoty parametr̊u pro zátěž, tedy hmotnost
m3, délka lana l3, pozice těžǐstě a3, moment setrvačnosti J3 a tlumeńı b3.

Hlavńım principem metody identifikace bude porovnáváńı koeficient̊u charakteristických polynomů.
Ze znalosti struktury systému bude možné odvodit charakteristický polynom s koeficienty skládaj́ıćıch
se z kombinaćı fyzikálńıch parametr̊u. Daľśı charakteristický polynom bude sestaven na základě znalosti
struktury všech pól̊u. Z těchto pól̊u známe čtyři z celkových šesti d́ıky rezonančńım frekvenćım, které
jsme zjistili experimentálně. Tyto polynomy je možné z d̊uvodu ekvivalence popis̊u systému porovnat a
źıskat tak soustavu sedmi rovnic.

Soustava rovnic bude následně upravována, dokud neźıskáme pouhé dvě rovnice o dvou neznámých.
Rovnice budou upraveny do tvaru, kdy na jedné straně bude 0. Dále bude dokázáno, že nalezeńım
globálńıho minima chybové funkce, dostaneme správné hodnoty požadovaných neznámých. Tato funkce
je zadána ve tvaru součtu kvadrát̊u hodnot rovnic. K tomuto problému bude použita optimalizačńı me-
toda Pattern Search.

Po źıskáńı hodnot neznámých ze soustavy dvou rovnic bude možné dopoč́ıtat zbylé neznámé pa-
rametry. Vztahy mezi těmito parametry budou částečně zjǐstěny již v pr̊uběhu úprav p̊uvodńı soustavy
rovnic.

Nakonec bude provedeno pár test̊u pro r̊uzné hodnoty parametr̊u a bude ověřeno, zda toto řešeńı
vede vždy na předpokládaný výsledek.

4.1 Charakteristické polynomy

Uvažujme matici dynamiky A (resp. jej́ı Jordanovu kanonickou formu J). Tato matice je, ze znalosti
struktury systému, šestého řádu. Charakteristický polynom p(λ) vytvoř́ıme pomoćı vztahu [1]:

P (λ) = det(λ · I6x6 −A) , A ∈ R6x6 (4.1)

Vypočteńım determinantu źıskáme vztah:

P (λ) = c6λ
6 + c5λ

5 + c4λ
4 + c3λ

3 + c2λ
2 + c1λ+ c0 , ci ∈ R (4.2)
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4.1. CHARAKTERISTICKÉ POLYNOMY KAPITOLA 4. IDENTIFIKACE FYZIKÁLNÍCH PARAMETRŮ

Vytvoř́ıme-li charakteristický polynom pro matici A vyjádřenou ve vztahu (2.25), dostaneme po-
lynom, který vzhledem k rozsáhlosti jednotlivých prvk̊u matice označ́ıme jako:

P1(λ) = d6λ
6 + d5λ

5 + d4λ
4 + d3λ

3 + d2λ
2 + d1λ+ d0 , di ∈ R (4.3)

Odvod́ıme si jednotlivé póly ze zjǐstěných rezonančńıch frekvenćı, které označ́ıme ωi. Tyto póly
budou mı́t vždy nulovou reálnou složku a imaginárńı složka bude celá odpov́ıdat hodnotě rezonančńı
frekvence. Jedna rezonančńı frekvence tak urč́ı dva komplexně sdružené póly:

ω1 =⇒ p1 = 0 + iω1

p2 = 0− iω1

ω2 =⇒ p3 = 0 + iω2

p4 = 0− iω2
(4.4)

Systém je však šestého řádu a tak je potřeba zadefinovat třet́ı dvojici pól̊u, která odpov́ıdá třet́ı
rezonančńı frekvenci. Tyto póly však zavedeme obecně, jelikož zvoleńım nulové reálné složky bychom
vynulovali 3 rovnice:

p5 = α + iβ
p6 = α− iβ

(4.5)

Výsledná matice J, která odpov́ıdá Jordanově kanonické normálńı formě, bude ve tvaru [1]:

J =


0 ω1 0 0 0 0

−ω1 0 0 0 0 0
0 0 0 ω2 0 0
0 0 −ω2 0 0 0
0 0 0 0 α β
0 0 0 0 −β α

 (4.6)

Odvod́ıme-li charakteristický polynom podle vztahu (4.1), kde namı́sto matice A dosad́ıme nově
źıskanou Jordanovu formu J, vyjde nám polynom:

P2(λ) = e6λ
6 + e5λ

5 + e4λ
4 + e3λ

3 + e2λ
2 + e1λ+ e0 (4.7)

kde:

e6 = 1

e5 = −2α

e4 = ω2
1 + ω2

2 + α2 + β2

e3 = −2α(ω2
1 + ω2

2)

e2 = ω2
1ω

2
2 + ω2

1(α
2 + β2) + ω2

2(α
2 + β2)

e1 = −2αω2
1ω

2
2

e0 = ω2
1ω

2
2(α

2 + β2) (4.8)
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4.2. SESTROJENÍ ROVNIC KAPITOLA 4. IDENTIFIKACE FYZIKÁLNÍCH PARAMETRŮ

4.2 Sestrojeńı rovnic

Z odvozených charakteristických polynomů nyńı sestroj́ıme rovnice porovnáńım jednotlivých koe-
ficient̊u. Dostaneme tedy soustavu sedmi rovnic. Vzhledem k tomu, že charakteristický polynom obsa-
huje vždy nejvyšš́ı mocninu symbolu označuj́ıćıho vlastńı č́ısla λ s koeficientem rovným 1, tak můžeme
tuto rovnici vyřadit, jelikož nepř́ınáš́ı žádné užitečné informace. Soustavu šesti rovnic tedy sestroj́ıme
následuj́ıćım zp̊usobem:

di = ei , i = 0,1, ..., 5 (4.9)

Vzhledem k rozsáhlosti koeficient̊u di dosad́ıme do rovnice hodnoty známých parametr̊u z části
3.1 Data použitá pro validaci. Hodnoty dosad́ıme pouze za parametry odpov́ıdaj́ıćı lanu a háku
(tedy parametry s indexy i = 1, 2). Dále uvažujeme, že tlumeńı v kloubech (resp. parameter b1 a b2) je
tak malé, že je možné ho zanedbat (resp. zvolit nulové). T́ımto krokem následně můžeme v rovnićıch
vidět, že každá sudá rovnice obsahuje vytknutý parametr b3, což nám pomůže v následných úpravách.
Tento krok provedeme z d̊uvodu viditelnosti závislosti mezi jednotlivými rovnicemi a z d̊uvodu snadné
pozorovatelnosti úprav, které budou dále provedeny:

1133(m3m3m3 + 33.8)(m3m3m3 + 6.8)m3m3m3a3a3a3l3l3l3
(39.2m3m3m3 + 270)J3J3J3 + 270a23a

2
3a
2
3l
2
3l
2
3l
2
3m3m3m3

= ω2
1ω

2
2(α

2α2α2 + β2β2β2)

96
(
1.2m2

3m2
3m2
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2
3m2
3m2
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4.3 Úprava rovnic

Skoro všechny parametry uvedené ve výsledných rovnićıch uvažujeme jako neznámé, kromě rezo-
nančńıch frekvenćı ω1 a ω2. Máme tedy šest rovnic pro sedm neznámých (pro m3, a3, l3, J3, b3, α a
β). Pro takový počet rovnic nejsme schopni jednoznačně vypoč́ıtat hodnoty neznámých. Můžeme však
vidět, že parametry a3 a l3 se v rovnićıch vyskytuj́ı vždy v součinu. Tyto parametry tedy lze sloučit
do jednoho nového, který nazveme r3. Nyńı mámé stejný počet rovnic jako počet neznámých a jsme
schopni soustavu řešit.
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Z výsledných rovnic si lze si na prvńı pohled povšimnout, že každá lichá rovnice obsahuje podob-
nou pravou stranu. To samé plat́ı i pro sudé rovnice. Tvrzeńım ”podobnou pravou stranu”je myšleno
stejný tvar kombinaćı parametr̊u α a β. Ve skutečnosti však pravé strany obsahuj́ı nav́ıc přenásobeńı a
nebo přičteńı r̊uzných kombinaćı parametr̊u ω1 a ω2 a určité skalárńı hodnoty. Rovnice však lze snadno
upravit tak, aby zcela platilo, že se pravé strany lichých (resp. sudých) rovnic zcela shoduj́ı.

Nyńı předpokládejme, že pracujeme pouze s lichými rovnicemi. Zvoĺıme jednu libovolnou rovnici
(resp. jej́ı levou stranu) a polož́ıme ji rovno jiné rovnici (resp. jej́ı levé straně). Následně provedeme
stejnou úpravu také pro třet́ı rovnici. Tento krok opakujeme i pro sudé rovnice. T́ım źıskáme novou
soustavu čtyř rovnic, která neobsahuje neznámé α a β.

Jak již bylo zmı́něno v předchoźı části (resp. 4.2 Sestrojeńı rovnic), všechny sudé rovnice obsa-
huj́ı vytknutou neznámou b3. Vzhledem k předešlé úpravě je možné touto veličinou obě nově vytvořené
rovnice vydělit a odstranit ji t́ım z obou rovnic.

Ze všech čtyř rovnic nyńı vyjádř́ıme neznámou J3. Dostaneme tedy čtyři vztahy pro jednu neznámou:

J3J3J3 =
0.0078

(
1132m3

3m3
3m3
3 − 9.81(11042r3r3r3 + 337)m2

3m2
3m2
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3m2
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)
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3m2
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2
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2
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(4.11)

Nyńı můžeme vždy dva tyto vztahy si položit rovno a źıskat t́ım dvě rovnice, které obsahuj́ı pouze
dvě neznámé m3 a r3. Tyto rovnice uprav́ıme přesunut́ım všeho na jednu stranu tak, aby na druhé
byla vždy 0. Nakonec zavedeme funkce fi(r3r3r3,m3m3m3), které následně budeme minimalizovat a hledat tak
optimálńı hodnoty parametr̊u m3 a r3:

f1(r3r3r3,m3m3m3) =
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(r3r3r3 − 0.43)m4

3m4
3m4
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3m3
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f2(r3r3r3,m3m3m3) =
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(4.12)

Z vytvořených funkćı nakonec sestroj́ıme chybovou funkci e(r3r3r3,m3m3m3) jako součet kvadrát̊u jednot-
livých funkćı fi. Dále ji uprav́ıme převedeńım na jednotku dB pro lépe viditelné pr̊uběhy. Později tuto
funkci použijeme k nalezeńı globálńıho minima optimalizačńı metodou:

e(r3r3r3,m3m3m3) = 20 · log10(f1(r3r3r3,m3m3m3)
2 + f2(r3r3r3,m3m3m3)

2) (4.13)
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4.4 Analýza chybové funkce

Uvažujme nově definovanou funkci e(r3,m3), pro kterou se minimum nacháźı v hodnotách:

m3 = 102.1 kg

r3 = a3 · l3 = 0.92 · 1.1 = 1.012 m2 (viz. vztah (3.1))

Nyńı vyhodnot́ıme nově odvozenou funkci v určitém okoĺı kolem optimálńıho minima a vykresĺıme.
Zp̊usob vyhodnoceńı je proveden natvrdo vyhodnocováńım hodnoty této funkce pro pevně danou mř́ıžku:

Obrázek 4.1: Pohled shora na chybovou funkci Obrázek 4.2: 3D pohled chybové funkce

Můžeme vidět, že globálńı minimum se nacháźı na křivce procházej́ıćı přiblizně po optimálńı hod-
notě r3 pro všechna m3. Na této křivce se nacháźı mnoho špiček, kde každá je lokálńım minimem. Daľśı
minima se nacháźı podél os a v okoĺı počátku. Lze si také povšimnout maxima, které se vyskytuje ko-
lem přibližné hodnoty m3 = 30kg pro všechna r3. Tvar funkce (resp. rozmı́stěńı extrémů) z̊ustává pro
r̊uzné parametry vždy stejný. Zbylé extrémy neuvažujeme, jelikož se nacházej́ı v záporných hodnotách
parametr̊u, což je fyzikálně nerealizovatelné.

Bohužel občas nastane situace, kdy budou odhadnuty hodnoty globálńıho minima, které ovšem
vedou na záporný moment setrvačnosti J3. Zavedeme proto př́ıdavný člen fJ(r3,m3), který pro právě
vyhodnocované parametrym3 a r3 spočte předpokládanou hodnotu J3. Pokud bude tato hodnota kladná,
bude hodnota členu nulová, jinak z̊ustane hodnota členu podle vypočteného výsledku.

fJ(r3,m3) =

{
0 pro J3 > 0

J3 pro J3 ≤ 0
(4.14)

Chybovou funkci následně uprav́ıme přidáńım tohoto členu v absolutńı hodnotě a přenásobeńım
penalizačńı hodnotou, kterou zvoĺıme např́ıklad 103:

e(r3,m3) = 20 · log10
(
f1(r3,m3)

2 + f2(r3,m3)
2 + 103 · |fJ(r3,m3)|

)
(4.15)
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Pokud nyńı vykresĺıme chybovou funkci na předem definované mř́ıžce, dostaneme:

Obrázek 4.3: Pohled shora na upravenou chybovou funkci Obrázek 4.4: 3D pohled upravené chybové funkce

Lze vidět, že veškeré lokálńı extrémy, které vedly na záporný moment setrvačnosti jsou ”nad-
zvednuté”. Tyto lokálńı extrémy jsou veškeré extrémy nalevo od globálńıho minima. T́ımto zp̊usobem
je zajǐstěna konvergence do hodnot parametr̊u, které nevedou na nefyzikálńı hodnoty momentu se-
trvačnosti.

4.5 Proces odhadu globálńıho minima

Nejprve si zavedeme hranice, pro hledané parametry m3 a r3. Spodńı hranice zvoĺıme dostatečně
malé, abychom se vyhnuli konvergenci na jednotlivé osy a zároveň dostatečně velké abychom nezanedbali
možnou hodnotu zátěže. Horńı hranici můžeme např́ıklad zvolit pro hmotnost podle největš́ı nosnosti
jeřábu a pro délku lana vynásobenou umı́stěńım těžǐstě podle výšky jeřáb̊u.

Součást́ı algoritmu je také generováńı náhodných počátečńıch podmı́nek. Na základě rovnoměrného
rozložeńı se vygeneruj́ı pro oba parametry pseudonáhodná č́ısla, která se následně ulož́ı. Tyto počátečńı
podmı́nky jsou nakonec použity v optimalizačńı metodě hledáńı globálńıho minima.

Dost často se při hledáńı minima stává, že již zmı́něné maximum, které se nacháźı vlevo od
globálńıho minima a je konstantńı v m3 pro všechna r3, zablokuje konvergenci do globálńıho minima.
Do algoritmu hledáńı globálńıho minima zakomponujeme metodu, která nejprve toto maximum nalezne
a následně uprav́ı spodńı hranici hmotnosti m3.

Tento proces je proveden tak, že se celá chybová funkce otoč́ı (vynásobeńım hodnotou −1) a hledá
se jej́ı minimum. Toto minimum je ve funkci pro kladné hodnoty vždy jediné. Po nalezeńı hodnot minima
uprav́ıme spodńı hranici hmotnosti tak, abychom hledali globálńı minimum vždy napravo od nalezeného
extrému. Z graf̊u lze vyč́ıst, že toto maximum (resp. minimum pro otočenou funkci) se nacháźı přibližně
v hodnotě m3 = 30kg. Tato hodnota bude novou spodńı hranićı pro m3. Zapř́ıčińıme tak jednoznačnou
konvergenci na křivku obsahuj́ıćı jednotlivá lokálńı minima:
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Obrázek 4.5: Pohled shora na otočenou chybovou funkci Obrázek 4.6: 3D pohled otočené chybové funkce

Hledáńı globálńıho minima (pro posunut́ı spodńı hranice a pro nalezeńı optimálńıch hodnot para-
metr̊u) je realizováno optimalizačńı metodou Pattern Search (někdy také nazývána Direct Search).

4.5.1 Pattern Search [13]

Optimalizačńı metoda Pattern Search slouž́ı k vyšetřováńı extrémů vyhodnocované funkce v určitém
prostoru proměnných. Patř́ı do skupiny optimalizačńıch metod, které nevyžaduj́ı znalost gradientu dané
funkce. Metoda může být tedy využita i na funkce, které nejsou spojité a diferencovatelné, jelikož docháźı
pouze k výpočtu funkce v jednotlivých bodech.

Hlavńı část́ı této metody je zvoleńı vhodného vzoru. Ten následně slouž́ı k efektivńımu prohledáváńı
prostoru kolem aktuálńıho bodu. Volba takového vzoru je však nejednoznačný problém a je zapotřeb́ı
jej zvolit podle tvaru vyšetřované funkce. Vysvětlováńı bude prováděno na kř́ıžovém vzoru pro dvoudi-
menzionálńı prostor (viz. Obrázek 4.7) [12].

Vzhledem k tomu, že se ve funkci může nacházet v́ıce lokálńıch minim, je tato metoda velmi náchylná
na volbu počátečńı podmı́nky. Často se tedy metoda spoušt́ı v́ıcekrát pro r̊uzné počátečńı body. Ze všech
výsledk̊u se poté najde ten s nejnižš́ı hodnotou funkce.

Metoda může být nastavena na tzv. CompletePoll a nebo klasicky. Pro CompletePoll plat́ı, že se
kolem aktuálńıho bodu provede vyhodnoceńı celého kř́ıže a následně se vybere bod s nejnižš́ı hodnotou
dané funkce. Pro klasickou metodu se postupně vyhodnocuj́ı jednotlivé směry kř́ıže a pokud bude nale-
zen jeden bod, který má nižš́ı hodnotu než aktuálńı bod, tak se vybere a zbytek kř́ıže se nedopoč́ıtává [9].

Pro aktuálńı bod se vyhodnot́ı prvńı kř́ıž. Pokud bude nalezen výhodněǰśı bod (tedy s nižš́ı hodnotou
funkce), pak se zvoĺı tento bod a proces se opakuje. Pokud žádný z bod̊u nemá nižš́ı hodnotu, pak se
kř́ıž rozš́ı̌ŕı. Rozšǐrováńı pokračuje, dokud neńı dosažena maximálńı př́ıpustná expanze. Při překročeńı
tohoto limitu začne docházet ke kontrakci kř́ıže. Pokud ani tak nedojde k nalezeńı optimálněǰśıho bodu,
metoda se ukonč́ı. Po nalezeńı výhodněǰśıho bodu se velikost kř́ıže vždy vrát́ı na počátečńı rozměr.
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MATLAB poskytuje funkci zajǐst’uj́ıćı právě tuto metodu s názvem patternsearch. Hlavńımi vsutpńımi
parametry jsou [8]:

fun ... Minimalizovaná funkce, která je zadávána ve tvaru odkazu na funkci (resp. function handle)
pomoćı operátoru @ a nebo př́ımo jej́ım názvem

x0 ... Počátečńı podmı́nka

A & b ... Matice A a vektor b určuj́ı nerovnostńı podmı́nky podle vztahu: AxAxAx ≤ bbb

Aeq & beq ... Matice A a vektor b určuj́ı rovnostńı podmı́nky podle vztahu: AxAxAx = bbb

lb & ub ... Slouž́ı jako omezeńı prostoru, ve kterém hledáme optimálńı řešeńı (lb [lower bounds] - spodńı
hranice; ub [upper bounds] - horńı hranice)

nonlcon ... Nelineárńı omezeńı funkce, které jsou zadávané ve formě function handle nebo jej́ım názvem

options ... Optimalizačńı nastaveńı

Je také možné všechny tyto vstupńı parametry nahradit za jeden parameter s názvem problem.
Jedná se o strukturu popisuj́ıćı optimalizačńı problém, která obsahuje všechny vypsané vstupńı para-
metry a sjednocuje je tak do jedné struktury.

V předchoźı části byly zmı́něné zastavuj́ıćı podmı́nky (resp. maximálńı a minimálńı velikost kř́ıže).
V metodě lze nastavit v́ıce ukončuj́ıćıch podmı́nek [10]. Např́ıklad:

Max Iterations ... Maximálńı počet iteraćı, které algoritmus provede

Mesh Tolerance ... Minimálńı tolerance pro velikost mř́ıžky

Max Function Evaluations ... Maximálńı počet vyhodnoceńı funkćı

Max Time ... Maximálńı čas, po který může alogirtmus běžet

Step Tolerance ... Minimálńı vzdálenost mezi porovnávanými body

Function Tolerance ... Minimálńı tolerance mezi hodnotami vyhodnocované funkce

Metoda lze také obohatit o náhodné natočeńı kř́ıže. Prostor potom nebude prohledáván pořád ve
směrech podle zvoleného vzoru, ale bude se r̊uzně natáčet.

Obrázek 4.7: Př́ıklad postupné konverge metody Pattern Search
(Guillaume, J. Example of convergence of a direct search method on Broyden function [11])
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4.6 Otestováńı metody

Budou provedeny experimenty pro 3 sady dat. Následně bude vykreslena frekvenčńı amplitudová
charakteristika pro předpokládané a odhadované parametry a křivky budou porovnány mezi sebou.
Metoda pattersearch v tomto př́ıpadě disponuje nastaveńım parametr̊u:

UseCompletePoll ... true

MaxIterations ... +∞
MaxFunctionEvaluations ... +∞
MeshTolerance ... 10−4

StepTolerance ... 10−6

FunctionTolerance ... 10−4

MeshContractionFactor ... 0.25

MeshExpansionFactor ... 1.5

UseCompleteSearch ... true

1. Experiment

Prvńım experimentem budou data, která již byla použita v části 3.1 Data použitá pro validaci.
Provedeme-li odhad použit́ım optimalizačńı metody, vyjde nám s celkovým časem odhadu 124.01 sekund:

m3 l3 a3 r3 b3 J3

Předpokládané hodnoty 102.1 1.1 0.92 1.01 0.000133 3.02
Odhadované hodnoty 101.1 0.93 1 0.93 0.0 2.67

Odhadované hodnoty se téměř shoduj́ı s předpokládanými. Hmotnost se shoduje téměř přesně.
Rozd́ıl vzniká u parametr̊u l3 a a3. Jenže, jak již bylo zmı́něno, tyto dva parametry se vždy vyskytuj́ı
v součinu, který označujeme r3. Pro tuto hodnotu už tak velký rozd́ıl nevznikl. Výsledné odhadované
parametry l3 a a3 voĺıme vždy následovně: l3 = r3, a3 = 1. Odhadovaný moment setrvačnosti je také
velmi bĺızko předpokládané hodnotě. Vykresleńım frekvenčńı charakteristiky si můžeme všimnout, že se
křivky z velké části shoduj́ı. Na prv́ıch dvou rezonančńıch frekvenćıch vzniká menš́ı odchylka, kterou ale
můžeme zanedbat. Větš́ı odchylka vzniká pro hodnotu anti-rezonance. Z pohledu ř́ızeńı je však zapotřeb́ı
přesnost modelu v mı́stech prvńı a druhé rezonance. Právě tyto rezonance je zapotřeb́ı kompenzovat
zpětnovatzebńım ř́ızeńım:

10
0

10
1

 [rad/s]

-140

-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

20

40

60

M
a
g
n
it
u
d
e
 [
d
B

]

Reference

Estimation

Obrázek 4.8: Frekvenčńı amplitudová charakteristika pro předpokládané a odhadované parametry
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4.6. OTESTOVÁNÍ METODY KAPITOLA 4. IDENTIFIKACE FYZIKÁLNÍCH PARAMETRŮ

2. Experiment

Pro druhý experiment byla zvolena lehká zátěž a z odhadu, který nyńı trval 101.73 sekund, jsme
źıskali výsledky:

m3 l3 a3 r3 b3 J3

Předpokládané hodnoty 50 5 0.92 4.6 0.000133 3.02
Odhadované hodnoty 49.53 4.59 1 4.59 0.0 0.0006

Můžeme vidět, že i přes celkem přesný odhad hmotnosti m3 a parametru r3, jsme vypočetli moment
setrvačnosti téměř nulový. Vykresleńım frekvenčńı charakteristiky však zjist́ıme, že se křivky skoro nelǐśı.
Největš́ı odchylka nastává pro anti-rezonanci, avšak neńı to př́ılǐs významný rozd́ıl.:
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Obrázek 4.9: Frekvenčńı amplitudová charakteristika pro předpokládané a odhadované parametry
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4.6. OTESTOVÁNÍ METODY KAPITOLA 4. IDENTIFIKACE FYZIKÁLNÍCH PARAMETRŮ

3. Experiment

Třet́ı experiment bude proveden pro mnohem těžš́ı zátěž. Odhadováńım parametr̊u, s časem opti-
malizace 21.64 sekund, nám vyšlo:

m3 l3 a3 r3 b3 J3

Předpokládané hodnoty 1800 5 0.92 4.6 0.000133 3.02
Odhadované hodnoty 1793 4.6 1 4.6 0.0 0.1

Lze si povšimnout, zě hmotnost byla odhadnutá téměř naprosto správně. Dále jde vidět, že odha-
dovaná délka lana vynásobená polohou těžǐstě (tedy parametr r3) se naprosto shoduje s předpokládanou
hodnotou. I přes to však výpočty z odhadovaných parametr̊u vedou na velmi malou hodnotu momentu
setrvačnosti. Pokud si však vykresĺıme frekvenčńı charakteristiky, můžeme vidět, že z pohledu prvńıch
dvou rezonančńıch frekvenćı se křivky shoduj́ı. Odlǐsnosti nastávaj́ı až pro vyšš́ı frekvence, což v našem
př́ıpadě neńı d̊uležité:
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Obrázek 4.10: Frekvenčńı amplitudová charakteristika pro předpokládané a odhadované parametry
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Kapitola 5

Odhad rezonančńıch frekvenćı

V předchoźı kapitole byla předpokládána znalost prvńıch dvou rezonančńıch frekvenćı systému. Na
základě toho, znalosti struktury systému a části sady parametr̊u byly odhadovány zbylé neznáme para-
metry. Tato kapitola se bude věnovat experimentálńımu odhadu rezonančńıch frekvenćı.

Ćılem bude navrhnout takový experiment, který nebude trvat dlouhou dobu a který spolehlivě
umožńı odeč́ıst požadované frekvence. Bude dokázáno, že pokud zapoj́ıme do zpětné vazby relé, tak
systém vždy rozkmitáme na požadovanou frekvenci. Volbou znaménka zpětné vazby pak urč́ıme, kterou
rezonančńı frekvence budeme cht́ıt odhadovat.

Bude provedena analýza pomoćı metody harmonické linearizace. Vykresleńım Nyquistova diagramu
pro linearizovaný systém a ekvivalentńıho přenosu pro relé bude možné vidět, že bude systém rozkmitán
na požadovanou rezonančńı frekvenci.

Nakonec bude tento experiment aplikován na simulace teoretických model̊u a reálný systém. Z
naměřených dat bude proveden odhad rezonančńıch frekvecńı, které následně porovnáme s předpokládanými
hodnotami. Reálný systém je totožný s parametry v části 3.1 Data použitá pro validaci.

5.1 Metoda harmonické linearizace

Budeme uvažovat linearizovaný systém ve stavovém popisu źıskaný v části 2.4 Vytvořeńı matic
stavového popisu. Konkrétně pak s dosazenými parametry, viz. vztahy (3.2) a (3.3). Jen s jediným
rozd́ılem a to se zavedeńım výstupu ve formě úhlové rychlosti háku. Tento rozd́ıl vede pouze na úpravu
matice C:

A =


0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

−24.52 19.34 0.27 −3.66× 10−5 4.20× 10−5 −3.00× 10−5

80.50 −245.62 165.12 20.75× 10−5 −67.41× 10−5 54.71× 10−5

0.71 104.38 −105.09 −4.92× 10−5 31.70× 10−5 −26.70× 10−5



B =


0
0
0
0

−0.5
0

 , C =
[
0 0 0 0 1 0

]
, D = 0 (5.1)
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5.1. METODA HARMONICKÉ LINEARIZACE KAPITOLA 5. ODHAD REZONANČNÍCH FREKVENCÍ

Dále si ze stavového popisu odvod́ıme přenosovou funkci FS(s) podle vztah̊u zmı́něných v [1] (str.
34, rovnice 2.5):

FS(s) =
Y (s)

U(s)

∣∣∣∣
n.p.p.

= CT (sI−A)−1B+D (5.2)

Pokud dosad́ıme vyjádřené matice do předchoźıho vztahu, dostaneme přenosovou funkci ve tvaru:

FS(s) =
−0.0001183s4 − 40.25s3 − 0.02009s2 − 4289s+ 1.712× 10−10

s6 + 0.001094s5 + 375.2s40.06242s3 + 15620s2 + 0.1971s+ 42070
(5.3)

Dále budeme uvažovat relé, které je zapojeno před systém a kolem obou blok̊u je uzavřená zpětná
vazba, která vede od úhlové rychlosti háku:

Obrázek 5.1: Uzavřená smyčka linearizovaného systému s relé

Pro analýzu pomoćı harmonické linearizace bude potřeba zjistit přenosovou funkci relé. Nelze
hovořit př́ımo o přenosové funkci, jelikož se jedná pouze o aproximaci dané nelinearity při ustálených
kmitech [2]. Budeme uvažovat následuj́ıćı předpoklady:

1) V obvodu vznikly ustálené kmity s frekvenćı ω0

2) Lineárńı systém má charakter dolnofrekvenčńı propusti

3) Nelinearita je symetrická v̊uči počátku

Z prvńıho předpokladu budeme uvažovat na vstupu nelinearity periodický signál s frekvenćı ω0:

x1(t) = A · sin(ω0t) (5.4)

Na výstupu nelinearity pak dostaneme signál:

x2(t) = N(A · sin(ω0t)) (5.5)

Tento signál lze rozložit na Fourierovu řadu:

x2(t) = b0 +
∞∑
k=1

ak(A, ω0)sin(kω0t) + bk(A, ω0)cos(kω0t) (5.6)

Druhý předpoklad nám ř́ıká, že bude dominantńı pouze prvńı harmonická frekvence, tud́ıž za-
nedbáme všechny vyšš́ı členy vytvořené řady:

x2(t) = b0 + a1(A, ω0)sin(ω0t) + b1(A, ω0)cos(ω0t) (5.7)
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5.1. METODA HARMONICKÉ LINEARIZACE KAPITOLA 5. ODHAD REZONANČNÍCH FREKVENCÍ

Kv̊uli třet́ımu předpokladu jsme také schopni ř́ıct, že stejnosměrná složka Fourierovi řady bude
nulová (resp. b0 = 0). Výsledkem budou pouhé 2 koeficienty:

a1 =
1

π

∫ 2π

0

N(Asin(ω0t))sin(ω0t)d(ω0t) (5.8)

b1 =
1

π

∫ 2π

0

N(Asin(ω0t))cos(ω0t)d(ω0t) (5.9)

Ekvivalentńı přenos nelinearity definujeme jako poměr Fourierových obraz̊u vstupńıho a výstupńıho
signálu:

FN(A, ω0) =
X2(A, ω0)

X1(A, ω0)
=

a1(A, ω0) + j · b1(A, ω0)

A
(5.10)

Budeme-li cht́ıt zjistit, pro jaké hodnoty amplitudy A a frekvenci ω vzniknou autooscilace (resp.
zda v̊ubec mohou vzniknout), tak provedeme výpočet podmı́nek:

|FS(jω)FN(A, ω)| = 1

arg{FS(jω)FN(A, ω)} = −π (5.11)

V našem př́ıpadě však uprav́ıme podmı́nky tak, abychom dostali hodnoty, pro které mohou obecně
vzniknout autooscilace, tedy i pro kladnou část:

|FS(jω)FN(A, ω)| = 1

Im{FS(jω)FN(A, ω)} = 0 (5.12)

5.1.1 Relé bez hystereze

Vypočteme-li koeficienty pro nelinearitu typu relé bez hystereze, dostaneme:

a1(A, ω0) =
4M

π
, kde M je ześıleńı relé

b1(A, ω0) = 0 (5.13)

Výsledný přenos pro ustálené oscilace, bude vypadat:

FN(A, ω0) =
4M

πA
(5.14)

Provedeme-li výpočet pro zjǐstěné přenosy (uvažujeme ześıleńı M = 1) podle podmı́nek (5.12),
dostaneme výsledky:

A = 7.11× 10−7 ω = 10.32
A = 95.02 ω = 18.11
A = 327.98 ω = 6.66
A = 58398.26 ω = 1.70

(5.15)

Lze si povšimnout, že posledńı 3 hodnoty frekvenćı se shoduj́ı s frekvencemi, které byly již zjǐsteny
jako vlastńı č́ısla linearizované matice A (resp. shoduj́ı se s jejich imaginárńımi částmi), které odpov́ıdaj́ı
rezonančńım frekvenćım a které jsou popsány ve vztahu (3.4).
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5.1. METODA HARMONICKÉ LINEARIZACE KAPITOLA 5. ODHAD REZONANČNÍCH FREKVENCÍ

Pokud si vykresĺıme Nyquist̊uv diagram pro přenos FS(jω), můžeme zřetelně vidět 2 kruhy, kdy
jejich pr̊useč́ıky s reálnou osou odpov́ıdaj́ı prvńım dvěma rezonančńım frekvenćım:

Obrázek 5.2: Nyquist̊uv diagram systému (zobrazuj́ıćı prvńı dvě rezonančńı frekvence)

Zbylé 2 frekvence se nacházej́ı na velmi malých hodnotách v kladné reálné polorovině:

ω = 18.11 rad/s ω = 10.32 rad/s

Obrázek 5.3: Přibĺıžené rezonančńı frekvence Nyquistova diagramu
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5.1. METODA HARMONICKÉ LINEARIZACE KAPITOLA 5. ODHAD REZONANČNÍCH FREKVENCÍ

Nyńı můžeme vykreslit přenos nelinearity ve formě− 1
FN (A)

pro r̊uzné hodnoty amplitudy A. Můžeme

vidět, že se jedná o křivky, které prob́ıhaj́ı podél reálné osy. Křivka směřuj́ıćı z 0 do −∞ odpov́ıdá smyčce
se zápornou zpětnou vazbou. Druhá křivka mı́̌ŕıćı do +∞ odpov́ıdá kladné zpětné vazbě. Pr̊useč́ıky těchto
křivek nám určuj́ı ustálené oscilace. Z toho plyne, že pro zápornou zpětnou vazbu dostaneme ustálené
oscilace pro ω = 1.70 rad/s (resp. ω = 6.66 rad/s pro kladnou zpětnou vazbu) [14].

Nyquist̊uv teorém ř́ıká, že pro stabilńı uzavřenou smyčku plat́ı, že křivka obkličuje bod − 1
K

to-
likrát, kolik obsahuje otevřená smyčka nestabilńıch pól̊u. Tento bod si lze představit, jako ześıleńı dané
ekvivalentńım přenosem nelinearity, tedy:

− 1

K
= − 1

FN(A)
(5.16)

Vzhledem k tomu, že toto ześıleńı (ve formě přenosu nelinearity) je závislé na aktuálńı amplitudě
signálu, pak si ho lze představit jako proměnné ześıleńı. Pokud se bude tento bod nacházet uvnitř křivky,
bude docházet ke zvyšovańı amplitudy a t́ım pádem k posouváńı křivky dál od počátku. V opačném
př́ıpadě, tedy pokud by se bod nacházel mimo křivku odpov́ıdaj́ıćı přenosu Fs(s), docházelo by ke
snižováńı amplitudy. K ustáleným oscilaćım dojde ve chv́ıli, kdy křivka − 1

FN (A)
začne prot́ınat křivku

FS(jω):

Obrázek 5.4: Nyquist̊uv diagram systému a relé zobrazuj́ıćı vznik ustálených oscilaćı
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5.1. METODA HARMONICKÉ LINEARIZACE KAPITOLA 5. ODHAD REZONANČNÍCH FREKVENCÍ

5.1.2 Relé s hystereźı

Nyńı uvažujme relé s hystereźı o velikosti ϵ. Výsledné koeficienty budou podobné (resp. koeficient
a1(A) z̊ustane stejný a b1(A) nebude nulový) [14]. Vypočteme-li koeficienty pro nelinearitu typu relé s
hystereźı, dostaneme:

a1(A, ω0) =
4M

π
, kde M je ześıleńı relé

b1(A, ω0) = − 4ϵ

πA
, kde ϵ je velikost hystereze (5.17)

Výsledný přenos pro ustálené oscilace, bude vypadat:

FN(A, ω0) =
4M

πA
− j

4ϵ

πA2
(5.18)

Vypočteme-li podmı́nky ze vztahu (5.12) pro ześıleńı M = 1 a hysterezi ϵ = 0.005, vyjde nám:

A = 26.12× 10−5 ω = 10.32
A = 95.02 ω = 18.11
A = 327.98 ω = 6.66
A = 58398.25 ω = 1.70

(5.19)

Můžeme vidět, že oproti výsledk̊um pro relé bez hystereze nedocháźı k velkým změnám. Viditelná
změna nastala ve formě změny amplitudy pro frekvenci ω = 10.32 rad/s, kde došlo ke zmenšeńı o jeden
řád.

Pokud provedeme výpočet pro vyšš́ı hodnotu hystereze, např. ϵ = 1000, pak dostaneme:

A = 0.89 ω = 10.43
A = 116.23 ω = 18.11
A = 841.93 ω = 6.66
A = 58420.21 ω = 1.70

(5.20)

V tomto př́ıpadé došlo ke značné změně a to předevš́ım ve velikosti amplitudy pro všechny frekvence.
Tento jev vzniká kv̊uli tomu, že d́ıky nenulové hysterezi je součást́ı přenosu relé také nenulová imaginárńı
složka. Pokud vykresĺıme Nyquist̊uv diagram pro systém a ekvivalentńı přenos pro relé s hystereźı, tak se
nyńı nepohybujeme př́ımo po reálné ose (jako tomu bylo u relé bez hystereze). Imaginárńı složka přenosu
totiž posune celou křivku do jiného bodu na imaginárńı ose. Jeilkož nevykreslujeme př́ımo přenos, ale
vykreslujeme člen − 1

FN (A)
, tak nám kv̊uli imaginárńı složce touto inverźı přenosu vyjde [14]:

− 1

FN(A)
= − FN(A)

FN(A)FN(A)
, kde FN(A) je komplexně sdružený přenos

= − 16

π2A2
· (4M

πA
− j

4ϵ

πA2
)

= −πA

4
− j

πϵ

4
(5.21)

Nyńı budeme cht́ıt vypoč́ıtat počátek křivky, pro relé s hystereźı. Tento počátek odpov́ıdá nulové
amplitudě, tedy dosad́ıme A = 0. T́ım dojde k vynulováńı reálné složky a z̊ustane pouze imaginárńı
část. Z tohoto bodu bude tedy vycházet křivka odpov́ıdaj́ıćı ekvivalentńımu přenosu relé s hystereźı:

− 1

FN(0)
= −j

πϵ

4
(5.22)
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Vzhledem k následným experiment̊um na reálném systému byla zvolena hystereze ϵ = 0.005. Je
zapotřeb́ı uvažovat určitou hysterezi, jelikož nulová hystereze by zp̊usobovala, že generováńı vstup̊u
nelinearitou by mohlo být ovlivněno šumem signálu ze senzor̊u. Vyšš́ı hodnoty hystereze neńı zapotřeb́ı
uvažovat. Pokud vykresĺıme Nyquist̊uv diagram pro systém i pro relé s hystereźı, dostaneme graf:

Obrázek 5.5: Nyquist̊uv diagram systému a relé s hystereźı zobrazuj́ıćı vznik ustálených oscilaćı

Můžeme vidět, že tento graf se naprosto shoduje s Nyquistovým diagramem pro relé bez hystereze
(5.4). To je zp̊usobeno měř́ıtkem a velikost́ı hystereze. Lze tedy ř́ıct, že malá hystereze nemá značný
vliv na hodnotu rezonančńıch frekvenćı, neńı tedy zapotřeb́ı žádná kompenzace źıskaných výsledk̊u. Toto
tvrzeńı bude v následné části ověřeno experimentálně na teoretickém modelu.
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5.2 Experimenty na teoretickém modelu

Celá předchoźı hypotéza bude otestovaná na teoretickém linearizovaném a nelineárńım modelu. K
simulaci bude použitý MATLAB Simulink. Linearizovaný systém bude zadán ve formě stavového popisu
a nelineárńı systém bude navržen př́ımou modelaćı diferenciálńıch rovnic (2.18), (2.19) a (2.20). Před
systém bude zapojeno relé s hystereźı a s jednotkovým ześıleńım. Dále bude uzavřena zpětná vazba od
úhlové rychlosti háku δ̇2 (resp. od stavu x5). Na vstup bude připojen diskrétńı pulz, který zajǐst’uje
pouze inicializačńı rozkýváńı kyvadla. Dále budou součást́ı celkově tři ześıleńı:

pulse gain ... Ześıleńı diskrétńıho pulzu

rele gain ... Ześıleńı relé

loop gain ... Volba znaménka zpětné vazby (1 nebo -1)

Obrázek 5.6: Simulačńı schéma v Simulinku

Odhad hodnot frekvenćı z naměřených pr̊uběhu bude proveden formou nalezeńı bod̊u, kdy křivka
překroč́ı 0. Následně budou z těchto bod̊u vypočteny (odečteńım dvou sousedńıch hodnot) jednotlivé
periody. Bude vytvořen poměř sousedńıch period a zanedbány všechny, které maj́ı poměr nižš́ı než 90%.
T́ım budou odstraněny nepřesnosti, které vznikaj́ı na začátku pr̊uběh̊u, než se pr̊uběhy alespoň trochu
ustáĺı. Z výsledných period budou vypočteny frekvence pomoćı vzorce ω = 2πf = 2π

T
. Nakonec budou

všechny hodnoty frekvenćı zpr̊uměrovány. Tyto výpočty budou provedeny pro oba modely (linearizovaný
i nelineárńı) a pro jejich úhlové natočeńı, úhlovou rychlost a výstup relé. Výstup relé odpov́ıdá vstupu
do systému jako referenčńı hodnota rychlosti pohonu.
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5.2.1 Relé bez hystereze (ϵ = 0)

5.2.1.1 Experiment 1: Záporná zpětná vazba

Předpokládáme zápornou zpětnou vazbu a očekáváme oscilace na frekvenci odpov́ıdaj́ıćı prvńı re-
zonančńı frekvenci ω = 1.7009 rad/s. Pro tento experiment nastav́ıme jednotlivá ześıleńı na hodnoty:

pulse gain = 0.1
rele gain = 0.01
loop gain = −1

Výsledkem je graf, na kterém jdou rozpoznat vzniklé oscilace na určité frekvenci. Amplituda neustále
roste, což momentálně zanedbáme. Pr̊uběhy obou model̊u se naprosto shoduj́ı:
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Obrázek 5.7: Odezva systému pro zápornou zpětnou vazbu

Po odhadu frekvenćı z dat nám vyšly celkem 4 hodnoty:

Linearizovaný model Nelineárńı model
pro δ2 : ω = 1.6938 rad/s pro δ2 : ω = 1.6937 rad/s

pro δ̇2 : ω = 1.7007 rad/s pro δ̇2 : ω = 1.7007 rad/s

pro v : ω = 1.7008 rad/s pro v : ω = 1.7008 rad/s

Lze vidět, že pro takto malé výchylky se hodnoty frekvenćı mezi modely shoduj́ı. Všechny odhady
se z velké části shoduj́ı s předpokládanou hodnotou.
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5.2.1.2 Experiment 2: Kladná zpětná vazba

Nyńı předpokládáme kladnou zpětnou vazbu a očekáváme oscilace na frekvenci odpov́ıdaj́ıćı druhé
rezonančńı frekvenci ω = 6.6585 rad/s. Pro tento experiment nastav́ıme jednotlivá ześıleńı na hodnoty:

pulse gain = 0.1
rele gain = 1× 10−5

loop gain = 1

Źıskáme graf pr̊uběh̊u, na kterém jdou znovu vidět vzniklé oscilace na určité frekvenci. Amplituda
znovu neustále roste, což ani v tomto př́ıpadě nebudeme brát v potaz. Pr̊uběhy obou model̊u se také
naprosto shoduj́ı:
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Obrázek 5.8: Odezva systému pro zápornou kladnou vazbu

Po odhadu frekvenćı z dat jsme źıskali 4 hodnoty:

Linearizovaný model Nelineárńı model
pro δ2 : ω = 6.6676 rad/s pro δ2 : ω = 6.6676 rad/s

pro δ̇2 : ω = 6.6661 rad/s pro δ̇2 : ω = 6.6661 rad/s

pro v : ω = 6.6650 rad/s pro v : ω = 6.6650 rad/s

Můžeme si povšimnout, že pro takto malé výchylky se hodnoty frekvenćı mezi modely opět shoduj́ı.
Rozd́ıl mezi odhady neńı př́ılǐs výrazný. Můžeme jej tedy provést z libovolného pr̊uběhu.
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5.2.1.3 Experiment 3: Vyšš́ı ześıleńı relé

Provedeme experiment pro obě zpětné vazby a porovnáme výsledky odhadovaných frekvenćı pro
vyšš́ı ześıleńı zapojené za relé (přesněji o dva řády). Nastav́ıme tedy hodnoty ześıleńı na:

pulse gain = 0.1

rele gain =

{
1 pro zápornou zpětnou vazbu

1× 10−3 pro kladnou zpětnou vazbu

loop gain =

{
−1 pro zápornou zpětnou vazbu

1 pro kladnou zpětnou vazbu

U grafu znázorňuj́ıćı zápornou zpětnou vazbu lze vidět, že po určitém čase nastane nežádoućı chováńı
neperiodického vzoru. Můžeme také vidět, že se systém pohybuje ve velkých odchylkách a rychlostech.
To je zp̊usobeno t́ım, že docháźı k přetočeńı kyvadla a t́ım pádem jsou výsledkem takové pr̊uběhy.
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Obrázek 5.9: Smyčka se zápornou zpětnou vazbou

Odhadem rezonanćı jsme v př́ıpadě linearizovaného modelu dostali předpokládané výsledky. Pro
nelineárńı model jsou odhady velmi nepřesné a to z d̊uvodu přetáčeńı kyvadla:

Linearizovaný model Nelineárńı model
pro δ2 : ω = 1.6938 rad/s pro δ2 : ω = 9.7747 rad/s

pro δ̇2 ω = 1.7007 rad/s pro δ̇2 : ω = 10.9573 rad/s

pro v : ω = 1.7001 rad/s pro v : ω = 9.7513 rad/s
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Pro kladnou zpětnou vazbu si lze povšimnout periodických kmit̊u, které se ani po určitém čase
nezačnou mezi modely lǐsit:
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Obrázek 5.10: Smyčka s kladnou zpětnou vazbou

V tomto př́ıpadě se odhady mezi modely téměř shoduj́ı. Zaj́ımavě ovšem je, že výsledná odhadovaná
frekvence neodpov́ıdá druhé rezonanci, ale třet́ı:

Linearizovaný model Nelineárńı model
pro δ2 : ω = 18.7851 rad/s pro δ2 : ω = 18.7851 rad/s

pro δ̇2 : ω = 18.1989 rad/s pro δ̇2 : ω = 18.1989 rad/s

pro v : ω = 18.2000 rad/s pro v : ω = 18.2000 rad/s

Celkově lze tedy ř́ıci, že pro zápornou zpětnou vazbu nezáviśı přesnost odhadu na ześıleńı relé (pokud
bude kyvadlo drženo v meźıch). Pro kladnou zpětnou vazbu však zvýšeńı ześıleńı vede na vybuzeńı třet́ı
rezonančńı frekvence. Vyšš́ı ześıleńı ovšem nevede na nepřesnosti mezi modely.
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5.2.2 Relé s hystereźı (ϵ = 0.005)

Nyńı provedeme odhad pro relé s hystereźı a porovnáme źıskané hodnoty s těmi pro relé bez hys-
tereze a s předpokládanými hodnotami rezonanćı. Budeme uvažovat pouze malá ześıleńı, aby nedošlo k
”přetočeńı”kyvadla nebo vybuzeńı třet́ı rezonančńı frekvence.

5.2.2.1 Experiment 1: Záporná zpětná vazba

Pro tento experiment nastav́ıme jednotlivá ześıleńı na hodnoty:

pulse gain = 0.1
rele gain = 0.1
loop gain = −1

Źıskame graf, na kterém jdou rozpoznat vzniklé oscilace na určité frekvenci:
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Obrázek 5.11: Odezva systému pro zápornou zpětnou vazbu

Po odhadu frekvenćı z dat nám vyšly celkem 4 hodnoty:

Linearizovaný model Nelineárńı model
pro δ2 : ω = 1.6919 rad/s pro δ2 : ω = 1.6949 rad/s

pro δ̇2 : ω = 1.6884 rad/s pro δ̇2 : ω = 1.7021 rad/s

pro v : ω = 1.6990 rad/s pro v : ω = 1.6975 rad/s

Lze vidět, že po čase se začnou modely mı́rně lǐsit. To je zp̊usobeno linearizaćı kolem rovnovážného
bodu a nedostatečně malou výchylkou úhlového natočeńı a rychlosti. Tento jev však neměńı nic na
źıskaných odhadech, které jsou z velké části bĺızké předpokládaným hodnotám.
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5.2.2.2 Experiment 2: Kladná zpětná vazba

Pro tento experiment nastav́ıme jednotlivá ześıleńı na hodnoty:

pulse gain = 0.1
rele gain = 0.1
loop gain = 1

Vykresĺıme graf zobrazuj́ıćı časového pr̊uběhy úhlového natočeńı, rychlosti háku a výstupu relé:
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Obrázek 5.12: Odezva systému pro kladnou zpětnou vazbu

Po odhadu frekvenćı z dat nám vyšly celkem 4 hodnoty:

Linearizovaný model Nelineárńı model
pro δ2 : ω = 6.5945 rad/s pro δ2 : ω = 6.6011 rad/s

pro δ̇2 : ω = 6.6559 rad/s pro δ̇2 : ω = 6.6574 rad/s

pro v : ω = 6.5988 rad/s pro v : ω = 6.6583 rad/s

Je možné si povšimnout, že po určitém čase se začnou modely opět mı́rně lǐsit (kv̊uli linearizaci).
Odhady jsou i přes to velmi bĺızké těm źıskaným s relé bez hystereze a také bĺızké předpokládané
hodnotě rezonančńı frekvence. Pro hysterezi bylo však použité větš́ı ześıleńı, které by pro př́ıpad s
nulovou hystereźı vedlo na vybuzeńı třet́ı rezonančńı frekvence.
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5.3 Experimenty na reálném systému

Nyńı přejdeme na experimenty provedené na reálném systému jeřábu. Budeme uvažovat hysterezi
o velikosti ϵ = 0.005. Schéma uzavřené smyčky bude podobné jako na Obrázku 5.6. Jediným rozd́ılem
bude zpětná vazba od úhlového natočeńı (nikoliv od úhlové rychlosti, jako tomu bylo u simulaćı). Odhady
hodnot frekvenćı budou provedeny stejným zp̊usobem jako u teoretických experiment̊u, tedy pro úhlové
natočeńı, úhlovou rychlost a výstup relé. Vybuzeńı systému při počátku experimentu nebude prováděnou
formou pulsu. V tomto př́ıpadě nebude potřeba, jelikož bude relé automaticky vybuzené chybou měřeńı
senzor̊u.

5.3.1 Experiment 1: Záporná zpětná vazba

Budeme uvažovat zápornou zpětnou vazbu a očekáváme oscilace na frekvenci ω = 1.7009 rad/s.
Vykresĺıme-li pr̊uběhy experimentu, dostaneme:
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Obrázek 5.13: Odezva systému pro zápornou zpětnou vazbu

Z odhadu frekvenćı dostaneme výsledky:

pro δ2 : ω = 1.7305 rad/s

pro δ̇2 : ω = 1.7378 rad/s

pro v : ω = 1.7261 rad/s

Výsledné hodnoty se přibližně shoduj́ı s předpokládanou frekvenćı. V tomto př́ıpadě lze tedy
považovat experiment za povedený.
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5.3.2 Experiment 2: Kladná zpětná vazba

Nyńı předpokládejme kladnou zpětnou vazbu s očekávanými oscilacemi na frekvenci ω = 6.6585 rad/s.
Vykresĺıme-li pr̊uběhy experimentu, dostaneme:
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Obrázek 5.14: Odezva systému pro kladnou zpětnou vazbu

Z odhadu frekvenćı nám vyjdou výsledky:

pro δ2 : ω = 5.9146 rad/s

pro δ̇2 : ω = 19.3294 rad/s

pro v : ω = 5.9193 rad/s

Můžeme vidět, že pro úhlové natočeńı a výstup relé jsou odhadované hodnoty frekvenćı podobné
předpokládané hodnotě. Pro úhlovou rychlost však odhad v̊ubec neodpov́ıdá. Z pr̊uběhu lze vidět, že
docháźı k vybuzeńı daľśı frekvence, která zp̊usobuje kmitáńı křivky přes nulu. Tato frekvence je také
vybuzená pro úhlové natočeńı, jen ne s tak velkou silou. Jedná se o frekvenci, která odpov́ıdá třet́ı
rezonančńı frekvenci (stejný výsledek byl dosažen v teoretických experimentech, přesněji v části 5.2.1.3
Experiment 3: Vyšš́ı ześıleńı relé - kladná zpětná vazba).
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Kapitola 6

Srovnáńı chováńı pro r̊uzné délky lana

V této části budou odhadnuty neznámé parametry zátěže na základě výsledných odhad̊u rezo-
nančńıch frekvenćı z experiment̊u na reálném systému. Odhadované parametry budou použity pro vy-
kresleńı frekvenčńıch charakteristik pro r̊uzné délky lana. Tyto charakteristiky budou následně srovnány
s předpokládanými charakteristikami a s charakteristikami z naměřených experimentálńıch dat.

6.1 Identifikace parametr̊u

Budeme tedy uvažovat známé fyzikálńı parametry lana a háku (viz. vztah (3.1), resp. vždy pouze
prvńı 2 hodnoty ze všech vektor̊u):

m [kg] =

[
m1

m2

]
=

[
0

33.8

]
b =

[
b1
b2

]
=

[
3119,580
344,331

]
× 10−6

l [m] =

[
l1
l2

]
=

[
2
0.6

]
a =

[
a1
a2

]
=

[
1
0.2

]

J [kg ·m2] =

[
J1
J2

]
=

[
0
2

]
g [m · s−2] = 9.81

Dále budeme pracovat s odhadnutými rezonančńımi frekvencemi źıskané z experiment̊u v předchoźı
části 5.3 Experimenty na reálném systému:

ω1 = 1.73 rad/s

ω2 = 5.91 rad/s

Identifikaci provedeme naprosto stejným zp̊usobem jako v části 4 Identifikace neznámých para-
metr̊u (včetně nastaveńı metody patternsearch). Pokud porovnáme źıskané výsledky s předpokládanými,
můžeme vidět, že hmotnost je téměř dvakrát menš́ı, než by měla být. Délka lana s pozićı težǐstě se z velké
části shoduje. Daľśı velká odchylka vznikla pro moment setrvačnosti, což je pravděpodobně zp̊usobeno
odhadem hmotnosti:

Předpokládané hodnoty
m3 = 102.1kg
l3 = 1.1m
a3 = 0.92
J3 = 3.02kg ·m2

b3 = 0.00112

Odhadované hodnoty
m3 = 68.158kg
l3 = 0.985m
a3 = 1
J3 = 0.205kg ·m2

b3 = 0
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Pokud budeme uvažovat přesněǰśı odhad druhé rezonančńı frekvence, např́ıklad:

ω1 = 1.73 rad/s

ω2 = 6.50 rad/s

Dostaneme odhadem parametr̊u výsledky:

Předpokládané hodnoty
m3 = 102.1kg
l3 = 1.1m
a3 = 0.92
J3 = 3.02kg ·m2

b3 = 0.00112

Odhadované hodnoty
m3 = 84.986kg
l3 = 0.932m
a3 = 1
J3 = 0.123kg ·m2

b3 = 0

V tomto př́ıpadě jsme dosáhli mnohem přesněǰśıch výsledk̊u pro většinu parametr̊u, kromě momentu
setrvačnosti. Ten však v př́ıpadě polohy rezonančńıch frekvenćı nehraje velkou roli.

6.2 Porovnáńı chováńı

Nyńı bude provedeno porovnáńı chováńı mezi modelem s odhadovanými parametry a reálným
systémem pro r̊uzné délky lana. Odhadované parametry dosad́ıme do vztah̊u linearizovaných matic
(2.25) a (2.26). Chováńı reálného systému bylo zjǐstěno provedeńım identifikačńıho experimentu a
naměřeńı dat. Z naměřených dat sestroj́ıme frekvenčńı charakteristiku stejným zp̊usobem jako v části
3 Experimentálńı validace systému (tedy pomoćı funkce tfestimate).

Nejprve vykresĺıme frekvenčńı charakteristiku pro délku lana, pro kterou byl prováděn odhad rezo-
nančńıch frekvenćı, tedy pro l1 = 2m. Můžeme vidět, že pro prvńı rezonančńı frekvenci se charakteristiky
shoduj́ı. Pro druhou rezonanci se však křivky mı́rně lǐśı. Můžeme vidět, že křivka odpov́ıdaj́ıćı odha-
dovanému modelu obsahuje obě frekvence přesně na hodnotách, které byly odhadnuty jako rezonančńı
frekvence z experimentu (tedy pro ω1 = 1.73 rad/s a ω2 = 5.91 rad/s):
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Obrázek 6.1: Frekvenčńı charakteristika pro délku lana l1 = 2m
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Pokud vykresĺıme frekvenčńı charakteristiky pro daľśı délky lana, přesněji pro 1.86m, 1.64m a 1.45m,
tak lze vidět, že se všechny křivky shoduj́ı v prvńı rezonančńı frekvenci. V mı́stech druhé rezonance
vzniká odchylka, stejně jako u předchoźıho odhadu:
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Obrázek 6.2: Frekvenčńı charakteristika pro délku lana l1 = 1.86m
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Obrázek 6.3: Frekvenčńı charakteristika pro délku lana l1 = 1.64m
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Obrázek 6.4: Frekvenčńı charakteristika pro délku lana l1 = 1.45m
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Pokud vykresĺıme frekvenčńı charakteristiky pro reálný systém a model s odhadovanými parametry
pro přesněǰśı druhou rezonančńı frekvenci, dostaneme:
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Obrázek 6.5: Frekvenčńı charakteristiky pro přesněǰśı odhad druhé rezonančńı frekvence

Můžeme tedy ř́ıct, že pokud provedeme odhad parametr̊u pro odhadované rezonančńı frekvence,
dostaneme model, jehož chováńı odpov́ıdá v mı́stech prvńı rezonance pro libovolnou délku lana. Pro
druhou rezonančńı frekvenci však dostáváme velké odchylky, které se však značně nezvyšuj́ı změnou
délky lana. Pokud bychom dosáhli přesněǰśıho odhadu rezonančńıch frekvenćı pomoćı experimentu,
mohli bychom modelovat systém s daleko přesněǰśım chováńım.
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Závěr

Tato bakalářská práce se zabývá modelováńım a identifikaćı jeřáb̊u. Obecným ćılem této práce
byl návrh metody identifikace neznámých fyzikálńıch parametr̊u. Byla uvažována znalost části sady
fyzikálńıch parametr̊u, struktury modelu a experimentálńıch dat ve formě prvńıch dvou rezonančńıch
frekvenćı. Tyto předpoklady byly využity právě pro identifikaci zbylých neznámých fyzikálńıch para-
metr̊u.

Nejprve byly odvozeny pohybové rovnice popisuj́ıćı chováńı obecného kyvadla a následně také tro-
jitého kyvadla. Rovnice pro trojité kyvadlo odpov́ıdaj́ı právě systému jeřábu. Následně byla provedena
linearizace kolem dolńı úvrati, jej́ıž výsledkem byl stavový popis systému. Poté byl model validován
na základě srovnáńı frekvenčńıch charakteristik modelu a reálného systému. Odhad frekvenčńı charak-
teristiky reálného systému byl proveden pomoćı funkce tfestimate v MATLABu. Tato funkce odhadla
frekvenčńı přenos systému, což umožnilo následné vytvořeńı frekvenčńı charakteristiky. Z charakteristik
bylo možné si povšimnout, že systém obsahuje tři rezonance a jednu anti-rezonanci.

Daľśım krokem bylo navržeńı metody, která kombinuje již zmı́něné znalosti systému za účelem
identifikace neznámých fyzikálńıch parametr̊u. Metoda je založená na porovnáváńı charakteristických
polynomů linearizovaného systému a Jordanovy formy. Porovnáńım koeficient̊u těchto polynomů vznikla
soustava rovnic, která po několika úpravách vedla na soustavu dvou rovnic. Tato soustava byla následně
řešena numerickou optimalizačńı metodou Pattern Search. Realizace této funkce byla provedena pomoćı
stejnojmenné funkce v MATLABu. Funkčnost byla ověřena pro několik r̊uzných sad dat. Odhady vedly
vždy na přesný model převážně v mı́stech prvńıch dvou rezonanćı, což je žádoućı. Zpětnovazebńım
ř́ızeńım je zapotřeb́ı kompenzovat právě tyto frekvence. Jedńım z požadavk̊u na metodu byla rychlost,
aby bylo možné ji použ́ıvat v reálném čase. Bohužel v tomto př́ıpadě bylo dosaženo pr̊uměrné rychlosti
kolem 80 sekund pro jeden odhad.

Následnou část́ı bylo navržeńı vhodného experimentu, pomoćı kterého za rozumnou dobu źıskáme
odhad prvńıch dvou rezonančńıch frekvenćı. Hlavńı myšlenkou bylo zapojeńı relé s hystereźı a uzavřeńı
zpětné vazby. Bylo dokázáno, že volbou znaménka zpětné vazby bude vybuzena př́ıslušná rezonance.
Toto tvrzeńı bylo ověřeno simulačně na teoretickém modelu. Výsledkem simulaćı byl spolehlivý odhad
prvńı rezonančńı frekvence. Pro druhou rezonanci se ukázalo, že velmi zálež́ı na ześıleńı relé. Př́ılǐs malé
ześıleńı vede na nedostatečné vybuzeńı systému, zat́ımco velké ześıleńı vede na vybuzeńı třet́ı rezonančńı
frekvence. Je tedy velmi d̊uležité volit vhodné ześıleńı pro kladnou zpětnou vazbu. Ześıleńı relé je nav́ıc
pro oba zp̊usoby obecně omezeno shora, kdy při př́ılǐs velkém ześıleńı docháźı k přetáčeńı kyvadla.
Daľśım ověřeńım bylo provedeńı experimentálńıho měřeńı na reálném systému. Výsledkem byl znova
spolehlivý odhad frekvence pro zápornou zpětnou vazbu. Data naměřená pro kladnou zpětnou vazbu
vedla na odhad druhé rezonančńı frekvence s celkem vysokou odchylkou od předpokládané hodnoty.
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6.2. POROVNÁNÍ CHOVÁNÍ KAPITOLA 6. SROVNÁNÍ CHOVÁNÍ PRO RŮZNÉ DÉLKY LANA

Posledńım krokem bylo srovnáńı chováńı mezi modelem s identifikovanými parametry a reálným
systémem pro r̊uzné délky lana. Porovnáńı bylo provedeno formou vykresleńı frekvenčńıch charakteris-
tik. Ukázalo se, že experimentálńı odhad rezonanćı vede na takový odhad parametr̊u, pro který se model
shoduje s realitou v mı́stech prvńı rezonančńı frekvence, zat́ımco pro druhou rezonanci vzniká celkem
velká chyba. Tato odchylka byla zp̊usobena právě nepřesným odhadem z experimentu. Při odhadu pa-
ramter̊u pro přesněǰśı frekvenci druhé rezonance bylo dosaženo velké shody mezi modelem a realitou pro
obě rezonančńı frekvence.

Doporučeńım pro daľśı výzkum je optimalizace metody identifikace neznámých parametr̊u, aby byla
zajǐstěna kratš́ı doba jednotlivých odhad̊u. Rovněž by bylo užitečné provést detailńı analýzu buzeńı
rezonančńıch frekvenćı pomoćı relé se zpětnou vazbou. Tedy zjistit, proč pro kladnou zpětnou vazbu
docháźı k vybuzeńı frekvence, která je podobná, ale nikoliv shodná, s druhou rezonanćı. Nakonec by
také bylo př́ınosné obecně dokázat, pro jaké ześıleńı relé docháźı k nedostatečnému vybuzeńı systému a
vybuzeńı druhé a třet́ı rezonančńı frekvence.
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