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SEZNAM ZKRATEK

SEZNAM ZKRATEK

N obor pfirozenych cisel

R obor redlnych Cisel

C obor komplexnich &isel

Im[z] imaginarni ¢ast komplexniho cisla

Re[z] redlna ¢ast komplexniho Cisla

€ nalezi

i imaginarni jednotka

D, diskriminant algebraické rovnice n-tého stupné
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Algebraické rovnice jsou nezbytnou soucdsti matematiky. Slouzi k feSeni riznych problém(
jak v matematice, tak i vostatnich oblastech. Mezi tyto rovnice patfi kubické
a bikvadratické rovnice, které jsou také tématem této prace. Celda bakalarska prace je

rozdélena do péti samostatnych kapitol.

Prvni kapitola se bude vénovat zavedeni komplexnich Cisel a operacim s nimi. Komplexni
Cisla jako takova jsou nezbytnd pro obecné reseni algebraickych rovnic. Ddle bude v prvni

kapitole zminéna i zakladni véta algebry.

Ve druhé kapitole se zaméfime na transformace rovnic. Z vétsi ¢asti si ukazeme rlizné typy

substituci, které lze vyuzit k Upravam algebraickych rovnic na jednodussi tvar.

Treti kapitola se zaméti na historii feseni algebraickych rovnic. Stru¢né shrne historicky

vyvoj feseni algebraickych rovnic od starovéku az po stfedovék.

Ctvrta kapitola pfiblizi Fedeni bikvadratickych rovnic. Nejprve si popideme kvadratickou
rovnici, jejiz feSeni je pro bikvadratickou rovnici nezbytné. Poté se uz zaméfime na

bikvadratickou rovnici a to na jeji grafické i obecné reseni.

Posledni kapitola se bude vénovat kubickym rovnicim. PFiblizi feSeni algebraické rovnice
tretiho stupné pomoci grafického znazornéni, feSeni nékterych specialnich tvar(i a obecné

feSeni pomoci Cardanovych vzorcu.

Cilem této bakalarské prace je ucelené priblizit reSeni kubickych a bikvadratickych rovnic
od teoretického zdkladu az po feseni konkrétnich prikladi. Méla by poskytnout moznost
procviceni prace s komplexnimi Cisly, Uprav rovnic a feSeni vybranych algebraickych rovnic

druhého az ¢tvrtého stupné.



1KOMPLEXNI CiSLA

1 KOMPLEXNI CisLA

Pti hledani kofenu algebraickych rovnic pracujeme s n-tymi odmocninami Cisel. Ne vidy je
feSenim algebraické rovnice Cislo z oboru redlnych Cisel, proto je pro jejich feSeni tfeba
zavést dalsi, obecnéjsi obor Cisel, ktery nam obor redlnych isel rozsifi a umozni nam tak
najit kofeny i zdanlivé nefesitelnych rovnic. Zakladni dloha, ktera nam bude v této kapitole

slouZit jako motivace, je nalezeni kofenl kvadratické rovnice v nasledujicim tvaru:

kterd nema Fedeni v oboru redlnych &isel. To je patrné i z funkce f(x) = x2 + 1, na jejimz

grafu nenajdeme z4adné pruseciky s osou x.

-2 -1 0 1 X 2

Obrazek 1 Grafické funkce f (x) = x% + 1 (obrazek: autor)

Po Upravé dostdvame rovnici:

Tedy:

x=+V-1.
Otézka, ktera nas tedy bude zajimat je, €emu se rovna v—1.
1.1 HISTORIE

UzZ ve starovéku matematici pfisli na to, Ze nékteré ulohy vedouci na algebraické rovnice,

zpravidla druhého a tretiho stupné, zdanlivé nemaji feseni. Bohuzel nebyli matematici

schopni rovnice, které vedly na v—1, resit az do novovéku.
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Prvné se komplexni Cisla objevila v prvni poloviné 16. stoleti, kdy doslo k popsani feseni
kubickych rovnic. Tyto postupy byly zvefejnény v knihach Ars Magna od Gerolama Cardana
zroku 1545 a pozdéji L'Algebra parte maggiore dell’Aritmetica od Rafaela Bombelliho

vydané v roce 1572.

Do konce novovéku, v priibéhu 17. a 18. stoleti, se o komplexni ¢isla zajimalo mnoho dalSich
matematikd a doslo tak k zavedeni terminu a znaceni, které u komplexnich ¢isel pouzivdame
i dnes. Za zminku jisté stoji dva francouzsti matematici Albert Girard, ktery jako jeden
z prvnich formuloval Zakladni vétu algebry, o které bude fec niZe, a René Descartes, ktery
zaved| termin imagindarni Cislo. V 18. stoleti pak Svycarsky matematik Leonhard Euler vysel
ze slova imaginaire a zaved| symbol i prov/—1, co? velmi zjednodusilo matematicky zapis
komplexnich Cisel. Dalsi znami matematici, ktefi v této dobé s komplexnimi Cisli pocitali
jsou Isaac Newton, Johann Bernoulli nebo Abraham de Moivre. Na konci novovéku byla jiz

imagindrni Cisla nedilnou soucdasti nejen matematiky, ale i fyziky.

Na povrch vsak vyvstal novy problém a to, jak si komplexni Cisla predstavit. JelikozZ Ciselna
osa byla jiz zcela zaplnéna oborem realnych &isel, celili matematici problému, jak komplexni
Cisla intuitivné graficky interpretovat. Prvni naznaceni geometrické interpretace jako
spojeni bodu roviny s komplexnimi Cisly se objevilo uz na konci 17. stoleti v dile anglického
matematika Johna Wallise. Jeho napad byl vsak z vétsi ¢asti ignorovan. Znovu se propojeni
roviny s oborem komplexnich Cisel objevilo o sto let pozdéji roku 1799 v knize norského
kartografa a geodeta Caspara Wessela, ktery ve svém dile Om Directionens analytiske
Betegning, et Forsgg anvendt fornemmeling til plane og sphaeriske Polygoners
Oplgsningnabidl nabidl geometrické znazornéni komplexnich ¢isel jako bod(i nebo vektoru
roviny. | toto dilo nesklidilo velky zajem a mezi svétové matematiky se dostalo az po roce

1897, kdy bylo preloZeno do francouzitiny. Svycarského matematika Jean Roberta Arganda

zaujal vztah v—1-v—1= -1 a +v—1 tak interpretoval jako rotaci roviny o 90°
(CHOCHOLOVA, a dalsi, 2011).

K univerzalnimu pfijeti myslenky oboru komplexnich Cisel a jejich geometrické interpretace
doslo az v prvni poloviné 19. stoleti plsobenim francouzského matematika Augustina-
Louise Cauchyho a némeckého matematika Carla Friedricha Gausse, ktery komplexni Cisla

a jejich geometrickou interpretaci vyuzil k ddkazu zakladni véty algebry ve své disertacni
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praci. Ve stejné dobé byly také prijaty goniometrické a algebraické tvary komplexnich Cisel

tak, jak je zndme dnes.

William Rowan Hamilton predstavil v prvni poloviné 19. stoleti komplexni Cisla jako
usporadanou dvojici realnych Cisel. Zaroven také podal ucelenou aritmetickou teorii

komplexnich ¢isel (BECVAR, 2007).
1.2 ZAVEDENi KOMPLEXNIiCH CISEL

Definice 1.1: Komplexni Cislo z je usporadand dvojice realnych cisel (u, v), kde u, v € R;

u nazyvame redlnou c¢asti a v imagindrni C¢asti komplexniho Cdisla. Mnozinu vsech

komplexnich &isel znacime C.

Komplexni ¢isla ve tvaru (0,v), kde v # 0, jsou Cisla ryze imaginarni, kterd lezi na ose
imaginarni. Komplexni ¢isla ve tvaru (u, 0) jsou Cisla redlnd a tvofi realnou osu. Z toho

vyplyva, Ze mnozina redlnych Cisel R je podmnoZinou mnozZiny komplexnich ¢isel C.
Realnou ¢ast nékdy oznacujeme jako Re[z]. Imaginarni ¢ast ma oznaceni Im[z].

Zapis komplexnich Cisel jako usporadané dvojice ndm poslouzi k zavedeni komplexni neboli
Gaussovy roviny. Komplexni rovina je geometrickou interpretaci oboru komplexnich Eisel
a zobrazuje komplexni Cisla z jako vektory, poptipadé body, se soufadnicemi (u, v).
MuUzZeme si ji prestavit jako kartézskou soustavu souradnic, kde se vodorovna osa nazyva
realnd a svisld osa imaginarni. V této praci budeme pouzivat hlavné geometrické znazornéni
komplexnich Cisel jako vektorl komplexni roviny, které muize byt v nékterych pripadech

0 néco slozitéjsi, ale Ize ho velmi dobfe vyuzZit pro zndzornéni operaci s¢itani a ndsobeni. Na

obrazku niZe je zobrazeno komplexni ¢islo z; = (\/§; 1) jako vektor i bod.

2i

Obrazek 2 Geometricka interpretace komplexniho ¢isla (obrazek: autor)
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S komplexnimi Cisly se ale pfi feSeni algebraickych rovnic setkdme prevdiné ve tvaru

algebraickém, ¢i goniometrickém. Tyto tvary si tedy zavedeme.

Definice 1.2: Algebraicky tvar komplexniho isla z = (u, v) je vyraz z = u + vi, kde u, v €

R a i je imagindrni jednotka.

Pro imaginarni jednotku i plati rovnice i? + 1 = 0. Imaginarni jednotka tedy oznacuje
v—1.
Definice 1.3: Goniometricky tvar nenulového komplexniho ¢&isla z = (u,v) je vyraz

z =|z|(cosa +i-sina), kde |z| je velikost komplexniho Cisla, i je imaginarni jednotka

a a € (0, 2m) je argument komplexniho Cisla z.

Velikost komplexniho &isla si mOZeme pFedstavit jako velikost vektoru z°' = (u,v) to

znamend |z| = Vu? + v?. Vypolitdme tak vzdélenost komplexniho ¢isla od pocatku

v komplexni roviné. Argument komplexniho Cisla a lze vypoditat pomoci vztahl pro

P ) . , , v . u . v
pravouhlé trojuhelniky a plati pro néj cos a = 7 asina = T

Dal$im moznym zapisem komplexnich &isel je tvar exponencidlni, ktery vychazi z rovnosti
e'* = (cosa +1i-sina).

Definice 1.4: Exponencidlni tvar nenulového komplexniho ¢isla z = (u,v) je vyraz
z = |z|e'®, kde |z| je velikost komplexniho &isla, i je imaginarni jednotka a a € (0, 2m) je

argument komplexniho ¢isla z.
Dale si nadefinujeme komplexni Cisla opac¢nd a komplexné sdruzena.

Definice 1.5: Komplexni ¢isla z = (u,v) a z = (u,—v) nazyvame Cisla komplexné

sdruzena.

Obrazek 3 Cisla komplexné sdruZena (obrazek: autor)
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Definice 1.6: Komplexni ¢isla z = (u, v) a —z = (—u, —v) nazyvame &isla opacéna.

Obrazek 4 Opac¢na komplexni ¢isla (obrazek: autor)
Opacna komplexni ¢isla ndm mohou usnadnit rozdil komplexnich ¢isel, kdy misto odecteni
komplexniho ¢isla mdzeme pficist ¢islo opacné.
1.2.1 RESENE PRIKLADY

Pfiklad 1: Zapime komplexni &islo z; = (3, 1) v algebraickém, goniometrickém tvaru

a exponencialnim tvaru.
Reseni: Algebraicky tvar je ziejmé:
AR \/§ + l

Nalezeni goniometrického tvaru je uz slozitéjsi. Nejprve si uréime velikost zadaného

komplexniho Cisla a jeho argument:

|z, | = /(\/§)Z+12=\/3+1=\/Z=2,

V3 m

cose=—>a=—
2 6

Pomoci vypocitanych hodnot komplexni ¢islo prepiSeme do goniometrického tvaru:

Z1=2" (cos%+ i-sing).

Pro zapis komplexniho Cisla z; v exponencialnim tvaru pouZijeme jiz vypocitanou velikost
|z, | a argument « a zapiSeme jej jako:

i
z1 = 2es.

Priklad 2: Pfevedme komplexni ¢islo z, = 4 - (cosz?n +1i-sin 2?") do algebraického tvaru.
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Redeni: Vypocitame hodnoty goniometrickych funkci a upravime na algebraicky tvar:
zp =4 (-2+i2) = 2+ 243 L.

7T
PFiklad 3: Prevedme komplexni &islo z; = 2v/2e"+ do algebraického tvaru.

Redeni: Z definice exponencidlniho tvaru komplexniho &isla vime, Ze:

7T

|Z3|=2\/E a=-

Komplexni tedy zapiSeme v goniometrickém tvaru a nasledné pfevedeme do algebraického

tvaru jako v predchozim prikladu:

7 7n V2. V2
Z3 = 2\/§(c057+i-sinr> = 2\/§<——i—> =2 - 2L

Priklad 4: Naleznéme Ccislo komplexné sdruzené a cislo opacné ke komplexnimu dcislu

z, = —2 + 3i a ukaime jejich grafickou interpretaci.

Reseni: Komplexni ¢&islo si prevedeme do tvaru usporadané dvojice, abychom mohli pouzit
definice Cisel komplexné sdruzenych a opacnych komplexnich Cisel:
zy = =3+ 2i=(-3,2).
Pro nalezeni komplexné sdruzeného cisla vyuzZijeme danou definici:
Zy = (—3,-2)=-3 - 2i.
Pomoci definice nalezneme opacné komplexni Cislo Cisla z,:

—z,=(3,-2) =3 - 2i.

Graficky tato cisla mizeme zobrazit takto:
2i

Z4 i

-2i

Obrazek 5 Cislo opa¢né a komplexné sdruZené s ¢islem zs (obrazek: autor)

10
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1.3 OPERACE S KOMPLEXNIMI CiSLY

Na mnoZziné vsech komplexnich cisel C mame definovany stejné algebraické operace, které
zname z mnoziny realnych Cisel R. Operace s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni si ukazeme
jak pro komplexni Cisla ve tvaru usporadané dvojice, tak ve tvaru algebraickém, se kterym
se pfi feSeni algebraickych rovnic setkdme nejcastéji. Nasobeni a déleni si navic jesté

7

uvedeme pro komplexni ¢isla v goniometrickém tvaru pro vétsi nazornost.

Soucet dvou komplexnich Cisel z; = (uy, V1) = uy + v1i a z, = (Uy, V,) = U, + Uyl je
roven:
z1+ 23 = (Ug, v1) + (Up, v2) = (Ug + Uy, v + 13)
Zl + Zz = (ul + Uli) + (uz + Uzi) = (ul + uz) + (Ul + Uz)i.
MuzZeme si vSimnout, Ze s¢itame-li dvé komplexni Cisla ve tvaru usporadané dvojice, chova
se soucet stejné jako u vektord. Pri scitani komplexnich Cisel v algebraickém tvaru se

komplexni Cisla chovaji podobné jako mnohocleny. Soucet komplexnich Cisel Ize graficky

znazornit jako scitani vektor(i v komplexni roviné.

Obrazek 6 Graficky soucet dvou komplexnich cisel (obrazek: autor)
Odcitani komplexnich cisel se chova podobné jako séitani. Rozdil dvou komplexnich cisel
z; = (Uq,v1) = uy +vyiaz, = (uy,vy) = u, + v, je roven:
zy + 23 = (Ug,v1) — (Up, V2) = (Ug — Up, V1 — V)

Z1 + 2, = (ug +v10) — (U + v20) = (U — uy) + (v — vy)i.

11
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Nasobeni komplexnich Cisel je jiz o néco slozitéjsi a vychazime u néj ze vztahui-i = —1.
Z tohoto dlivodu provadime soucin komplexnich &isel spiSe v jejich algebraickém tvaru.

Soucin komplexnich ¢isel z; = (uy,v;) = uy + vyiaz, = (uy,v,) = u, + vV,i je roven:
zy 2 = (U, 1) * (Up, V2) = WUy — UpVp, Wy Uy + Uy V)
Z1Zy = (ug + v10) - (Uy + V50) = w0 + UV, + Uy Vyi + Uy v,i2
= (Uv1 — Upy) + (W v, + Uy vyl
Soucin v algebraickém tvaru je opét podobny, jako ten u dvojc¢lent. Rozdil je ale vtom, Ze
vyuiivdme vztahu i? = —1, proto je soudin imagindrnich ¢asti redlny a rovny

vli ) vzi = _Ulvz.

Pro grafické znazornéni nasobeni komplexnich Cisel vyuZijeme jejich goniometricky tvar,
ktery mnohem |épe popisuje, co se v komplexni roviné pfi nasobeni déje.
zy " Zy = |z1|(cosa; +i-sinay) - |zy|(cosa, +i-sina,)
= |z,| - |z,|((cos a; cos a, — sina; sina,) + i(cos a; sina, + sina, cos a,))

= |z,| - |zz|(cos(a; + ay) +i-sin(a; + ay))

Z tohoto vypoctu vyplyvd, Zze nasobenim komplexnich Cisel ziskdme nové komplexni cislo
s velikosti |z, | - | z3|, které s redlnou osou svird uhel rovny souctu a; + a,. Mlzeme si ho
predstavit jako nasobeni ¢isel |z, | a |z,| z oboru redlnych &isel, jehoZ vysledek se bude stale

nachazet na redlné ose, a nasledné otoceni celé soustavy o uhel a; + a;.

3i

2i

Z1* 2o

Obrazek 7 Grafické znazornéni soucinu dvou komplexnich ¢isel (obrazek: autor)
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3i

2i Y

Z1+ Zo 4

f

-1 0 1‘Zl|"22‘ 2 3

Obrazek 8 Otoceni soustavy pro nalezeni soucinu komplexnich ¢isel (obrazek: autor)
Déleni komplexnich Cisel je o néco sloZitéjsi nez nasobeni. Podil dvou komplexnich Cisel

7z = (U, v1) = u +viiaz, = (Uy, vy) = Uy + v,i, kde z, # 0 je roven:

Al (ulvl + UV UV — uzvl)
Zy uZZ + 1722 ’ uzz + 1722

zy  up vl (U vl (U —vpl) (W uy + v1v3) + (U vy — wy 1)l

Z, Uy + vy U2 + v,2 Uy? + 1,2
Pro lepsi pfedstavu si ukdzeme podil v goniometrickém tvaru.

zy  |zy|l(cosa; +i-sinay)

Z, |zy|(cosa, +i-sinay)

|z1|((cos a; cos a, + sinay sina,) + (cos a, sina, — sin a; cos a,)i)
- |z,|(cos ay? + sin a,?)

|24 |
= lz—l(cos(a1 —ay) +i-sin(a; — ay))
2

Na rozdil od oboru redlnych cisel R, existuje v oboru komplexnich ¢isel C n-ta odmocnina

kazdého cisla z € C.

Definice 1.7: Pron € N n-td odmocnina z komplexniho Cisla z je kazdé komplexni Cislo s,

pro které plati rovnost z = s™.

Plati, Ze kazdé komplexni Cislo z # 0 ma pravé n rliznych n-tych odmocnin, které miazeme

najim pomoci nasledujiciho vzorce:

a + 2km
— )k
n

g =7 (COS (ﬂ)

+i-sin(

13



1KOMPLEXNI CiSLA

kden € N, a je argument komplexniho ¢isla z.

Pro geometrickou interpretaci odmocniny komplexniho Cisla pouZijeme zndzornéni pomoci
bodl roviny. Hodnoty n-té odmocniny komplexniho cisla lezi na vrcholech pravidelného

n-uhelniku se stfedem v poc¢atku komplexni roviny.

2i
Z3
[ ]
i Z
® 1
i) 1 0 1 .l»_‘
-
@
Zy -2

Obrézek 9 Tteti odmocnina z komplexniho &isla z = 4v/2 + 4+/2i (obrazek: autor)
Specidlnim pfipadem je n-ta odmocnina z 1, kterad tvofi pravidelny n-udhelnik s jednim
vrcholem v 1, vepsanym do jednotkové kruznice se stfedem v poc¢atku. Sudé odmocninyz 1

lezi na pravidelném n-uhelniku, jehoz dva vrcholy lezi na realné ose v bodech 1 a —1.

Z, z,
b @
0.5i
Zall
4 | /v1
_¢ ’_
=% -0.5 0 05 /N
0.5i
7. @ @
5 Zg

Obrazek 10 Sestd odmocnina z jedné v oboru komplexnich ¢isel (obrazek: autor)

14



1KOMPLEXNI CiSLA

1.3.1 RESENE PRIKLADY

Priklad 1: Vypocitejme soucet z; + z, a rozdil z; — z, komplexnich Cisel z; = 6 + 2i
a z, = 2 — 4i zadanych v algebraickém tvaru a ukazme grafickou interpretaci obou

operaci.
Reseni: S komplexnimi &isly budeme poéitat jako s mnohoéleny.
zZ1+2,=(6+20)+2—-4i))=(6+2)+(2-4)i=8-2i
71 =2, =(6+4+20))—(2—-4)=(6+20)+(—24+4)=06-2)+2+4)i=4+6i
Pro grafickou interpretaci provedeme soucet vektort z; + z, a z; + (—2z,).

Bi -

2i frE

=2i >

4 -

Obrazek 11 Priklad - soucet a rozdil komplexnich ¢isel (obrazek: autor)
Priklad 2: Vypocitejme soucin komplexnich Cisel z; = V3+i a Zy = =2+ 2+/3i

v algebraickém i goniometrickém tvaru.

Reseni: V algebraickém tvaru budeme s komplexnimi ¢&isly poéitat jako s mnohoéleny

a zohlednime vztah i? = —1.

2,2, = (V3 +1) - (=2 + 2V3i) = —2v3 + 6i — 2i + 2V/3i?
=(—2v3-2V3) + (6 —2)i = —4V3 + 4i

Dale algebraicky tvar prevedeme do goniometrického:

B

T . . T
|z, =2 a, = = zy =2 (cos—+i-sin—
1 1 1 6 6

15
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21 . . 2T
|z,| = 4 a =~ = 22=4-(cos?+l-sm?).
Nakonec provedeme soucin, u kterého pouzijeme geometrickou interpretaci tedy:

zy " Zy = |z1| * |1z (cos(ay + ay) + i sin(a; + ay))

51
|z1| - |z,| = 8 051"‘052:?
8( 5n ti-si 57'[)
2,2, =8(cos—+i-sin—)|.
Pfiklad 3: Naleznéme &tvrtou odmocninu s &isla z = —8 + 8+v/3i v oboru komplexnich

Cisel.

Redeni: Vypocitame velikost komplexniho ¢isla a jeho argument

|z| = V64 + 192 = V256 = 16

Do vzorce pro vypocet n -té odmocniny komplexniho Ccisla v goniometrickém tvaru

dosadimen=4ak =0,1,2,3:

21 21
§1 = V16 - | cos ST +i-sin BT =2(cos€+isin€)
, Z42-1m —+2 1.7 o
S, = V16| cos B E— +i-sin cos—+lsm?)

33=4\/16- cos| ——— | +i-sin cos—+151n?

My 1.1 —+2 1-7

21
s4=4\/16- cos| =————|+i-sin cos—+lsm?>.

2?n+2-2-7r —+2 27T> 77T>

Tedy v algebraickém tvaru dostavame vysledky:

51:\/§+l 52:_1+\/§l 51:_\/§_l 52:1_\/§i.

16
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1.4 ZAKLADNIVETA ALGEBRY

Zakladni véta algebry uUzce souvisi z komplexnimi Cisly, ktera jsou pro jeji dlikaz

nepostradatelna. Jedna z jejich moznych formulaci je tato:

Véta: Kazda algebraickd rovnice s komplexnimi koeficienty ma v oboru komplexnich Cisel C

alespon jeden komplexni koren.
1.4.1 DALSi ZNENi ZAKLADNI VETY ALGEBRY

Tuto vétu mizZeme formulovat i jinak. Ekvivalentnim vyjadfenim této véty je naptiklad, Ze
pokud jsou Cisla xq,x5,x3, ..., X, kofeny algebraické rovnice f(x) =0, mlzeme ji

ekvivalentné zapsat ve tvaru:

(x—x)(x—x) ... (x —x,) = 0.

Ze zacatku byla pozornost vénovdana prevazné rovnicim s redlnymi koeficienty. Jean le Rond
d'Alembert pfiSel v 18. stoleti na to, Ze jestliZe je kofenem algebraické rovnice s redlnymi
koeficienty komplexni €islo ve tvaru z;, = u + vi, pak jejim dalSim kofenem musi nutné byt
i ¢islo z;, = u — vi, tedy Cisla komplexné sdruzena. Takova Cisla maji tu vlastnost, Ze rovnice
ve tvaru (Z —(u+ vi)) . (z —(u-— vi)) = 0 ma redlné koeficienty, protoZe pokud tyto

zavorky vynasobime, ¢len s imaginarni jednotkou vymizi:
(z—u—-vi)(z—u+wvi) =2z%—-2uz + (u? + v?).

Z toho nam vyplyva dalsi moznd formulace zakladni véty algebry: kazda algebraicka rovnice
s realnymi koeficienty mizZe byt vyjadiena pomoci soucinu linedrnich a kvadratickych
rovnic sreadlnymi koeficienty. Toto znéni bylo v pribéhu 18. stoleti velmi oblibené

(STILLWELL, 2010).
1.4.2 GAussOv DUKAZ

Jako jeden z prvnich se zakladni vétu algebry pokusil dokazat uz René Descartes, ktery se
velmi podilel na rozvoji matematiky. Kromé Ccisel kladnych pouzival i Cisla zdporna
a komplexni, jejichZ existence je pro dikaz zakladni véty algebry nutna. Ac se o dikaz této
véty pokusilo krom Descarta velké mnoZstvi matematik(, prvni exaktni dikazy prezentoval

a? Carl Friedrich Gauss ve své disertaéni praci na konci 18. stoleti (BECVAR, a dal$i, 1999).

17
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K dlikazu Gauss vyuZil tvrzeni, Ze polynom ve tvaru p(z) = a,z" + a,_1z" 1 + -+ a, se
pro dostatecné velkou hodnotu |z| chova stejné, jako jeho prvni ¢len a,z™ s nejvétsi

mocninou n. Dale predpokladal, Zze p(z) = 0 uvnitf kruhu s polomérem R = |z|.

Gauss plvodni polynom rozdélil na redlnou Re[p(z)] a imaginarni Im[p(z)] ¢ast a oba
vysledné polynomy postavil rovné nule. To provedl pomoci rozepsani z = u + vi a hledani
komplexnich a redlnych ¢lend. Jeho cilem bylo najit prisecik obou kfivek, protoze v tomto

bodé musi platit:

0 = Re[p(2)] = Im[p(2)] = p(2).

Pro velkou hodnotu |z| budou tyto kfivky velmi podobné kfivkam Re[a,z™] a Im[a,z"].
Jedna se o kfivky prochazejici stfedem, jejichz ramena pravidelné alternuji mezi Re[a,,z"]

almla,z"].

Pro dokonceni Gaussova dukazu bylo nutné ukazat, Ze se tyto kfivky protnou nékde uvnitr
dostateéné velkého kruhu kolem pocatku s polomérem R = |z|. To Gauss povazoval za
nevyvratitelny fakt, ktery nemuize nikdo napadnout. Pfedpokladal, Ze rozdélené ¢asti krivek
Re[a,z"] a Im[a,z™], které stfidavé vychdzi z vnitiku kruhu se musi nékde uvnitf tohoto
kruhu spojit. Vzhledem k tomu, Ze vné kruhu alternuji, bylo by prakticky nemozné, aby

neexistoval alespon jeden jejich prisecik.

Relay, 2"

I'm|ay,z"|

Obrazek 12 Znazornéni kiivek Re[anz"] a Im[anz"] Gaussova dlikazu (obrazek: autor)

18
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Dukaz existence prlseciku téchto kfivek neni trividlni a poprvé ho predstavil az roku 1920

Ostrowski (STILLWELL, 2010).

Tento dikaz zroku 1799 je vSeobecné uzndvany jako prvni platny dikaz zakladni véty
algebry i pres svou nedokonalost. Gauss zakladni vétu povaZoval za velmi duleZitou

a béhem svého Zivota vypracoval nékolik dalSich dlkaz(i zakladni véty algebry.
1.5 NERESENE PRIKLADY

1. Zapiste komplexni ¢islo z; = (—3,—3+/3) v algebraickém, goniometrickém tvaru
a exponencialnim tvaru.

4 41 4T
[—3 —3v3i;6 (cos? +i- sin?> 16e'3

Y . R mo, . . 7. Y .
2. Prevedte komplexni Ccislo z, =8-(cosT+L-smT) do tvaru usporadané

dvojice, algebraického a exponencialniho tvaru.

|(4V2,-42); 42 - 42 ; sei%”]

L1171
3. Prevedte komplexni ¢&islo zz; =2v3e's do tvaru uspofadané dvojice,

algebraického a goniometrického tvaru.
11m 11m
[(3, —\/5); 3—+3i;2V3 (cosT +i sinT)]

4. Naleznéte Cislo komplexné sdruzené a Cislo opacéné ke komplexnimu Cislu
z, = 5+ 2i a ukazte jejich grafickou interpretaci.

[5—2i; =5 —2i]

5. Vypocditejte soucet zg + 2z, a rozdil zg— zg komplexnich Cisel zg = ; + 2i

azZg = %— i zadanych v algebraickém tvaru a ukazme grafickou interpretaci obou

operaci.

[2+i;1+ 3i]

6. Vypocitejte soucin komplexnich ¢&isel z; = 3v3+3i a zg=1-— V3i
v algebraickém i goniometrickém tvaru.

117r)'

11m
[6\/§ —6i;12 (cosT + i sinT

7. Naleznéte tfeti odmocninu s Cisla zg = 2 + 2i v oboru komplexnich Cisel.

[ 51 = \/E(cos£+ isinl) ]

12 12
3 3n
S, = \/E(COST + isinT>
17m 17m
|53 = ﬁ(cosi + isin §>
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2 TRANSFORMACE ROVNIC
Definice 2.1: Rovnici s nezhamou x € C ve tvaru
fxX) =apx™+ an_1x™" 1+ an_x" %+ +ax+a, =0,

kde neNn=>1, a, #0 a ag a4, ..,a, € C, nazyvdme algebraickd rovnice n -tého

stupné. Cisla ay, a4, ..., a,, jsou komplexni koeficienty algebraické rovnice.
Pokud je a,, = 1, jedna se o normovany tvar algebraické rovnice.

Algebraickou rovnici, kde n =1, nazyvdme linearni rovnice. Pro n =2 mluvime

o kvadratické rovnici, pro n = 3 o kubické rovnici a pro n = 4 o rovnici kvartické.

Pfi reSeni algebraickych rovnic je ptihodné provést transformace, které ndm nalezeni
vysledku zjednodusi, napfiklad tim, Ze nékteré ¢leny z rovnice vymizi. Pro nasi potiebu

zminime nékteré vhodné Upravy a zavedeme nékolik mozZnych substituci za x.
2.1 EKVIVALENTNI UPRAVY

Definice 2.2: Dvé algebraické rovnice ve tvaru g(x) = 0 a h(x) = 0 jsou ekvivalentni pravé

tehdy, kdyZz maji stejné koreny.

Mezi ekvivalentni Upravy rovnic fadime takové Upravy, které nezméni kofeny dané rovnice.
Patfi mezi né pficteni, popfipadé odecteni, stejného vyrazu na levé i pravé strané rovnice

a vynasobeni, popfipadé vydéleni, obou stran rovnice stejnym nenulovym vyrazem.

Plati tedy, Ze rovnice ve tvaru

9(x) = h(x)

je ekvivalentni s nasledujicimi dvéma rovnicemi:
gx)+a=nh(x)+a, ag(x) = ah(x),a + 0.
Odectenim celé jedné strany rovnice lze jakoukoli rovnici prevést na nami pozadovany tvar:
f(x) =g(x) = h(x) = 0.
2.2 BINOMICKA ROVNICE

Definice 2.3: Algebraicka rovnice ve tvaru

n j—
ap,x"—ay =0,
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kde a,,ay, € C,a,,ay # 0aa,_1,a,_s, ...,a; = 0 se nazyva binomicka rovnice.

Mezi ekvivalentni Upravy rovnice nem(zZeme fadit umocriovani a odmocrfovani. Mame-li
binomickou rovnici, kde a,, = 1, ay # 0 a ostatni koeficienty jsou rovné nule, hovofime

o takzvaném normovaném tvaru binomické rovnice:
x"—ay =0,

ktery ma pravé n rliznych kofenl x4, x5, X3, ..., X;, Z oboru komplexnich Cisel. Tyto kofeny

mUlzZeme nalézt pomoci vztahu pro n-tou odmocninu komplexniho &isla:

n a+ 2km a+ 2km
X, = +/]agl - (COS(T) + i-sin(T)),k =01,..,n—1,

kde ay € C; ay = u + iv = |ay| - (cos(a) + sin(a)), @ = arcsin (|;—|) = arccos (ﬁ)
0 0

Proay € Rplativ =0Au = ayg = a = 0. VySe uvedeny vzorec tedy mizeme zjednodusit

na tvar:

2km 2km
x = laol - (COS(T> +i-sin(T)),k =01..,n-1

2.2.1 RESENE PRIKLADY
P¥iklad 1: Re$me kvadratickou rovnici
—5x%2+20=0.

Redeni: Rovnici nejprve vydélime &islem -5 a prevedeme ji tak na normovany stav

binomické rovnice:
x?—4=0.
K obéma stranam rovnice pri¢teme Cislo 4, ¢imZ dostaneme rovnici ve tvaru:
x? = 4.

Hleddame tedy druhou odmocninu cisla 4. Dosazenim do vzorce najdeme dva rzné realné

kofeny dané rovnice

x; = 3141 (cos(0) +i-sin(0))  x, = /14| - (cos(n) + i - sin()),

tedy
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Dale budeme podobné vysledky zapisovat jako:
xl‘z = i‘Z

P¥iklad 2: Re$me kubickou rovnici

Reseni: Vynasobenim rovnice &islem ; pfevedeme rovnici na normovany stav binomické
rovnice:
x3—-1=0.
K obéma strandm rovnice pfi¢teme Cislo 1 a zménime ji tak na rovnici:
x3 =1,

kterd ma pravé tfi rGzné kofeny x4, x5, x3 € C, které nalezneme dosazenim do vzorce:

X, = i/m (cos(0) +i-sin(0))
Xy = vm (cos (2?”) +1i-sin (2?”))

41

4r
x3 = /]1] - (cos <?) +i-sin <?)>
Po upravé jsou hodnoty kofent nésledujici:

+—i.

N |-
~ (S

X1=1 Xp3 = —

)

2.3 VIETOVY VZORCE
Pro kofeny x4, X5, X3, ..., X, rovnice n-tého stupné z oboru komplexnich cisel C plati:
fX) =apx™+ an_x" 1+ +a;=a,(x —x)(x—x3) ... (x —x,) =0

Vietovy vzorce muzZeme pouzit k jednodussimu nalezeni korenl algebraickych rovnic
prevedenim rovnice n-tého stupné na soucinovy tvar a nasledné na n linedrnich rovnic ve

tvaru:
x—x1=0

x—x, =0
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x—x, =0.

Vietovy vzorce jsou velmi ¢asto pouzivané pti feSeni kvadratickych rovnic s redlnymi
celociselnymi koreny. Pro naSe potieby uvedeme vztahy, jak pomoci Viétovych vzorcu

nalezneme kofeny algebraické rovnice druhého stupné s koeficientem a, = 1 ve tvaru:
x?+ a;x +ay=0.
Pro kofeny x4, x, této rovnice plati nasledujici vztahy:
X1"Xy =Qg X1+ Xy =—a.

Podobné vztahy existuji i pro algebraické rovnice vyssich fadd, o téch se ale budeme vice

bavit v kapitolach vénujicich se pfimo feseni kubickych a bikvadratickych rovnic.
2.3.1 RESENE PRIKLADY
Priklad 1: S vyuZitim Vietovych vzorcl feSme kvadratickou rovnici
x2+2x—-3=0.
Reseni: Vime, Ze pro kofeny zadané rovnice musi platit:
X1 X, = —3
X1+ x, = —2.

MuUzZeme hledané hodnoty hadat zuvedenych vztahl nebo se k poZzadovanému

soucinovému tvaru dostaneme algebraickymi Upravami zadané rovnice.
x2+2x—-3=0
x2+3x—x—-3=0
x(x+3)—(x+3)=0
x+3)x—-1)=0
Po upraveni rovnice do soucinového tvaru, ji mdZzeme prepsat jako dvé linearni rovnice:
x+3=0 x—1=0.

Nasledné uz se dostavame ke kofenlm zadané kvadratické rovnice:
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Priklad 2: S vyuZzitim Vietovych vzorct feSme kvadratickou rovnici
x% + 5x = 0.
Reseni: Zadanou rovnici upravime algebraickymi Gpravami na soucinovy tvar:
x(x+5) =0.
ProtozZe plati, Ze x = x — 0, mUZeme rovnici upravit do tvaru:
(x—=0)(x+5)=0.
Z toho vyplyva, Ze kofeny rovnice jsou nasleduijici:
x1 =0 x, = —5.
2.4 SussTITUCEX =y + k

Jako prvni si zavedeme substituci x = y + k, kde y je proménna a k je konstanta. Pomoci
této substituce prevedeme plvodni rovnici f(x) = 0 do tvaru f(y + k) = 0, ktery lze

zapsat takto:
fO+k)=a+"+a v+ "+ =0,
fy+k)=a,y*+ (nak +a,_)y**+ - =0.
Zvolime-li hodnotu k tak, aby platilo
nayk+a,_.1=0

ap-1
na,

k=—

je koeficient u y™~1 roven nule, coz maze byt pfi fedeni nékterych rovnic vyhodné.

Pomoci této substituce Ize odstranit i jiny koeficient , napfiklad koeficient a,,_,, nebo i vice
koeficientll zdroven. Nalezeni potfebné konstanty je ale o mnoho slozZitéjsi a vyzaduje

feSeni dalsich algebraickych rovnic.

Pokud jsou xq, x5, X3, ..., X, kofeny plvodni rovnice, pak jsou kofeny upravené rovnice

rovny x; — k,x, — k,x3 — k, ..., x, — k.
2.4.1 RESENE PRIKLADY

Priklad 1: Pomoci substituce x = y + k feSme kvadratickou rovnici
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x2+6x+5=0.
Redeni: Ur¢ime hodnotu k z vy$e uvedeného vztahu:

__ @ _ 6_

2a, 2
Pomoci substituce x = y — 3 prevedeme rovnici do tvaru:
y2—6y+9+6y—9+5=0
y2—4=0.
Z toho vyplyva:
Y12 = E2.
Pouzitim substituce se vratime k hodnotam pro x:
x,=2-3=-1 X, =—2—3=-5,
Priklad 2: Pomoci substituce x = y + k feSme kubickou rovnici
x3+6x%2+12x +7 = 0.
Reseni: Ur¢ime hodnotu k z vyse uvedeného vztahu:

k=2 6 2
"~ 3a; 3 7

Pomoci substituce x = y — 2 prevedeme rovnici do tvaru:

y3—6y2+ 12y — 8+ 6y2 — 24y + 24+ 12y —24+7=0

Upravena rovnice ma tedy tfi kofeny, z nichzZ je jeden redlny a dva nalezi oboru komplexnich

Cisel:

~ |5

L.

N |-

y1=1 Yo3=—5%

Pomoci substituce se vratime ke korenlim pUvodni rovnice:

IS

3.
L.

t
2

N |

xl == _1 x2’3 = -
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2.5 SUBSTITUCEX = —Yy

Substituci x = —y pfevedeme puvodni rovnici n-tého stupné na rovnici tvaru:
f(=2) = an(=)"+ a1 (=)"" + @n (M) + @i (-y) +ao =0
(—DMapy™ + (D" tap_ "t + (D" Pap oyt + o —ay +ao = 0.

Zménime tedy znaménka u ¢lend s lichou mocninou. Pokud jsou x4, x5, X3, ..., X, kofeny

puvodni rovnice, pak jsou kofeny po substituci rovny —x;, —x5, —X3, ..., —Xj.

2.6 SUBSTITUCE X =

Ell A

Rovnice upravenad substituci x = %, kde y je proménna a k je konstanta, pro kterou plati

k # 0 ma tvar:

n-1

+--~+a1(%)+a0=0

FG) =) + o ()
Ay + a1 ky" 1+ -+ a k" ly + agk™ = 0

Tuto substituci pouzivame, chceme-li odstranit koeficient a,, a nahradit ho Cislem 1, volime
pak k = a,. Jsou-li x4, x5, X3, ..., X, kofeny plvodni rovnice, pak jsou nové kotfeny rovny

kxq, kxy, kxs, ..., kx,.
2.6.1 RESENE PRIKLADY

Priklad 1: Pomoci substituce x = = reSme kvadratickou rovnici

4
K
3x2+2x—-1=0.

Reseni: Nejprve si zvolime k = a, = 3 a poté pomoci substituce x = % prevedeme rovnici

do tvaru:
2
y© 2y
—+—=—-1=0
3 3
y2+2x—-3=0
-D»+3)=0.
Z toho vyplyva:

yi=1 Yy, = —3.
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Kotreny plvodni rovnice jsou tedy:
X, = é X, =—1
Priklad 2: Pomoci substituce x = % feSme bikvadratickou rovnici
4x* —13x24+9=0.

Reseni: Zvolime si k = a, = 4 a nasledné substituci x = % prevedeme rovnici do tvaru:

y4- 13y2

64+ 16

+9=0

y* —52y2+576 =0
(y* - 16)(y*—36) =0

Z toho vyplyva:

Kofeny plvodni rovnice jsou:

1
2.7 SUBSTITUCE x = 5

Pfi vypoctu algebraickych rovnic, které maji redlné koreny velmi malé, z pravidla
. oy “r o 1 oy .
s hodnotou mezi 0 a 1, mUZeme vyuzZit substituci x = 5 Abychom novou rovnici prevedli

do tvaru algebraické rovnice n-tého stupné, musime ji vynasobit hodnotou y™, vznikne

nam tedy nova rovnice ve tvaru:

n

Qe o e @

1
yr-f (;) =ay+ a1y +-+ay" 1 +ayy" =0.

Pokud jsou xi, X5, X3, ..., X, kofeny plvodni rovnice, kofeny nové rovnice jsou jejich

1

prevracené hodnoty, tedy xi,xi,x—, ,xi Z téchto hodnot Ize vyvodit, Ze substituci x = %
1 2 3 n

neni mozné poutzit pro x;, = 0.
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2.7.1 RESENE PRIKLADY

Pfiklad 1: Pomoci substituce x = % resme kvadratickou rovnici
24+ 1 + ! 0
X —x+—=0.
30 30

. . . . 1 .
Reseni: Rovnici pomoci substituce x = , upravime do tvaru:

(1)2+11 1+1_0
y 30 y 30
1 11 1 1
305750

305730

Rovnici vyndsobime vyrazem y?2, abychom ji pfevedli na algebraickou rovnici, a poté &islem

30 pro jednodussi poutZiti Vietovych vzorci:

14y 4y =0
307 "307 T

y2+11y+30=0
(y+6)(x+5)=0.
Z toho vyplyva:
y1=—6 y, = —5.

Koteny pUvodni rovnice jsou tedy:

__1 - _1
Xy =—7 X =~
Priklad 2: Pomoci substituce x = % reSme kubickou rovnici
1 1 1
3 2
x*—=x*—=x+-—==0.
3 4 12

., - N 1
Reseni: Rovnici substituci x = 5 prevedeme do tvaru:
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Poté celou rovnici vynasobime nejprve vyrazem y3 a nasledné &islem 12:
y3—3y2—4y+12=0
-3y -2)y+2)=0.
Z toho vyplyva:
y1 =3 y, =2 V3 = —2.
Kofeny pUvodni rovnice jsou tedy prevracené hodnoty:

X_l X_l X3 =
1_3 27 3= '

2.8 NERESENE PRiKLADY

1. Reste kvadratickou rovnici

5x%2+125=0
X —5(cosz+isinz)—5i
1 2 2/
X —5(cosz+isinz)——5i
2 2 2

2. Reéte algebraickou rovnici 6-tého stupné

7x6 —7 = 0.

Xy =cos0+isin0=1

T m 1 +/3

xzzcos§+lsm§=§+7
2r 2w 1 3.
X3:COS?+lSIH?:—E+71

X4 =cosT+isinm =—1
4r 4w 1 /3.
x5=cos?+lsm?=—§—7l
51 S5Sm 1 43
_x6=cos?+lsm?=§—7l_

3. Reste kvartickou rovnici

2x*+32=0.
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/A

3w

s
x1=2(cosz+isinz)=\/§+\/§i

Xy =2<cosj+isin7>=—\/§+\/§i

3w

X3 = 2(cos%+isin%) = —V2-+2i
| X4 = 2(cos%+isin%) =vV2-V2i |
4. Svyuzitim Vietovych vzorcl feSte kvadratickou rovnici
x2+6x—16 = 0.
[—8;2]
5. SvyuZitim Vietovych vzorcl feste kvadratickou rovnici
x2—2x—15=0.
[-3;5]
6. S vyuZitim Vietovych vzorcl feste kvadratickou rovnici
x% + 16x + 48 = 0.
[—12; —4]
7. Pomoci substituce x = y + k feSte kvadratickou rovnici
7x% + 28x — 35 = 0.
[-5;1]

8. Pomoci substituce x = y + k feste kubickou rovnici

x3+9x%+27x +19 = 0.

[-1;, =4 +V3i; —4 V3]

9. Pomoci substituce x = % feste kvadratickou rovnici
5x2+13x+ 6 = 0.

+-3

"5
10. Pomoci substituce x = % feste kvadratickou rovnici

30



2TRANSFORMACE ROVNIC

11. Pomoci substituce x = = e

=

12. Pomoci substituce x = = fe

18x% —15x + 2 = 0.

Ste kvadratickou rovnici
5 4 1 _ 0
S TR T

Ste kvadratickou rovnici
2 4 14 4 1 — 0
X T33* 33"

[1.2
6’3

[11
7’3

-5l
37 11
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3 HISTORIE RESENi ALGEBRAICKYCH ROVNIC

V této kapitole si pfiblizime, jak se vyvijelo feSeni algebraickych rovnic v historii. Doplnime

si tak kapitolu 1.1, ve které jsme se seznamili s historii komplexnich Eisel.

Uz ve starovéku lidé tesili ulohy, které vedly na algebraické rovnice. VétSina vétsich
starovékych civilizaci po sobé zanechala matematické artefakty, které svédci o jejich
porozuméni matematiky. Napt¥iklad ze starovéké Ciny se dochovalo Feseni n linedrnich
rovnic o n neznamych pomoci metody, které dnes fikdme Gaussova eliminacni metoda.

Pouzivali také kladna i zaporna cisla.(STILLWELL, 2010).

Z dochovanych pramen(l mizZeme usoudit, Ze ve starovékém Egypté byla matematika velmi
pokrocild a to z velké Casti v oblasti geometrie o ¢emz svédci i dochovana svédectvi ze
starovékého Recka. Starovéci Egyptané pouzivali desitkovou soustavu a znaky pro
jednotliva Cisla jsou dochovany uz z doby pfiblizné 3000 let pt. n. I., pozdéji pak pfibyly
znaky i pro nékteré zlomky. V Rhindové a Moskevském papyru mlzeme nalézt slovni tlohy
vedouci na linearni rovnice a to hlavné jako hledani nezndmého mnoistvi za dané
podminky. Jednim typem takovych slovnich uloh je hledani nezndmého mnozstvi, které je

zvétSené o urcitou ¢ast. Tyto Ulohy vedou na rovnice ve tvaru:

(1+1) = b
g)x=b

kde % je kmenny zlomek. Pfi jejich feSeni byla uZivana napfiklad metoda chybného

predpokladu, pfi které je pouzit pfedpoklad, Ze nezndma je rovna Cislu k. Takové reseni by

mohlo vypadat nasledovné:
(1+2)e=15
2)* =

1
=4 1+-]4=5
*o _’( +4)
15:5=3 - x = 3x,

x=12.
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Dochovaly se i Ulohy, které vedou na nékteré neuplné kvadratické rovnice. Tyto ulohy jsou
vSak pomérné poskozené. Nejsou dochovdny Zzadné ulohy, které by vedly na uplnou

kvadratickou rovnici (BECVAR, a dal3i, 2003).

| z Mezopotamie mame mnoho matematickych artefaktu, tentokrdt v podobé hlinénych
tabulek. Matematické vypocty mlZeme najit nejen v Cisté matematickych textech, ale
i v hospodafstvi a v dalSich oblastech béZzného Zivota. Velmi rozvinuty byl i drokovy pocet.
Ke zjednoduseni zapisu Cisel doslo ve 3. tisicileti pf. n. I., kdy doSlo k rozvoji klinového
pisma. Do té doby byla predstava cisel velmi Uzce spojena s fyzickymi objekty.

V Mezopotamii byla vyuzivana kombinace desitkové a Sedesatkové soustavy.

Ve starovéké Mezopotamii zcela chybéla matematickd symbolika. Pro neznamé proto byly
vyuzivany geometrické pojmy. Pro linedrni ¢leny délka, Sitrka nebo hloubka, pro kvadratické

obsah, ¢tverec, délka-Sitka a pro kubické napfiklad objem.

Ptiklady vedouci na linedrni rovnice, pfipadné soustavy linedrnich rovnic, se dochovaly
vétsSinou jen castecné. MUZeme predpokladat, Ze k jejich reSeni dochazelo eliminaci
neznamych ¢i metodou chybného predpokladu. O vysoké drovni matematiky
v Mezopotamii svéddi ulohy vedouci na kvadratické rovnice. Byly vytvoreny vzorové

priklady, které slouzily jako navody pro nasledujici typy kvadratickych rovnic:

2 _

=q

x2+q=px

x2=px+gq

x2+px=q

ax? + bx = c.
Mezopotdmsti matematici nikdy nedospéli k obecnému reseni kvadratické rovnice a to
hlavné kvili tomu, Ze za kofen brali pouze kladna Cisla. Kromé toho byly v Mezopotamii
feSeny i ulohy vedouci na bikvadratické rovnice, jejichZz znéni bylo velmi podobné Gloham
vedoucim na kvadratické rovnice. Na dochovanych tabulkach najdeme i Ulohy na kubické
rovnice, u kterych byl vsak vzdy uveden jediny vysledek i v pfipadé, Ze jich existovalo vice.
Tyto ulohy byly feSeny vétSinou pomoci tabulek a ndslednych odhad(, feSeni slozitéjsich

rovnic se nedochovalo (BECVAR, a dal3i, 2003).
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Matematici antického Recka navazovali na matematiku Egypta a velky diraz tak kladli na
geometrii. Jejich matematika poslouZila jako zaklad pro vyvoj matematiky v okoli
sttedozemniho mofe. Jednim z nejvétsich pfinostd pro matematiku jsou Euklidovy Zaklady.
V knize VI Euklidovych Zakladli mGzZeme najit geometrické fesSeni kvadratické rovnice

x% + 2ax = b, které je vyobrazené na obrazku nize:

a T
azT xz? T
a® ar a

Obrézek 13 Geometrické Feseni rovnice x? + 2ax = b (obrazek: autor)

Jednd se o doplnéni na ¢tverec. Velky ¢tverec md obsah rovny a? + b (STILLWELL, 2010).

Indicka matematika byla velmi dobfe rozvinuta. Indové uméli pocitat se zapornymi Cisly,

mocninami i odmocninami. Uméli vypocitat pfiblizné hodnoty kvadratickych iracionalit,

naptiklad V2 a v/3, a to pomoci vzorce

Jo=+a%+ ~a+—

kde a? byl nejvétsi ¢tverec mendi ne? Q. Tento vzorec byl pouZivan a? do stfedovéku.

Zachovala se také pravidla pro poé&itani s mnohoéleny (SYKOROVA, 2016).

Pfechod od geometrie do algebry je patrny ke konci starovéku aZz v raném stiedovéku.
Arabové shromazdovali poznatky z okupovanych a okolnich ndrodl. Navazovali na
starofeckou, kterou prevedli do algebraického zapisu, a indickou matematiku, zacali
vyuZivat slovni znageni pro x,x? a x3 a formulovali Fe$eni mnozstvi algebraickych rovnic.
Arabské preklady matematickych dél byly hlavnim zdrojem matematiky pro stfedovékou

Evropu. Arablm vdé&ime za zaklady algebry tak, jak ji zname dnes (BECVAR, 2001).
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Matematici ve starovéku a stfedovéku uméli reSit jen nékteré typy kvadratickych
a kubickych rovnic. K formulaci obecnych feseni algebraickych rovnic vyssich radd doslo az
v novovéku a sobjevem komplexnich ¢isel (BECVAR, a daldi, 1999). Tato Fedeni si

rozvedeme v nasledujicich kapitolach.
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4 RESENi BIKVADRATICKYCH ROVNIC

V této kapitole se zaméfime na feSeni bikvadratickych rovnic. Bikvadratické rovnice jsou
specidlnim pripadem algebraickych rovnic ¢tvrtého stupné, které jinak nazyvame kvartické.
NeZ se zatneme zabyvat feSenim téchto rovnic, presnéji si definujeme nékteré dulezité
matematické pojmy. Samotny pojem algebraické rovnice uz jsme si definovali v kapitole 2
(viz Definice 2.1), ted se tedy zaméfime na konkrétni typy algebraickych rovnic, které se

primo vztahuji k této kapitole.
Definice 4.1: Rovnici s neznamou x € C ve tvaru
f(x) = ax* + azx® + ayx? + a;x + ay, =0,

kde a, # 0 a ay, a4, a,, a3, a, € C, nazyvame algebraicka rovnice ctvrtého stupné nebo

kvarticka rovnice. Cisla ag, a,, a,, as, a, jsou komplexni koeficienty algebraické rovnice.
Definice 4.2: Algebraickou rovnici ¢tvrtého stupné s neznamou x € C ve tvaru
f(x) = agx* + a,x? +a, =0,

kde a, # 0 a agy,a,, a4 € C, nazyvdame bikvadraticka rovnice. Cisla ag, aq, ...,y jsou

komplexni koeficienty algebraické rovnice.

Pro nas to tedy znamen3, Ze bikvadraticka rovnice je takova kvarticka rovnice, ve které se
nachazi pouze sudé mocniny neznamé x zatimco liché koeficienty a; a as jsou nulové. Diky
tomu se v rovnici nenachazeji liché mocniny neznamé x.

Kdyz se blize podivame na tvar bikvadratické rovnice, a pfipadné i na jeji nazev, mizeme si
vSimnout napadné podoby s kvadratickou rovnici. Pravé ztoho dlvodu se nejprve

zamérime na reSeni kvadratické rovnice a az poté na samotnou bikvadratickou rovnici.
4.1 RESENI KVADRATICKE ROVNICE

Definice 4.3: Rovnici s nezhamou x € C ve tvaru

f(x) = ayx?> + a1x + ag = 0,

kde a, # 0 a ag,aq,a, € C, nazyvame algebraickd rovnice druhého stupné nebo

kvadraticka rovnice. Cisla ag, a,, a, jsou komplexni koeficienty algebraické rovnice.
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My budeme pro vSechny algebraické rovnice pouzivat zapis koeficientd ag, aq, ..., a,, kde
n € N,n > 1.V literature se ale miZeme setkat i s timto zapisem pro kvadratickou rovnici:

ax’*+bx+c=0
kdea# 0aa,b,c €C.

Algebraickd rovnice druhého stupné ma v oboru komplexnich cisel C vidy dva koreny.
Specialné pro kvadratickou rovnici jesté plati, Ze jeji reSeni bud celé naleZi mnoziné
realnych Cisel R, nebo zadné rfeseni v redlnych Cislech nemad. Kofeny kvadratické rovnice
mUlzZeme nalézt mnoha rliznymi zpUsoby, napfiklad pomoci Viétovych vzorcl, které jsou
popsané ve druhé kapitole. Ted si ukdzeme nékteré dalSi z moznosti, jak kvadratickou

rovnici resit.
4.1.1 GRAFICKE RESENI KVADRATICKE ROVNICE

Pokud ma kvadraticka rovnice realné koeficienty, miizeme ji jednoduse resit pomoci grafu
kvadratické funkce a jeho pruseciky s redalnou osou. Timto reSenim vSak najdeme pouze jeji

realné kofeny.

Pfi hledani prisecik kvadratické funkce s redlnou osou mame tfi moznosti toho, co maze
nastat. Kvadratickd rovnice mlze mit 2 realné koreny, 1 dvojndsobny redlny kofen anebo
zadny realny koren. Pocet realnych korenl odpovida poctu prasecika grafu s redlnou osou.

Ukazeme si, jak tento graf ovliviuji jednotlivé koeficienty a,, a; a a,.
Uplné nejjednodussi pripad kvadratické funkce je

f(x) = x2.
Tedy pro koeficienty plati, Ze a, = 1,a; =0 a ag = 0. Tato funkce bude nase vychozi

a v obrazcich bude vyznaéena Cerné.

Jako prvni budeme ménit koeficient a,, ostatni koeficienty zlstanou nulové. Absolutni
hodnota tohoto koeficientu ovliviiuje, jak rychle graf stoupa nebo klesa. Pro koreny rovnice
to znamen3, Ze ovliviiuje jejich vzdalenost od sebe. Pokud jsou redlné kofeny dva, klesa
jejich vzdalenost se zvétsujici se hodnotou |a,|. Jeho znaménko nam zase fika, jestli je

funkce ryze konvexni nebo ryze konkavni.
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1

Obrazek 14 Graf kvadratické funkce proa, = —2,—1, — >

,i, 1,2; ay,a, = 0 (obrazek: autor)

Pokud ménime absolutni ¢len ay, posouvame graf po svislé ose o jeho hodnotu. Koeficient
a, ndm tedy urcuje prasecik se svislou osou. V naSem pfipadé, kdy je a, = 1 aa; = 0 bude
platit, Ze pokud je ag > 0, pak graf nema zadny prusecik s redlnou osou a rovnice tak nema
zadné realné kofeny. Pokud a, = 0, pak se graf realné osy dotyka ve svém vrcholu a rovnice
ma proto jediny dvojnasobny kofen. Pokud a, < 0, pak md graf dva pruaseciky

s vodorovnou osou a rovnice ma dva realné koreny.

Obrazek 15 Graf kvadratické funkce pro a, = —2,—1,0,1,2, pokud a, = 1 a a, = 0 (obrazek: autor)
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Nakonec se podivdame na koeficient a;. Pokud ménime koeficient a;, posouvame vrchol
z pocatku do roviny. Pokud a; # 0, a ag = 0, pak ma kvadratickd rovnice dva kofeny,

z toho jeden je vidy nula. To se da odvodit i pomoci vytknuti nezndmé x v predpisu funkce
f(x) = ax? + a;x = x(ayx + a;),

z ¢ehoz muzeme vyvodit kofeny

Obrazek 16 Graf kvadratické funkce proa; = —2,—-1,0,1,2, pokud a, = 1 a a, = 0 (obrazek: autor)
Pokud k vykresleni grafu nepouzivame pocita¢, je jeho nakresleni slozité bez znalosti polohy

vrcholu dané paraboly. Bylo by proto vhodné zapis upravit na tvar

f(x) = a(x — x0)* + ¥o,
kde mizeme lehce vycist soufadnice vrcholu V = [x,; yo]. Hodnota x, ur€uje posunuti
grafu na vodorovné ose a hodnota y, posunuti ve svislém sméru. Jednd se o tzv. doplnéni
na Ctverec, které si podrobnéji dale. SwvyuZitim algebraické identity

(a + b)? = a? + 2ab + b? mlzeme piedpis pfepsat do podoby

) =a, (x -(- 2%)) ' (ao - 4“—61)

ze kterého uz muzZeme lehce vyjadfit souradnice vrcholu pomoci koeficientl ay, a; a a,,
a; a? vers . oy . .
tedy V = ~5a %0~ .| S vyuZitim tohoto zapisu mizeme graf libovolné paraboly
2 2

alespon pfriblizné nakreslit mnohem presnéji. Provedeme tak, Ze nejprve nakrelime graf
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s oe . , v a
a,x?, poté jej posuneme ve vodorovném sméru o hodnotu —j a nakonec ho posuneme
2

2

/ v a . v7 .

ve svyslém sméru o ay — —4; . Vezmeme-li napfiklad funkci
2

fx) = x? + 2x,
jejiz graf je na obrazku vyse vyobrazen modre, mizeme jeji predpis prepsat do tvaru

f)=x-1)%-1

Z tohoto tvaru jiz jednoduse odvodime posunuti 1 na ose x a 1 na ose y.

Obrézek 17 Posun paraboly podle pfedpisu f(x) = x* + 2x = (x — 1)? — 1 (obrazek: autor)
Grafické reseni kvadratickych rovnic je vyhodné z mnoha dlvodu. Na prvni pohled vidime
priblizné fesSeni, pokud graf umime nakreslit alespor od ruky mizeme tak bez vypoctl uvést
pocet redlnych feSeni a pokud existuji, urcit jejich pribliznou hodnotu. Pro zaky, kteti se
s kvadratickou rovnici setkavaji poprvé, je grafické feseni pomérné intuitivni a propojuje

razné oblasti matematiky.

Mezi nevyhody takového reSeni patfi mozna nepfesnost. Pokud graf kreslime ruéné, neni
vzdy mozné koren z obrazku urcit. Stejny problém mizZeme mit i pocitacem vykreslenych
graf(, pokud jeho pruseciky s redlnou osou nejsou jednoducha desetinna nebo celd Cisla
aivtakovém pripadé je moiné udélat chybu. V pfipadé, Ze jsou kofeny iracionalni,
nemdame Zadnou Sanci je spravné urcit. Poslednim a asi nejvétSim nedostatkem je fakt, ze
jsme hledali pouze redlné koreny a vétsi ¢ast kvadratickych rovnic takto vyresit vibec

nemdlzeme.
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4.1.2 RYZE KVADRATICKA ROVNICE
Definice 4.4: Algebraickou rovnici druhého stupné ve tvaru
f(x) =ax*—ag=0

kde a, # 0 a ay, a, € C, nazyvame ryze kvadraticka rovnice. Cisla ag, a, jsou komplexni

koeficienty algebraické rovnice.

Ryze algebraicka rovnice je binomickou rovnici druhého stupné, jejiz obecné reseni jsme si
ukazovali ve druhé kapitole této prace. Ted'si toto reSeni zkonkretizujeme pro kvadratickou

rovnici. Upravou obecného zapisu ryze kvadratické rovnice

Qo
x?=—
a,
na tvar
Ao
X = |—
a,

o v T Y v v , . P . , v a
mUzZeme vidét, Ze jejim rfeSenim je druha odmocnina komplexniho Eisla a—o
2

Nejjednodussim pFipadem je Feseni, kdy je koeficient ay = 0. V tomto pfipadé ma rovnice

jediny dvojnasobny kofen x; , = 0.

Pokud jsou oba koeficienty a, a a, z oboru redlnych Cisel R a jejich podil je kladné realné

Cislo, tedy plati
aga; €ER; (ag>0Aa, >0)vV(ap<0Aa, <0),

pak jsou kofeny dvé redlna Cisla se stejnou absolutni hodnotou ve tvaru

ap

x1 = —
a;

Qo
x2 = — |—.
a,

Pokud je podil koeficientl zaporné realné Cislo, tedy pokud pro koeficienty plati

ag,a; ER; (ag>0Aa, <0)V(ay<0Aa, >0),
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s vrs

pak jsou oba kofeny ryze imagindrni Cisla ve tvaru

Ao| .
x1 - — 1
a,
Qo| .
X, = — [[—| -1
a,

Obecné, pro komplexni koeficienty a, a a,, lze ryze kvadratickou rovnici fesit podle vzorce

X, = Z—Z . (cos (%) +i-sin (%))
ao a+?2nr .. [a+2m
2= gl (cos(F57) + s (57))

kde ay, a, € C; % =u+iv= % (cos(a) + sin(a)), a = arcsin (ﬁ) = arccos <|alo>
2 2 — —_
az

az

Z prvni kapitoly vime, Ze n -té odmocniny komplexniho ¢isla z leZi na pravidelném
n -thelniku v komplexni roving, vepsaném do kruinice s polomérem 4/|z|. Druhé

odmocniny komplexniho cisla z tedy nalezneme v koncovych bodech uUsecky s délkou

2+/|z| a stfedem v poéatku komplexni roviny.

21

-1i N 31

Obrazek 18 Druha odmocnina z komplexniho ¢isla z = 2 — 7i (obrazek: autor)

Diky této vlastnosti druhé odmocniny miZeme obecné feSeni ryze kvadratické rovnice jesté

o néco zjednodusit, protoze z obrazku plyne, Ze oba koreny jsou opac¢na komplexni Cisla,
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neboli plati rovnost x, = —x;. Kofeny ryze kvadratické rovnice tedy nalezneme pomoci

vzorce

Qg

X1 =%
, a,

. (cos (%) +i-sin (%))
kde ay, a, € C; Z—z =u+iv= |Z—z| (cos(a) + sin(a)),a = arcsin <|a%> = arccos (ﬁ)
a2 a2

4.1.3 OBECNE RESENI KVADRATICKE ROVNICE

Az do ted jsme se bavili o konkrétnich specidlnich pripadech kvadratické rovnice. Jak
bychom postupovali v obecném pfipadé pro algebraickou rovnici s koeficienty a,, a; a a,

z oboru komplexnich Cisel C, si ukazeme ted pomoci algebraickych Uprav.

Zatneme tim, Ze obecny tvar algebraické rovnice druhého stupné doplnime na uplny

¢tverec. Doplnéni rovnice na ¢tverec vychazi z algebraické identity
(a + b)? = a® + 2ab + b2.

Abychom této identity mohli vyuzit, pfevedeme kvadratickou rovnici nejprve na jeji
normovany tvar, tedy danou rovnici vydélime koeficientem a,, a poté jeji absolutni ¢len

prevedeme na pravou stranu.

ax>+a;x+ag=0

a a
X2+ —x+—2=0

a, a,
a Qg
x>+ —x=——
a; a

Po provedeni téchto Uprav mame na levé strané rovnice ¢leny s neznamou x a na pravé
strané libovolné komplexni Cislo. Nyni se vratime k jiz zminéné algebraické identité ve které
siza a ur¢ime neznamou x. Abychom na levé strané rovnice mohli vytvofit druhou mocninu
linedrniho vyrazu (a + b)?, je tieba, abychom zajistili, e se nejprve rovna pravé strané

vs v

algebraické identity. Diky nasim Upravdm mame uzZ z vétsi ¢asti hotovo, na levé strané

/ v v a / ;v
mame u? ¢leny a® = x%2 a 2ab = a—lx. Z toho nam vyplyva, ze
2

a
2h = —,
a;
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z ¢ehoz uz midzeme vyvodit, Ze za b Ize dosadit
a,

2a,’

a tedy
2
a
b2 =—.
4a;

Tento vyraz tedy pricteme na obé strany rovnice

2
2, 4 air Qo aq
xX“+—x+ S =TT
a, 4as a, 4aj
, 0 a?  a?—4aya,
X+t —xt+t—= 5
a, 4as 4a;

V tuto chvili uz leva strana rovnice odpovida linearni identité a rovnici proto mizeme

prepsat do tvaru
a? — 4aya,

2
4as

)

a, )2

X+
( 2a,

2
, p p v Py aji—4apay . v . . v .
ktery ma na pravé strané komplexni ¢islo 14—202, jehoz jednu odmocninu oznaéme jako
2

az — 4aya,
43
a, a? — 4aya,
X+o,—=+% R
2a, 4a;
a, az — 4aya,
= — i >
2a, 4a;

Pro vyraz x + — tedy plati
2(12

tedy
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—a, ++/af —4aqa,

2a,

Kofeny x; a x, kvadratické rovnice musi byt nutné jedno, nebo obé, z komplexnich Cisel ve

tvaru

—a, ++a? —4aya, —a, —a? —4aya,

nebo x, =
2a2 2 2a2

x1:

Nakonec si jesté uvedeme dlikaz toho, Ze tato rovnost opravdu plati a obé tato komplexni
Cisla odpovidaji kofrenim obecného tvaru kvadratické rovnice. Existuje vice dlikazt, my si
vSak ukazeme dikaz, ktery uvadi Schwarz (1958), pouze s upravenym znacenim tak, aby

odpovidalo tomu, jaké je pouzivané v této praci.

Z druhé kapitoly jiz vime, Ze pro kofeny normované rovnice plati:

a, Qo
2 +—x+—=(x—-x)(x—2x,) =0,
az az
coz je rovnost, kterou je nutné dokazat, Ze plati pro dana Cisla x; a x5, ktera jsme si pred
chvili odvodili. Z tohoto vztahu vyplivaji i rovnosti:

a, Qo
X1 +XZ=_a_X1xZ=a_.
2 2

Tyto rovnosti Ize lehce dokazat dosazenim

—a, ++a? —4aya, LT ai —4apa,  —2a, a,

Zaz 2 a, 2 a, a,

x1+x2=

—a; +ai —4aga, —a; —+ai —4apa; _ af — (af —4apa;)  4aga, 4
2a, 2a, 4a’ 4a:  ay’

X1Xy =

Dokazali jsme si, Ze tento tvar korenu plati pro kazdou kvadratickou rovnici s komplexnimi
koeficienty. Ted se je$té zaméfime na vyraz a? — 4aya,, ktery se v ndmi vypocitanych
kofenech nachazi pod odmocninou. Tento vyraz nazveme diskriminant algebraické rovnice

druhého stupné D,. S timto novym znacenim muizZeme kofeny rovnice zapsat takto:

_—a t D,
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Uz z tohoto zdpisu je zfejmé, Ze hodnota diskriminantu ovliviiuje vlastnosti kofend. Proto
si popiSeme, jak vypadaji kofeny kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty v zavislosti na
hodnoté D,.

Pokud je D, > 0 md rovnice dva rGzné realné koreny. Jednim z takovych pfipadl je

napftiklad rovnice
2x>—-5x+2=0,
kterd ma koreny x; = —% a x, = 2. Pokud bychom tuto rovnici fesili graficky, nasli

bychom na vodorovné ose dva priseciky.

2

Obrazek 19 Graf funkce f(x) = 2x? — 5x + 2 (obrazek: autor)
Rovnice ma jediny dvojndsobny kofen jen pokud je D, = 0. To plati pro algebraické rovnice
druhého stupné obecné. Pro kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty je tento koren navic
i redlné Cislo. Prikladem takové rovnice je

1
Ex2+2x+2:O

s dvojndsobnym kofenem x; , = —2. Grafické feseni rovnice s D, = 0 se vyznacuje tim, Ze

se vrchol paraboly dotyka vodorovné osy.
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Obréazek 20 Graf funkce f(x) = ixz + 2x + 2 (obrazek: autor)
V ptipadé, Ze nastane D < 0, ma rovnice dva komplexni kofeny. Tyto kofeny jsou dvé

komplexné sdruzena Cisla

—ay +i+/|D,| —ay — i+/|D,|
1= 2 = .

2a, 2a,
Takovou rovnici je napriklad

x> =2x+2=0

skofenyx; =1+4+iax,=1—1.

1

Obrazek 21 Komplexné sdruzené kofeny kvadratické rovnice x? — 2x + 2 = 0 (obrazek: autor)

Pokud bychom se tuto kvadratickou rovnici pokouseli fesit graficky, nedokazali bychom

najit Zadny prusecik s redlnou osou a tedy ani zadné redlné koreny odpovidajici rovnice.
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2

Obréazek 22 Graf funkce f(x) = x? — 2x + 2 (obrazek: autor)

Hodnota odmocniny z diskriminantu /D, je pevné dana hodnota. Pro kladna realna Cisla je
tato hodnota také kladné realné Cislo, pro zaporna redlna Cisla jsou to kladné ndasobky

imaginarni jednotky i. Pro obecné komplexni ¢islo D, = u + vi; v # 0 je hodnotou jeho

druhé odmocniny /D, pro kladné hodnoty v

%(u+ u2+v2)+i %(—u+ u2+v2)

a pro zaporné hodnoty v

%(u+ u2+v2)—i %(—u+ u2+v2).

U jednotlivych odmocnin bereme vzdy kladnou hodnotu (SCHWARZ, 1958).

Pokud pouzivame pro nalezeni druhé odmocniny z komplexniho Cisla, kde v # 0, vzorec
vyuzivajici goniometricky tvar komplexnich Cisel, je pevné danou hodnotou takové
komplexni ¢islo, jehoZ realna ¢ast je kladna. Druhé odmocniny komplexniho &isla jsou vidy
Cisla opacna a druha hodnota odmocniny je ve vzorci pro x;, zastoupena opacnym

znaménkem.
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4.1.4 RESENE PRIKLADY

Pt¥iklad 1: Pomoci grafu najdéme pocet reSeni v oboru redlnych cisel kvadratické rovnice

2 hx+1=0
4x X =

a pokud realna feseni existuji, uréeme alespon jejich pfibliznou hodnotu.

Reseni: Danou rovnici si prepiSeme jako odpovidajici funkci a zjistime hodnoty x, a y,

_oap 1 _
o~ Zaz_ 21_
4
= “@ Y 19
Yo= o m g T T AT -

Nyni si pfepiSeme tvar predpisu funkce pomoci hodnot x, a y,

1 1
f@) =7 (x~ (=2))°+0 =G+ 22
S vyuzitim pomocnych funkci f; (x) a f,(x) si nakreslime graf funkce f(x).
fi(x) = x*
() = 7%
flx) = 4x

Graf funkce f,(x) nakonec posuneme vodorovné o —2. Z konec¢ného grafu vidime, Ze tato

rovnice ma jeden dvojnasobny redlny kofen x; , = —2.

Obrazek 23 Priklad - grafické reseni rovnice ixz + x4+ 1 =0 (obrazek: autor)
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Priklad 2: Pomoci grafu najdéme pocet feseni v oboru realnych Cisel kvadratické rovnice

—2x24+4x-3=0

a pokud realna feseni existuji, uréeme alespon jejich pfibliznou hodnotu.
Reseni: Napiseme si pFedpis odpovidajici funkce a vypoéitdme soufadnice vrcholu x4 a y,

f(x)=—-2x*>+4x -3

x__ﬁ__——1
7 2a, 2-(-2)
a? 42

Yo = Qo ta, 3 (<2 3+

Vrchol paraboly tedy najdeme v bodé V = [1; —1] a pfedpis funkce lze pfepsat do tvaru

f(x)=-2(x—-1)*>-1.
Graf této funkce budeme vytvafet postupné a to pomoci pomocnych funkci

f1(x), f2(x) a f3(x). Nejprve nakreslime prvni dvé pomocné funkce
filx) = —x?
folx) = —2x*
poté graf funkce f,(x) posuneme doprava o 1 na graf funkce f5(x)
fs(x) = —2(x — 1)?

a nakonec uz? jen tento graf posuneme svisle o —1. Z grafu f (x) vidime, Ze rovnice nema

zadna redlnd feseni. Kofeny x; a x, se tedy nachdzeji mimo realnou osu.

Obrazek 24 Ptiklad - grafické FeSeni rovnice —2x2 + 3x + 2 = 0 (obrazek: autor)
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Pt¥iklad 3: Pomoci grafu najdéme pocet reSeni v oboru redlnych cisel kvadratické rovnice

1
Ex2+3x+2=0

a pokud realna feseni existuji, uréeme alespon jejich pfibliznou hodnotu.

Reseni: Napiseme si pFedpis odpovidajici funkce a uréime si hodnoty x, a v

o4 3 3
0= T3g, T 51T
2
a? 32 9 5
=qyp——=2———=2—2-=—=
Yo 4a, e 2”2

. . vy . . 5
Ted uz mizeme bez problému urcit, Ze vrchol paraboly najdeme v bodé V = [—3; —5].

Pfedpis funkce mizeme tedy prepsat do tvaru

5 1

1 2 5
f(X):E(X—(—:S)) —EZE(X+3)2—E

a namalovat graf dané funkce. My jej budeme malovat postupné, pomoci ndsledujicich

pomocnych funkci

fi(x) = x?
(x) = 2
fo(x) = Ex
nasledné graf funkce f, (x) posuneme vodorovné o —3 na graf f5(x)
1 2
@) =5 +3)

a nakonec graf f3(x) posuneme svisle o — g, abychom dostali graf funkce f(x).

Z posledniho grafu mizeme lehce usoudit, Ze ma rovnice dvé realna feseni. Jejich presnou

hodnotu z grafu urcit nedokazeme, mlGzeme ale urcit jejich pfibliznou hodnotu:

Xy = =5 a X, = —1.
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Obrazek 25 Priklad - grafické feSeni rovnice ixz + 3x + 2 = 0 (obrazek: autor)
Priklad 4: Re$me ryze kvadratickou rovnici
(4—-8i)x>=0.

Reseni: Ze zapisu rovnice vidime, 7e neobsahuje absolutni &len. U z toho mGzeme usoudit,
Ze ma dana rovnice jen jediny dvojndsobny kofen rovny nule. UkdZzeme si, jak k takovému

vysledku dojit i pomoci ekvivalentnich Uprav.

(4 —8i)x2 =0
0
2
X T a g
x2 =0

x=v0  x,=-V0
X12 =10
Priklad 5: Re$me ryze kvadratickou rovnici
3x24+12=0

Reseni: Nejprve odecteme absolutni ¢len a poté celou rovnici vydélime ¢&islem 3.

3x24+12=0
3x2 = —12
12

2 . _

x 3

x?=—4
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Nyni najdeme druhou odmocninu z ¢isla —4. Protoze se jednd o zaporné Cislo, najdeme

odmocninu i jeho absolutni hodnoty a tu pak vynasobime imaginarni jednotkou i.
x =4
X, =V—4 x,=—/—4
x1 = |—4] x, =—iy|—4|
X, =20 x,=-2i
Rovnice ma tedy dva komplexni kofeny 2i a —2i.
Priklad 6: Resme ryze kvadratickou rovnici

(1+V3i)x®> +4V3—4i=0.

N .

ReSeni: Nejprve odetteme komplexni &islo 4V3 —4i a poté celou rovnici vydélime

&islem 1+ V3 i.
2ix% = —44/3 + 4i

,  —43+4i
Xt =——
1+V3i

Nyni musime vypocitat podil komplexnich Cisel. Z kapitoly 1 vime, Ze pro podil dvou

komplexnich Cisel v algebraickém tvaru plati:

2y U+ vl (U v (U —vpl)  (WaUy +v102) + (Uvy — Uy y)i
Zy B U, + vzi B uZZ + 1222 B uzz + UZZ '

Tento vzorec tedy pouZijeme.

2 (—4V3+4V3) + (4 + 12)i

1+ 3
16i
2 _ 20t
YT
x% =4i

Cislo 4i si prevedeme na goniometricky tvar, abychom mobhli lehce najit jeho odmocninu.
Jelikoz se jedna o Cislo ryze imaginarni, nasli bychom ho v komplexni roviné na imaginarni

ose. Z toho mizZeme vyvodit a = ga |z| = 4. Tedy
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x? = 4i
v/ S [
=4 (cosi +1i smi) .
Ted uz pomoci druhé odmocniny z komplexniho ¢isla nalezneme kofeny x; a x,. Protoze
vime, zZe vysledkem druhé odmocniny jsou dvé opacna komplexni ¢isla, staci, abychom nasli
pouze prvni kofen, druhy se bude liSit pouze znaménky.

= 4(cosg+ ising)

T T
X, = \/Z(cos—+ lsm

77 X xz——\/_(cosL+LsmL)

2-2 2-2

s T
X, = —2 (cos—+ lsm—)

X, = 2(cos—+lsm— 52 52

2-2

t J4(cos5
72
)
2

I8 /[
X, = 2(cosZ+lsm )

x1—2(cos—+lsm 2

X1 =V2+V2i x,=—2-+2i

KoFeny této kvadratické rovnice jsou tedy &islavV2 +vV2ia —V2 — V2.

Pfiklad 7: Re$me kvadratickou rovnici z pFikladu 1 v oboru komplexnich &isel C s vyuZitim

diskriminantu D,

L yxt1=0
4x X =V.

Reseni: Nejprve si vypocitame hodnotu samotného diskriminantu. Jeho hodnota nam

fekne hodné o vlastnostech kofen( této rovnice

D2 == a% - 4a0a2

1
D;=1*—4:1-7=1-1=0.

Z vypocitané hodnoty diskriminantu D, = 0 a faktu, Ze se jednd o rovnici sredlnymi
koeficienty, vidime, Ze tato rovnice ma jediny dvojnasobny koren v oboru redlnych cisel R.

Ted hodnotu diskriminantu dosadime do vzorce pro x; a x,
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1=, 2=
—1++/0 —-1-+/0
xl_ 1 xz_—l
2 " Z-Z
xl—xz—_z

Pfiklad 8: Redme kvadratickou rovnici z pFikladu 2 v oboru komplexnich &isel C s vyuZitim
diskriminantu D,
—2x2+4x—-3=0.
Reseni: Stejné jako v predchozim ptikladu si vypoéitdme hodnotu D,
DZ - a% - 4‘a0a2
D,=4>—-4-(-3)-(-2)=16 —24 = -8.
Diskriminant této rovnice je zdporné realné Cislo a koeficienty jsou také z oboru realnych

Cisel. To znamena, Ze rovnice ma dva rtizné komplexni koreny

—a T —a, = /B,

X1 Xy =

2a, 2a,
_ —4++/-8 _ —4—+/-8
nEDTE T2
—4+ 221 —4 —2\2i
xl = —_4 xZ = —_4
V2 V2

x1=1—7i X2:1+7l’.

Priklad 9: Re$me kvadratickou rovnici z pfikladu 3 v oboru komplexnich &isel C s vyuZitim

diskriminantu D,
1
Exz +3x+2=0.

Redeni: Stejné jako v pfedchozich ptikladech si vypoéitame hodnotu D,

Dz == a% - 4a0a2
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Protoze plati D, = 5a a,, a;,ay € R, bude mit rovnice dva r(izné koreny z oboru redlnych

Cisel. Ted' uz si diskriminant dosadime do vzorce pro kofeny

:—a1+\/D_2 _a1_\/D_2

X1 Xy =

2a, 2a,
-3++5 —3-+5
X1 =71 Xo =7 "1
2.2 2.2
2 2

x1=—3+\/§ x2=—3—\/§.
Pfiklad 10: Redme ryze kvadratickou rovnici z p¥ikladu 6 s vyuZitim diskriminantu D,
(1+v3i)x?+4V3—4i=0.
Redeni: Vypocitame si hodnotu diskriminantu
D, = a? — 4a,ya,
D, =0%—4-(4V3—4i)-(1++V3i)=-32V3 - 32i.

Na rozdil od predchozich pfikladd, neni hodnota D, z oboru redlnych &isel. Pro vétsi
prehlednost si odmocninu z D, vypocitdme zvlast a to pomoci pfevedeni na goniometricky

tvar

71

7
JD, =J—32V§—32i =\/64(cos?+isin?> .

Abychom dostali hodnotu /D, , na které jsme se domluvili, tedy komplexni Cislo s kladnou

realnou Casti (pokud readlnou ¢ast ma) pouzijeme ve vzorci pro odmocninu k = 1, abychom

71T
?+2kTE

> .

méli kladnou hodnotu cos Tedy

\/D_— 64( 71T+_ ) 771') —8( 197l'+. ) 197r>
y = cos6 lsm6 = 8| cos T i sin 7 )

Abychom méli jednodusi pocitani ve vzorci pro x; a x,, pfevedeme si do goniometrického
tvaru i koeficient a,
4 4
a, = 14++3i= 2(cos§+isin§).
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Koeficient a; vtomto pfipadé nutné pfevadét nemusime, protoze je nulovy, jeho hodnota

nam tedy nijak neovlivni hodnotu souctu. Ted uzZ si dosadime si vSechny hodnoty do vzorce

pro x; a x,
_—a1+‘/D2 _—al—,/Dz
xl_— XZ_—
2a, 2a,
0+8(c0519—7r +isin19—n) 0—8(c0519—n +isin19—n)
. 12 12 . 12 12
X1 = T, . T X2 T . . T
2-2(cos—+lsm—) 2-2(cos—+151n—)
3 3 3 3
8(c0319—” +isin19—”) —8(coslg—” +isin19—n)
_ 12 12 _ 12 12
X1 = 4 T . . T X2 = 4 T . . T
(cos; + i sin ;) (cos; + (sin ;)
_ 2( (197r n) +isi (197r n))
x; = 2|cos v 3 i sin v 3
_ 2( (1971 n) +isi (1971 n))
Xy, = cos v 3 i sin v 3
5@ 5m 5@ b5m
x1=2(cosT+lsmT) x2=—2<cosT+LsmT>

4.2 RESEN{ BIKVADRATICKE ROVNICE

V podkapitole 4.1 jsme se vénovali feSeni algebraické rovnice druhého stupné. Nase
poznatky ted zuZitkujeme pfi feSeni samotné bikvadratické rovnice, kterou jsme si

definovali v ivodu ¢tvrté kapitoly.
Bikvadraticka rovnice, tedy algebraicka rovnice ve tvaru
f(x) = agx* + ax? +ay =0,

je specialnim pripadem algebraické rovnice ctvrtého stupné. Vtomto specidlnim typu
kvartické rovnice chybi kubicky a linedrni ¢len a jeji tvar je tak velmi podobny rovnici
kvadratické. Tato podobnost ndm umozni bikvadratické rovnice celkem lehce fesit. Pojdme

si tedy odvodit jejich feseni pomoci jednoduchych algebraickych Uprav.

Nezndmou x si nejprve napiSeme pomoci zapisu se stejnym mocnitelem. Toho dosahneme

rozlozenim Cisla4 nasou¢in4 =2-2 Cisla2nasouéin2=2-1
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f(x) = agx?? + ax*! + ay = 0.
Nyni vyuZijeme exponencialni identity aP? = (aP)? a rovnici pfepiseme do tvaru
fx) = a,(x*)? + a,(x*)" + a, = 0.

Timto zapisem jsme se jeSté o néco vice pfriblizili tvaru kvadratické rovnice. Nyni se
pokusime né&jak zbavit vyrazu v zavorce a to pomoci jeho substituce za y. PrepiSme tedy

tuto rovnici pomoci substituce y = x? na tvar

fO) =ay*+ay+a,=0.
Jak mlGzeme dobre vidét, bikvadratickou rovnici jsme si snadno prevedli na kvadratickou
rovnici pomoci jednoduché substituce. Tento typ rovnice uZ feSit umime z predeslé
podkapitoly. Ted’, kdyzZ jsme si fesSeni bikvadratické rovnice nastinili, pojdme se podivat na
nékolik moznych feSeni konkrétnich pfipadl a nakonec i obecné feseni bikvadratické

rovnice.
4.2.1 GRAFICKE RESENI BIKVADRATICKE ROVNICE

Bikvadratickou rovnici s koeficienty z oboru redlnych ¢&isel mizeme podobné jako
kvadratickou rovnici Fesit graficky a to alespon pro x4,x5,x3,x4 € R. Obdobné jako
u kvadratické rovnice ndm graf mlze pomoci urcit pocet redlnych feseni a jejich ptibliznou
hodnotu. Na rozdil od grafu kvadratické funkce se graf funkce odpovidajici bikvadratické
rovnici nikdy neposouva ve vodorovném sméru a je vzdy soumérny podle svislé osy, jedna

se tedy o sudou funkci, protoze grafy x* a x? jsou také sudé.

Obrazek 26 Grafy funkci x*, x? a x* + x? (obrazek: autor)
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Z obrazku je vidét, ze graf funkce
f(x) = apx* + ayx? + a,,

kde a4, a,,a, € R a koeficienty a, a a, maji stejné znaménko, se podobd grafu x?2.
O parabolu se ale nejednd. Také si miizeme viimnout, Ze graf x* roste v okoli pomaleji nez
graf x?. Pravé tato zvladtnost ma za nasledek vzhled grafu funkce f(x), pokud maji

koeficienty a, a a, opacna znaménka.

Obrazek 27 Grafy funkci x*, x? a x* — x? (obrazek: autor)
Zamérime se ted na pocet redlnych reSeni dané rovnice s realnymi koeficienty podle toho,
jak vypada jeji graf. JelikoZ je jednd o algebraickou rovnici ¢tvrtého stupné, dana rovnice

muZe mit v oboru realnych Cisel maximalné 4 reseni.

Podobné jako u kvadratické rovnice, mize i u bikvadratické rovnice nastat situace, Ze
neexistuje zadné realné resSeni. V takovém pftipadé je graf bud cely pod a nebo nad
vodorovnou osou. Pfikladem bikvadratické rovnice s realnymi koeficienty bez redlného

feSeni je
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Obrazek 28 Graf funkce f(x) = x* — %xz + 1 (obrazek: autor)

ProtoZe je graf odpovidajici bikvadratické rovnici soumérny podle osy y, mize mit takova
rovnice jedno feSeni jen v pfipadé, Ze jeji koeficienty a, a a, maji shodné znaménko a
koeficient a, je nulovy. Pokud jsou splnény tyto podminky, dotyka se graf vodorovné osy
pravé v jednom bodé, kterym je nula. Nula je vtomto ptipadé také dvojnasobnym kofenem
dané rovnice, dalsi dva kofeny jsou jiz komplexni. Pfikladem rovnice s jednim

dvojnasobnym realnym korfenem je

Obrézek 29 Graf funkce f(x) = x* + %xz (obrazek: autor)
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Dva jednoduché realné korfeny dostaneme v pripadé, Zze dvé vnéjsi ramena funkce protinaji

vodorovnou osu. Pfikladem takové rovnice je

-2 -1 0 1 2

Obrézek 30 Graf funkce f(x) = ix“ — x% — 1 (obrazek: autor)

Naopak dva dvojnasobné kofeny ma bikvadraticka rovnice v pfipadé, Ze koeficienty a, a a,
maji rozdilnd znaménka a graf se osy x dotyka v obou minimech, pro a, > 0, nebo

maximech, pro a, < 0. Jako pfiklad takové rovnice si uvedeme

2x* —4x%2 4+ 2 =0.

-1 0 1

Obrazek 31 Graf funkce f(x) = 2x* — 4x? + 2 (obrazek: autor)
Bikvadratickd rovnice ma tfi rizné realné koreny, z toho jeden dvojnasobny, pravé tehdy,
kdyZz se osy x dotykd v nule a zaroven se sosou protina v jejich krajnich ramenech.

Koeficienty a, a a, musi mit tedy opac¢na znaménka a absolutni ¢len musi byt nutné roven
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nule. Nula je v téchto rovnicich dvojndsobnym kofenem. Rovnice s timto feSenim, kterou si

uvedeme je rovnice

Obréazek 32 Graf funkce f (x) = 2x* — 3x? (obrazek: autor)
Posledni ptipad bikvadratické rovnice, pro ktery si uvedeme grafické reSeni je takova

rovnice, které ma 4 redlné koreny. Pfikladem takové rovnice je napfiklad

7
x4—§x2+1=0.

T

Obréazek 33 Graf funkce f(x) = x* — gxz + 1 (obrazek: autor)

Stejné jako u kvadratické rovnice je grafické reseni bikvadratické rovnice vyhodné tim, zZe
k Ciselnému zdpisu dodava vizualizaci, ktera je vhodna pro predstavu jeho zapisu. Velkou
nevyhodou ale tentokrat je, Ze pokud neni absolutni ¢len nulovy, mizZe byt sloZité nacrtnout

graf i jen pfiblizné dobre, proto je pro jeho vykresleni vhodné vyuzit pocitac.
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4.2.2 BINOMICKA ROVNICE CTVRTEHO STUPNE
Definice 4.5 : Algebraickou rovnici ¢tvrtého stupné ve tvaru
f(xX) =ax*—ag=0

kde a, # 0 a ay, as € C, nazyvdme binomicka rovnice étvrtého stupné. Cisla a,, a, jsou

komplexni koeficienty algebraické rovnice.

Binomickd rovnice je specialnim pfipadem bikvadratické rovnice, ve které se nenachazi

v

kvadraticky ¢len. Najdeme v ni pouze ¢len kvarticky a absolutni. Jeji feSeni je o to jednodussi

4a0

X1,2,34 =
a,

Zajimavym pfipadem je pokud a,, a, € R, a zaroven je jejich podil pod odmocninou vétsi
nez nula. Pak najdeme kofeny této rovnice v komplexni roviné ve vrcholech ¢tverce se
stftedem v pocatku, z nichZ dva se nachazi na redlné a dva na imagindrni ose. Kofeny takové

rovnice miZzeme najit takto

x_4-a0 x_i4a0 X 4(10 X i4a0
1= | 2 =L = |7 g ="l .
ay Ay 3 Ay Ay

Obrazek 34 Kofeny rovnice x* — 16 = 0 v komplexni roviné (obrazek: autor)
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4.2.3 OBECNE RESENI BIKVADRATICKE ROVNICE

Obecné fedime bikvadratickou rovnici pomoci substituce y = x?2, o které uz jsme se bauvili.

Diky této substituci pfevedeme bikvadratickou rovnici

f(x) =ax*+a,x*+ay,=0
na kvadratickou rovnici s neznamou y

f) = ay* + ay +aq = 0.

Z podkapitoly o obecném feseni kvadratické rovnice vime, Ze pro koreny této rovnice plati

_az + \/ - 4‘a0a4 _az - - 4‘a0a4
= }’2 = .

a; a3
Y1 2a, 2a,

Po zavedeni diskriminantu
— A2
DZ —_ az - 4‘a0a4
mulzZeme pouZit zjednoduseny zapis

—a, £ ./D,

V12 = 2a,

Pokud se ted zbavime substituce y = x?, neboli x = \/—, dostaneme vzorec, podle kterého

mUzZeme najit vSechny koreny bikvadratické rovnice

_a2+\/E

X12 = T
’ 2a,

Ted se jesté zaméfime na to, jak hodnota diskriminantu D, bikvadratické rovnice ovlivni
vlastnosti jejich korenl. Pokud je D, = 0, dostavame pouze jeden dvojnasobny kofen

kvadratické rovnice y; ,. Pro kofeny bikvadratické rovnice to znamena, Ze

—a, —a,
A P T T
4 4

Rovnice ma v takovém pfipadé tedy dva dvojnasobné koreny.
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Pokud plati, Ze —a, + /D, = 0, pfipadné —a, — /D, = 0, pak ma kvadratickd rovnice
dva rdzné koreny, z nichZ jeden je nulovy y; = 0 a druhy je z oboru komplexnich &isel. Pro

koreny bikvadratické rovnice pak plati
x; =%x=0 X34 = 2\Y2 -
Rovnice ma v tomto pripadé dva rizné koreny a jeden dvojndsobny kofen rovny nule.

V pfipadé, ze D, = a, = 0, pak ma kvadraticka rovnice jediny dvojnasobny kofen y rovny

nule. Takova bikvadraticka rovnice ma jediny ¢tyfnasobny kofen rovny nule
X1=XZ=X3=X4=0.
4.2.4 RESENE PRIKLADY

Priklad 1: S vyuzitim graf(l odpovidajici funkce ur¢eme pocet a pfibliznou hodnotu realnych

korenU rovnice
3x* —5x2+ay=0

/ v 1 4
pro hodnoty absolutniho ¢lenu ay = -3 O;g.

X v . . v, 1
Re3eni: Nejprve vytvofime graf pro ag = — .

3t —4 27

Lo =

Obrézek 35 Priklad - graf funkce f(x) = 3x* — 5x2 — % (obrazek: autor)

Na grafu vidime, Ze vodorovnou osu protinaji jen vnéjsi ramena. Tato rovnice ma tedy dva

razné redlné koreny. O jejich hodnoté mlizeme fict
lx1| = |z

—2<x<-1 a 1<x,<2.
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Nyni vykreslime graf pro a, = 0.

32t —42°40

Obrézek 36 Priklad - graf funkce f(x) = 3x* — 5x2 — % (obrazek: autor)

Protoze je koeficient a, roven nule, dotyka se oproti pfedchozi hodnoté graf vodorovné
osy i vnule. Tato rovnice ma tedy celkem tfi rzné kofeny, dva jednoduché a jeden

dvojnasobny. O hodnoté jednoduchych kofend v tomto pfipadé mize fict
|2, | = [x5]
—2<x<-1 a 1<x3<2

a o dvojnasobném korenu

Obrézek 37 Priklad - graf funkce f(x) = 3x* — 5x2 — § (obrazek: autor)
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Graf se v tomto pfipadé dotyka vodorovné osy v obou lokalnich minimech. Z toho mizeme

odvodit, Ze tato rovnice ma dva rlizné dvojndsobné koreny, o jejichz hodnoté mizZeme Fict
lx1| = [x]
-1<x;, <0 a 0<x,<1.
Piiklad 2: Re$me binomickou rovnici ¢tvrtého stupné
3x*—768=0.
Reseni: Nejprve pri¢teme k celé rovnici ¢islo 768 a poté celou rovnici vydélime ¢&islem 3
3x* =768
x* = 256.

Ted' uZ jen celou rovnici odmocnime a najdeme vsechny ¢tvrté odmocniny Cisla 5 v oboru

komplexnich Cisel

x = V256.

JelikoZ je pod €tvrtou odmocninou kladné redlné Cislo, najdeme dva kofeny na redlné a dva

na imaginarni ose v komplexni roviné. Jejich hodnota je rovna
x; = V256  x,=i-V256 x3=-V256 x,=—i-V256
x;, =4 X, =4i X3 = —4 X, = —4i.

Priklad 3: Reme binomickou rovnici ¢tvrtého stupné

(3-V3i)x*—12-4V3i=0.
Reseni: Nejprve ode¢teme komplexni ¢islo —12 — 4+/3 i a nasledné celou rovnici vydélime
3-+3i

(3—+3 i)x* =12+ 4V3i

12+ 430
 3-V3i

x4

S vyuZitim vzorce

Z1 (U uy + v1v;) + (Upvy — wg 1)l

Z, Uy? + v,2
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z kapitoly 1 vypocitame podil komplexnich Cisel

x*=2+2V3 i.

x=4’2+2\/3—i

Pro kofeny rovnice tedy plati

neboli

i(eon v i9nD)
= cos—+isin—].
3 3
Nyni uz jen nalezneme vSechny ¢tvrté odmocniny tohoto komplexniho ¢isla. Kofeny této

rovnice jsou komplexni ¢isla

7/ V3 +1 3 -1

xl—\/f(cosﬁ+LsmE)— > + > l

—\E( 77r+_ _ 7n>_1—\/3—+\/3—+1_

X, = cos12 lSlIl12 = > i
—ﬁ( 13n+, _ 137r)_ \/§+1+1—\/§,
X3 = cos 12 i sin )= 5 5 i

—\/E( 19n+,, 19n)_\/§—1 V3 +1

X4 = cos B i sin )= 3 > i.

Ptiklad 4: Resme bikvadratickou rovnici
2x* —72x% = 0.

Reseni 1: Tuto rovnici mGZeme fedit dvéma zplsoby. Ukazeme si oba dva. Mnohem
jednodussi zplsob, nez obecné fesenis vyuzitim D, je vytknout na levé strané rovnice vyraz

2x?, &imz rovnici prevedeme do soucinového tvaru
2x%(x?> —36) = 0.
Takto zapsanou rovnici mizeme prevést na dvé kvadratické rovnice ve tvaru
2x2=0 x?—36=0.

Obé tyto rovnice ted mlZeme fesit vyuZitim jednoduchych algebraickych Uprav. Prvni

rovnici vydélime Cislem 2 a ke druhé rovnici pricteme Cislo 36
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Nyni uz jen najdeme druhou odmocninu z nuly a druhou odmocninu z ¢isla 36. kofeny této

rovnice jsou tedy Cisla
x1=x2=0 x3:6 X4_:_6.

Reseni 2: Druhou moZnosti, jak tuto bikvadratickou rovnici Fesit je vyuzit jeji obecné Feseni

a s pomoci substituce y = x? ji pfevést na kvadratickou rovnici
2x*—72x%2=0
2y =72y =0.
Tuto kvadratickou rovnici ted' mizeme fesit pomoci diskriminantu
D, = a3 — 4aqa,
D, = (=72)?

Koreny kvadratické rovnice jsou tedy

—a, ++/D, —a, —+/D,

V1= V2 =

2a, 2a,
_72+72 _72—72
V1= 5.2 V2 = 5.2

y1=36 y2=0

Nakonec se zbavime substituce a vypocitame koreny ptvodni bikvadratické rovnice

r=y
X1, =2V36 x5, =+V0
x1=36 x,=—-36 x3=0 x,=0.
Pfiklad 5: Reme bikvadratickou rovnici
4x* —x? - 18 = 0.
Reseni: S vyuZitim substituce y = x2 pfevedeme danou rovnici na kvadratickou
4y? —y —18 = 0.

Ted najdeme koreny kvadratické rovnice s vyuzitim diskriminantu
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D, =(-1)>—4-4-(—18)

D, = 289
_ _a2+ D2 __az_w/Dz
V1= 2a, Y2 = 2a,
_1+17 _1—17
Y1 = 54 Y2 = 5.8
9
3’1—1 Yo =—2

Nakonec odstranime substituci, abychom nasli kofeny ptvodni rovnice

=7

9
X12 =% 2 X34 = 1V—-2

x1=

3 3
> xZ:_E x3=\/?i x4=—\/7i.

4.3 NERESENE PRIKLADY
Priklad 1: Pomoci grafu najdéte pocet feSeni v oboru realnych Cisel kvadratické rovnice
—x?2-2x+1=0,

poté rovnici vyfeste obecné a urcete presnou hodnotu jejich korend.

Dvé redlni reSeni
X1 = -1- \/E
Xy = -1 + \/E

Pr¥iklad 2: Pomoci grafu najdéte pocet feseni v oboru realnych Cisel kvadratické rovnice

X x+2=0
2x X =0,

poté rovnici vyfeste obecné a urcete presnou hodnotu jejich koren.

xR
szl_\/3—i
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Pfiklad 3: Reste ryze kvadratickou rovnici

(-5-V3 i)x2+8—-4V3i=0.

V6 VI
X, = > > i
\/€+\/7_
Xp == >
Priklad 4: Pomoci vytykani feste bikvadratickou rovnici
(—V3 —5i)x*+ (—8V3 + 16i)x? = 0.
_V3+1 N V3—-1]
=T 2
V3+1 V3-1
e
1-+v3 L1 V3
B =T 2
1-vV3 1+43
e =TT T T

P¥iklad 5: Reste bikvadratickou rovnici

4x* +45x24+81=0.

Ptiklad 6: Reste bikvadratickou rovnici

25x* + 64x% — 144 =0.

71



5RESENI KUBICKYCH ROVNIC

5 RESEN{ KUBICKYCH ROVNIC

V predchozi kapitole jsme se vénovali specidlnimu pfipadu algebraické rovnice ctvrtého
stupné. V paté a posledni kapitole této prace si priblizZime moziné postupy pfi feseni

kubickych rovnic.
Definice 5.1 : Rovnici s neznamou x € C ve tvaru
f(x) = asx®+ a,x? + ayx + ay = 0,

kde a; # 0 a ay, a4, a,, az € C, nazyvame algebraicka rovnice tretiho stupné nebo kubicka

rovnice. Cisla ag, a4, a,, az jsou komplexni koeficienty algebraické rovnice.
5.1 GRAFICKE RESENI KUBICKE ROVNICE

Podobné jako u bikvadratické rovnice je i graf funkce f(x) = azx® + ayx? + a;x + a,
slozitéjsi vykreslit, nez graf kvadratické funkce. | kubické rovnice mizeme fesit v oboru

redlnych Cisel pomoci jejich grafli a prisecik( s realnou osou.

Oborem hodnot kubické funkce je cely obor realnych cCisel a tedy musi nutné protnout
vodorovnou osu. Diky tomu mlzeme fict, Ze ma-li kubicka rovnice realné koeficienty, musi
nutné mit alespofl jedno realné fedeni. Samotnd funkce f(x) = as;x3 + a, je na celém
svém definicnim oboru monotdnni, kvadraticky a linearni ¢len mohou tuto monoténnost
narusit. Toto naruseni monoténnosti funkce nam umozni mit az tfi rGzné redlné koreny.

Nyni se blize podivdame na jednotlivé pfipady, které mohou nastat.

Specialnim pFipadem je funkce f(x) = asx3. Viechny tfi jeji kofeny si rovné a tak ma tato

rovnice jediny trojnasobny kofen rovny nule.

Obrazek 38 Graf funkce f (x) = x3 (obrazek: autor)
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Mimo tuto rovnici ma kubicka rovnice s redlnymi koeficienty jediny jednoduchy redlny
koren pokud se jeji graf protina s vodorovnou osou praveé jednou. Pfikladem takové rovnice

je napftiklad

X3+x>—x+1=0

Obréazek 39 Graf funkce f(x) = x® + x2 — x + 1 (obrazek: autor)
Dva rlizné realné koreny, z nichZz pravé jeden je dvojndsobny a jeden jednoduchy, ma
kubicka rovnice pravé tehdy, kdyz se jeji graf dotykd vodorovné ose vjednom svém
lokalnim minimu nebo maximu a protina ji svym jednim ramenem. Pfikladem takové

rovnice je napfiklad

x3+x*—x—-1=0.

Obréazek 40 Graf funkce f(x) = x® + x* — x — 1 (obrazek: autor)
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Poslednim moZznym ptipadem je, Ze funkce protina vodorovnou osu pravé ve tfech bodech.
Pokud toto nastane, ma kubickd rovnice pravé tfi redlna reSeni. Tfi realnd feSeni ma

napftiklad rovnice

x3—x*—-2x+1=0.

-1
22—z -2+ 1

-2

Obréazek 41 Graf funkce f(x) = x® — x2 — 2x + 1 (obrazek: autor)

5.1.1 RESENE PRIKLADY
Priklad 1: Graficky uréeme pocet a pfibliznou hodnotu realnych koren( rovnice
2x3—x2-3x+1=0.

Reseni: Jako prvni si vytvofime graf odpovidajici funkce.

20— 3z +1

-2

Obréazek 42 Priklad - graf funkce f(x) = 2x® — x? — 3x + 1 (obrazek: autor)
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Z grafu mUzZzeme vycist, Ze dand rovnice ma tfi realné koreny, o jejichz hodnoté mlzeme fici
—2<x<-1 0<x<1 1<x<1.

Priklad 1: Graficky uréeme pocet a pfibliznou hodnotu realnych kofen( rovnice

1
§x3+x2+x+1=0.

Reseni: Jako prvni si vytvoFime graf odpovidajici funkce.

-2

Obrazek 43 Pt¥iklad - graf funkce f(x) = %x3 + x? + x + 1 (obréazek: autor)

Z tohoto grafu vidime, Ze vodorovnou osu protina v jediném bodé. Rovnice ma tedy jediny

realny koren
5.2 SPECIALNI TVARY KUBICKE ROVNICE

Jesté nez se budeme vénovat obecnému fesSeni kubické rovnice, podivame se na nékteré
jeji specialni tvary. Tyto rovnice maji specifické vlastnosti, které nam umoznuiji jejich reseni

jednodussimi metodami.
5.2.1 BINOMICKA ROVNICE TRETiHO STUPNE
Definice 5.2 : Algebraickou rovnici tfetiho stupné ve tvaru

f(x)=azx3—ay,=0
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kde az # 0 a ay, as € C, nazyvdme binomicka rovnice ¢tvrtého stupné. Cisla a,, as jsou

komplexni koeficienty algebraické rovnice.

Regeni binomické rovnice tfetiho stupné je obdobné, jako Feseni jakékoliv jiné binomické
rovnice. Jak jiz vime, binomicka rovnice obsahuje pouze absolutni a n-ty ¢len, vtom to

pfipadé se jednd o ¢len kubicky a;x3. Obecné pro binomickou rovnici tfetiho stupné plati,

Ze jeji kofeny jsou vSechny tfeti odmocniny z Cisla % Tedy
3

3a0

X123 =
2, as

Pro kofeny binomické rovnice tretiho stupné s realnymi koeficienty plati, Zze pravé jeden je
realny. Tato vlastnost vychazi z grafu funkce f(x) = x3 + k, kde k = — Z—Z, ktery je rostouci
na celém defini¢nim oboru. To Ize lehce vycist z prvni derivace funkce f(x)

f'(x) = 3x2,
ktera je na celém svém defini¢nim oboru kromé x = 0 kladna. Pro koeficienty a ay # 0 je

graf pouze posunuty nahoru nebo dold.

-

Obrézek 44 Graf funkce f(x) = x3 + k pro k = 1,0, —1 (obréazek: autor)
Z geometrického vyjadreni n-té odmocniny vime, Ze v komplexni roviné najdeme treti

odmocniny ve vrcholech rovnostranného trojuhelniku. Diky tomu lze fici, Ze komplexni
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koreny binomické rovnice tfetiho stupné, kde a,, a; € R, maji pro zaporny realny koren x;

X3 = |x1|<

a pro kladny realny kofen x; tvar

1 V3,
Xz3 = %] —§i7l :
Obecné i pro koren x; € C plati vztahy

1 V3, 1 V3.
x2=x1 _E‘l‘?l a X3:xl _E_Tl .

tvar

\/§.>
+—i
2

N[ =

Tento vztah se da intuitivné vysvétlit opét na tfeti odmocniné z komplexniho Cisla. Vratime-
li se opét k jejimu geometrickému vyjadfeni, mdZzeme si vSimnout, Ze x, a x5 jsou pouze

- w21 AT C
hodnoty Cisla x; otofené o Uhel SagV komplexni roviné.
y H"\\
N\
\'\

Obrazek 45 Znazornéni otoceni koirenti binomické rovnice tretiho stupné, kde x; € R (obrazek: autor)

Komplexni Cisla otac¢ime tak, Ze je mezi sebou vynasobime, abychom se vyvarovali zméné

velikosti daného (Cisla, budeme x; ndsobit komplexnimi Ccisly s velikosti jedna

e . Y. oy e . 4
a s odpovidajicimi uhly. Zjednodusit tyto vztahy mUzZeme jesté tak, Ze si otoleni o ?”
. , . y " 2 " " e . ,
predstavime jako dvé otoceni o ?" Kazdé otoceni odpovida jednomu ndsobeni

odpovidajicim komplexnim cislem, diky této vlastnosti mlizZeme dvojnasobné otoceni

napsat jen pomoci mocniny prvniho komplexniho ¢isla. Tedy plati
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Pokud si prvni komplexni Cislo oznacime jako &, mlzeme kofeny x;,x, a x3 zapsat

zjednodusené takto
xq Xy = £Xq X3 = &2x; .
Tuto vlastnost tfeti odmocniny vyuZijeme dale i v obecném feSeni kubické rovnice.
5.2.2 KUBICKA ROVNICE BEZ ABSOLUTNIHO CLENU
Kubicka rovnice bez absolutniho ¢lenu ma tvar
asx3 + a,x* +a;x =0,
ze kterého muizeme vytknutim x tuto rovnici prepsat do tvaru soucinu
x(azx?+a,x+a;) =0.

Z tohoto zapisu jiz vidime, Ze jeden z kofen0 je vidy roven nule a dalsi dva koreny jsou

koreny kvadratické rovnice
asx?+a,x+a, =0,
kterou jiz umime resit. Kofeny kubické rovnice bez absolutniho ¢lenu tedy maji tvar

—a, ++/az — 4a,a; —a, ++/ a2 — 4aja;
X3 =

x1=0 Xy = oa
3

2as
5.2.3 RECIPROKA ROVNICE
Definice 5.3 : Algebraickou rovnici s neznamou x € C ve tvaru

fx) =apx™ + an_1x" T+ an_x" %+ +ax+a, =0,

nazyvame reciproka rovnice 1. druhu pravé tehdy, kdyz a;, = a,_j a reciproka rovnice 2.

druhu pravé tehdy, kdyZz a, = —a,_, kdek =1,2,...,n—1,n.

Reciproké rovnice jsou samy o sobé velmi zajimavé tim, Ze maji pevné dany jeden z koren.
My si jeho odvozeni pro reciprokou rovnici 1. druhu ukdzeme na obecném tvaru kubické

rovnice

asx3 + ax* +a;x+ay,=0.
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Z definice mUzZeme fict,Ze a; = apgaa, = a;
asx3 + a,x? +a,x+az =0
as;(x3+ 1) +ax(x+1)=0
a;(x+ D2 —x+ 1) +ax(x+1)=0
(x+D(az(x?—x+1)+ax) =0
(x + D(azx?+ (a, —az)x+a3) =0.

Reciproka rovnice 1. druhu md tedy vidy kofen x; = —1. Obdobnou Upravou bychom
dospéli i k jednomu z kofenu reciproké rovnice 2. druhu x; = 1. Pokud vime, Ze je rovnice
reciprokd, mlzeme jeji feseni zjednodusit vytknutim vyrazu x — x,. Dalsi dva koreny jsou

pro reciprokou rovnici 1. druhu shodné s kvadratickou rovnici
asx?+ (a; —az)x+az =0
a pro reciprokou rovnici 2. druhu s rovnici
asx?+ (a, + az)x+az; =0.
5.2.4 RESENE PRIKLADY

Priklad 1: Re$me binomickou rovnici tfetiho stupné

3x3-192 =0.
Redeni: K rovnici pFi¢teme &islo 192 a celou rovnici vydélime tfemi
3x3 =192
x3 =64.

Nyni nam staci vypocitat pouze jediny kofen pomoci odmocniny a pak ho po fadé vynasobit

Cislem € a €2

x; = V64 =4
1 V3
x2=£x1=4<—§+7i>=—2+2\/3—i
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1 \E'):—Z—z\/?i.

=&%x, =4 —=+—
X3 = E°Xxq (2+2L

Pfiklad 2: Reme binomickou rovnici tfetiho stupné
(3—-5)x3—-16+4i=0.
Reseni: Nejprve odecteme komplexni &islo —16 + 4i a poté celou rovnici vydélime 3 — 5i

(3—=5)x3 =16 —4i

;16 —4i
x° = -~
3-5i
Nyni vypocitdme podil komplexnich Cisel
x3=2+2i.
Tedy plati
x =2 +2i

x = i/Z\/E(cos%+ isin%).

Nakonec vypocitdame vSechny tfi kofeny

T T V3 +1 \/_—1_
x1=\/§(cosﬁ+lsmﬁ)— > + > [

3n 3n
Xy = \/E(COST-F isinT) =—-1+1

—\/E( 17n+, _ 17n)_ V3 +1 V3 -1,
X3 = CoSs 12 L SIn 12 = 2 ) l.

| vtomto pripadé bychom mohli postupovat jako v predchozim prikladu a vyuzit vztahy
X, X, = €X; X3 = &£2x,.
Pfiklad 3: Re$me kubickou rovnici
2x3 —4x2+2x=0.
Reseni: ProtoZe v kubické rovnici chybi absolutni ¢len, mGzeme vytknout 2x

2x(x?—=2x—-1)=0.
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Jeden z kofen( je naprosto jasny, dalsi dva vypocitame jako koreny kvadratické rovnice.
K tomu nemusime nutné vyuzit diskriminant. Staci zavorku jesté rozloZit na soucin pomoci

algebraické identity (a — b)? = a? — 2ab + b?
2x(x —1)(x—1) = 0.
Tedy koreny této rovnice jsou
x1=0 x,=x3=1.
PFiklad 4: Re3me kubickou rovnici
3x3-7x2+7x—-3=0.

Reseni: M(Zeme si v§imnout, e se jedna o reciprokou rovnici druhého druhu, protoZe plati

3=—(-3) —-7=-(7.

Jednim z kofen( této kubické rovnice je tedy Cislo 1 celou rovnici miZzeme tedy prepsat

nasledovné

x3—7x2+7x—3_
-1 -

(x-1°
(x—1)(Bx*—4x+3)=0.
Tuto rovnici v soucinovém tvaru rozlozime na dvé
x—1=0 3x2—4x+3=0.
Prvni rovnice ma kofen x; = 1. Druhou rovnici vyreSime s vyuzitim diskriminantu

D,=(-4)2-4-3-3=-20

_ —4+v-20 4 —~-20
=73 =T
Koreny této rovnice jsou tedy
_, _2+\/§_ _2+\/§,
X, = x2—3 31 x3—3 31.
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5.3 OBECNE RESENI KUBICKE ROVNICE

Obecné feSeni kubické rovnice je o néco sloZitéjsi nez jiné postupy, které jsme si dosud
ukazovali. Z tohoto dlivodu si jeji obecny tvar hned pro zacatek zjednodusime. Obecny tvar
kubické rovnice

asx3+ax*+a;x+ay=0

nejprve prevedeme na jeji normovany tvar

a, a; Ao
x3+—=x2+—x+—=0.
as as as

a

3. € kterou jsme se sezndmili v kapitole 2.4, odstranime
3

Pomoci substituce x =y —

z normovaného tvaru kubické rovnice kvadraticky ¢len a pfevedeme ji na tvar

a a’ a, 2a3—-9a,a,a
as 3aj as 27a3

Nyni si zavedeme hodnoty

a1 a% aO 2(1% - 9a1a2a3

p=—=—3> =—

az; 3a3 as 27a3

)

s jejichZ pomoci tuto rovnici mGZeme zapsat ve tvaru

Y’ +py+q=0,
ktery budeme pro zjednoduseni uvazovat po cely zbytek této kapitoly. Také budeme
predpokladat, Ze p # 0, protoze jinak by se jednalo o binomickou rovnici tfetiho stupné,
jejiz reseni jsme jiz popsali. K plivodni rovnici se mUzeme vratit odstranénim substituce.

Moznych zplsob( reseni kubické rovnice v tomto tvaru je vice, my si uvedeme jeden z nich.
5.3.1 CARDANOVY VZORCE
Kofen rovnice

Y +py+q=0

zapiSeme jako soucet dvou zatim neznamych Cisel y = u + v. Po dosazeni dostavame

rovnici

wu+v)+pu+tv)+q=0,
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kterou lze pomoci nasledujicich uprav
w+3utv+3uv+vi+put+prv+q=0
W+ v +3utv+pu+3uvi+pr+q=0
u+v3+uBur+p) +v@Buv+p)+qg=0
prepsat do tvaru
i+ 13+ CBu+p)(u+v)+qg=0.

V tuto chvili zavedeme novou podminku pro cisla u a v. Budeme predpokladat, ze

3uv + p = 0, tedy 3uv = —p. Touto podminkou redukujeme rovnici na tvar
ul+v3+q=0.

Umocnime-li podminku uvedenou vySe na tfeti, dostaneme po lehké Upravé soustavu

rovnic ve tvaru

Slou€enim téchto rovnic dostaneme rovnice
3 p3
6 3 _ 6 3 _
u’+qu ——=0 a v°+qgv°——=0,
™ ~57 v ~37

ze kterych mizeme vyvodit, e &isla u® a v3 jsou kofeny kvadratické rovnice

Ez+q€—p—3=0-
27

Tedy

,  —9q+81q* + 12p3 ,  —9q —/81q* + 12p3
w= 18 av= 18

a pro hodnoty u a v proto musi nutné platit

3|-9q +/81q?% + 12p3 _ *1—9q —y81q* + 12p?
18 av= 18 '
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BohuZel pro nds to znamena3, Ze pro obé Cisla u a v madme na vybér ze tfi hodnot. Nicméné

z podminek 3uv = —p ap # 0, které jsme si zaved|i dfive je vidét, Ze pokud zvolime u jako

libovolnou nenulovou tfeti odmocninu

_ *|—9q +y81q* + 12p®

- )

18
je hodnota v pevné dana vztahem
p=-L2
3u
Pokud 3u,v; = —p, pak musi nutné platit
3upv; = —p  3uzvz = —p
3-eu;rv, =—p 3-&%u vy =-—p

v, = &2y, vy =evy,

protoze

kde e = — % + \/2—5 i. Vychazime tedy ze vztahu pro tfeti odmocninu, ktery jsme si odvodili na

konci kapitoly 5.2.2. Témito Upravami jsme dosli ke tfem dvojicim ¢isel u a v ve tvaru

1
u3=52u1=u1<—5—7i> v3=ev1:v1<—§+ i).

Ted se tedy vratme zpét k rovnici
y +py+q=0,
pro jejiz kofeny jsme si urcili podminku y = u + v. Tyto kofeny tedy nutné maji tvar

Yi=U + g

1 3
Y2 =Upy + Uy = _E(u1 + ) +7i(u1 - ;)
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1 3
Y3 =U3z +V3 = _z(u1+v1)_7l(u1_v1)-

Pro prfehlednost si nasSe poznatky z celé kapitoly shrneme. Komplexni Cislo

1+\/§_
2Tt

oznacime jako €. Za u si urc¢ime libovolnou hodnotu

*|—9q + /81q? + 12p3
U =

N 18

a za v takovou hodnotu

_ *|—9q —/81q* + 12p®
V= 18 ‘

ktera spliuje podminku v = — %. Pomoci téchto hodnot miZzeme koreny kubické rovnice
v +py+q=0
najit s vyuzitim vzorcU
yi=u+v

Yy, = eu+ &%v

y; = 2u+ev.
Tyto vzorce nazyvdme Cardanovy vzorce.
5.3.2 DUKAZ CARDANOVYCH VZORCU

Podobné, jako u kvadratické rovnice si uvedeme dikaz, Ze jsme opravdu nasli vSechna
feSeni dané rovnice, a také si ho vysvétlime podrobnéji nez uvadi Schwarz (1958). Abychom
ukazali, Ze jsme nasli vSechna pozadovana reSeni dané kubické rovnice, musime dokazat

rovnost

G=-y)@-y)—-y3) =y>+py+q,

ktera vychazi z Vietovych vzorcl. Tuto rovnost mizeme rozlozZit do tfi rovnosti

yi+y:+y; =0

85



5RESENI KUBICKYCH ROVNIC

YiY2 +Y1Y3 + Y2Y3 =P

V1Y2Y3 = —q,

kterym se ted' budeme jednotlivé vénovat.
Pokud prepiSeme prvni rovnost pomoci nasich vysledk(, dostaneme
ut+vteutev+efutev=ut+v+elu+v)+e2(u+v)=0,
tedy
1+e+eHu+v)=0.

ProtoZe o u + v nemGZeme soudit rovnost nule, zaméfime se na 1 + £ + 2. Pokud si za

€ dosadime odpovidajici komplexni Cisla, je tato rovnost jasna.

14e+e?2=0

Druhou rovnost si dokazeme podobné, nejprve si ale ukaieme nékteré ndm znamé

rovnosti, které vyuzijeme. Z dlikazu prvni rovnosti vime, Ze
1+e+e2=0

a tedy
e+e?=-1.

Dale mdZeme o hodnoté & fici

Nakonec uvedu jesté podminku
3uv = —p - p = —3uv

Ted uZz mdZeme upravovat plvodni rovnost.
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Y1Y2 + Y1Y3 + Y2V = V1(¥V2 + ¥3) + ¥2¥3
=(u+v)(eu+e?v+e?u+ev) + (eu+ e?v)(e®u+ev)
=(w+v)(ew+v) +e2(u+v)) + 3u? + 2uv + etuv + 3v?
= (u+v)%(e+ %)+ 3W? + v?) + uv(e? + %)
=—@w+v)+uwt+ v -—w=-u-2w-v:+ut+v:i-uv

= —3uv=p
Ted uz ndm zbyva pouze posledni rovnost. Z diikazu druhé rovnosti si vezmeme

yoys =3+ v) +tuv(e? + &) =u? + v —wv
a uvedeme podminku, ke které jsme dosli jiz dfive

ud +v3 = —q.

Uprava tedy vypada takto

yiveys = w+v)(W? +v2 —uv) =ud +v3 = —q.
5.3.3 RESENE PRIKLADY
Pfiklad 1: Reme kubickou rovnici

2x3 4+ 12x*+18x+6=0.
Reseni: Jako prvni rovnici pfevedeme na jeji normovany tvar vydélenim 2
x3+6x2+9x+4=0.

Ted pomoci substituce

= —_—— _2
x 3a; Y

odstranime kvadraticky c¢len
y—-22+6(y—2)2+9(y—-2)+4=0
y? —3y+2=0.
Nyni nalezneme hodnoty u3 a v3, pro které plati y = u + v, pomoci rovnice

€2+q€—p—3=0
27

§24264+1=0
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flzu3:v =—1

Je tfeba se zbavit tieti mocniny u u3. Diky vzorcim, které jsme si odvodili, neni nutné hledat

vSechny tfi hodnoty odmocniny, jedna ndm postaci

u=3VY-1=-1.
Ted najdeme hodnotu v, ktera spliuje podminku

_P
3u

2 2
gty (L1 V3, 1, V3 _,
V3 =&“Uu+ev= > 21 > 21—

Kofeny upravené rovnice jsou

yi=-2 y,=ys=1.

Nakonec se zbavime substituce

Pfiklad 2: Re3me kubickou rovnici
3x3 —27x? +81x — 105 =0.
Reseni: Jako prvni rovnici prevedeme na jeji normovany tvar vydélenim 2
x3—9x2+27x —35=0.

Nasledné pomoci substituce
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a
=y———=y+3
x=y 3a; Y

odstranime kvadraticky ¢len
(y+3)3-9(y+3)2+27(y+3)—35=0.
y3—-8=0.

V tuto chvili mdme dvé mozZnosti feSeni. Jedno z nich je mnohonasobné jednodussi, nez
pouziti Cardanovych vzorcud. Takto upravena rovnice je binomicka rovnice tretiho stupné.
MuzZeme ji tedy resit takto

y’ =8

y=18

y1=2 y,==-1+V3i y;=y,=-1-+3i.

K feSeni ale Cardanovy vzorce pouzit mizeme. UkaZzeme si tedy i tento postup. Nalezneme

hodnoty u3 a v3, pro které plati y = u + v, pomoci rovnice

p3

§2+qé - 57 =0
§2-85=0
§E-8)=0
$1=8 ¢&=0
Urcéime si jednu hodnotu u
u3 =28
u=2
a odpovidajici hodnotu v
0

Nyni uz mizeme dosadit do Cardanovych vzorcl

yvi=u+v=2+0=2
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N| —
+
b

y2=eu+£2v=2<— i>+0=—1+\/§i

~| 3

i>+0=—1—x/§i

N| =

V3 =32u+£v=2<—
Obéma zplsoby ndm tedy kofeny y;,Yy,,y3; vysly stejné, hotovo ale je$té nemame.
Nakonec se musime zbavit substituce a vratit se tak do plvodni rovnice
x=y+3
Xx1=2+3=5

x,=—1+V3i4+3=2+V3i

x3=-1—+3i4+3=2-+31.
5.4 NERESENE PRIKLADY

Priklad 1: Graficky urcete pocet a pfibliznou hodnotu realnych koren( rovnice

1
Ex3—2x2+3x+1=0.

Jeden realny koten
-1<x, <0

Priklad 2: Graficky urcete pocet a pfibliznou hodnotu realnych koren( rovnice
4x3 +3x2—4x—-2=0.

Tti realné koteny

_2 < x1 < _1
-1<x,<0
0<x3<1
Priklad 3: Reste binomickou rovnici tfetiho stupné
7x3 +875=0.
xl = _5
5 5vV3,
X, = > > [
5 5V3
X3 > > i
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P¥iklad 4: Reste kubickou rovnici

5x3 +31x2+31x+5=0.

X, =-1
x2 = _5
_ 1
X3 =~ ¢
P¥iklad 5: Reste kubickou rovnici
x3—=5x>+5x—-1=0.
xl = 1
xz = 2 + \/§
X3 = 2 - \/§
P¥iklad 6: Reste kubickou rovnici
2x3 —3x2-5x4+6=0
x =1
x2 =
_ 3
X3 = =5

Ptiklad 7: Reste kubickou rovnici

4x3 +12x% 4+ 64x+ 192 =0

X1=_3

x3 = _4'1.
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ZAVER

ZAVER

Tato bakaldrska prace poskytla wuceleny pohled na problematiku kubickych
a bikvadratickych rovnic a matematického aparatu potfebného pro jejich reseni. Tyto
rovnice jsou nezbytnou soucasti algebry a jejich feSeni predstavuje velkou ¢ast historie této

Casti matematiky. Kromé teoretického zdakladu prace obsahuje i mnoistvi feSenych

i nefeSenych prikladd a ilustracnich obrdazkd, vytvorenych mnou pfimo pro tuto préci.

Na zacatku jsme si zavedli obor komplexnich Cisel a to jakoZto rozsifeni redlnych Cisel.
Komplexni Cisla jsou nezbytna pro obecné feSeni algebraickych rovnic a tak byl i jejich vznik
velmi silné spjat se snahou pro nalezeni obecnych feSeni algebraickych rovnic. V ramci
historie ktomuto matematickému posunu dosSlo az teprve neddvno, v novovéku.
V ndvaznosti na objev komplexnich cisel jsme si také objasnili jejich nezbytnost pro
pravdivost zakladni véty algebry. Déle jsme si pfiblizili, jak s rGznymi tvary komplexnich cisel
provadét zdkladni operace scitani, odcitani, nasobeni a déleni a v neposledni radé, jak

komplexni ¢isla umocnit a odmocnit.

V nasledujici kapitole jsme se seznamili s vybranymi transformacemi rovnic. Definovali
jsme si pojem algebraicka rovnice a ekvivalentni GUpravy rovnic a zavedl|i nékolik substituci,
které lze vyuZit pro zjednoduseni tvaru algebraickych rovnic. Dané metody jsme si

vyzkouseli i na konkrétnich feSenych pfikladech.

Treti kapitola poslouzila jako stru¢ny prehled historie algebry a to hlavné v obdobi
starovéku a stfedovéku. Zjistili jsme, Ze ulohy vedouci na algebraické rovnice i vyssich radu

byly feSeny uz v obdobi starovékych civilizaci a to i pfes chybéjici matematickou symboliku.

Dalsi kapitola, i kdyz s ndzvem bikvadratické rovnice, se z velké ¢asti vénovala kvadratické
rovnici, kterd je pro reSeni bikvadratické rovnice nezbytna. Kvadratickou rovnici jsme si
definovali a ukazali si grafické feSeni. Také jsme si odvodili obecné feseni kvadratické
rovnice pomoci diskriminantu. Ve druhé casti této kapitoly jsme se jiz zaméfili na
bikvadratickou rovnici a jeji feSeni. Ukazali jsme si jeji grafické reSeni, feseni nékterych
specidlnich tvar(i a také obecné Fedeni bikvadratické rovnice pomoci substituce y = x?2,

s jejiz pomoci jsme danou rovnici prevedli na kvadratickou rovnici.

92



Nejkomplexnéjsi ¢asti celé prace byla kapitola posledni, ktera byla zaméfena na kubické
rovnice. Predvedli jsme si jeji grafické reSeni, reSeni nékterych jejich specidlnich pripadi
a v neposledni fadé jsme si odvodili obecné feseni kubické rovnice s vyuzitim Cardanovych

vzorcl vCetné jejich dlikazu.

Svy;j cil tato préce splnila, i kdyZz obsahuje velmi stru¢ny pohled na danou problematiku. Je
vhodné podotknout, Ze pro kvartickou rovnici, tedy algebraickou rovnici ¢tvrtého stupné,
existuje obecné reseni, které se v této praci neobjevuje a to hlavné kvali jeho sloZitost.
Obecné algebraické reSeni rovnic vyssich rada pak uz ale neexistuje, umime ale resit urcité
tvary kvintické rovnice a jejich feseni, v€etné obecného reSeni kvartické rovnice by mohlo

’

byt zajimavym rozsifenim této prace.
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RESUME

RESUME

Tato bakalafska prace se zabyva feSenim kubickych a bikvadratickych rovnic
a matematického aparatu potfebného k jejich feSeni. Prace je ¢lenéna do péti kapitol,
z nichZ vSechny, kromé treti kapitoly, obsahuji reSené i nefeSené priklady k dané tématice.
Prvni kapitola se vénuje zavedeni komplexnich cisel, druhd vybranym transformacim
rovnic. Treti kapitola poskytuje stru¢ny pohled na historii feSeni algebraickych rovnic ve
starovéku a stfedovéku. Posledni dvé kapitoly se pfimo vénuji tématu prace a shrnuji rdzna
feSeni kubickych a bikvadratickych rovnic. V zavéru je uvedeno mozné budouci rozsireni

tohoto tématu.

This bachelor's thesis deals with solving cubic and biquadratic equations and the
mathematical apparatus necessary for their solution. The thesis is divided into five
chapters, all of which, except the third chapter, include solved and unsolved examples
related to the respective topics. The first chapter focuses on introducing complex numbers,
while the second chapter covers selected transformations of equations. The third chapter
provides a brief overview of the history of solving algebraic equations in ancient and
medieval times. The last two chapters directly address the thesis topic and summarize
various solutions to cubic and biquadratic equations. The conclusion outlines potential

future extensions of this topic.
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