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Uvod

Tato bakalafska prace je zaméfena na klasické a nové poznatky o prvocislech. V praci je
uvedeno, co to jsou prvocisla, jak je Ize ovétovat ¢i hledat. Také si ukdzeme programy,
které nam v tom mohou pomoci. Budeme se tedy pohybovat v odvétvi matematiky
zvaném teorie &isel. Casto, napiiklad u prvodiselnych testii a faktorizanich metod, se

budeme pohybovat v modularni aritmetice.

V prvni kapitole se sezndmime s tim, co to prvocisla jsou a k ¢emu se pouzivaji. Také si

zkusime objasnit pojem velka prvocisla.

Protoze se jedna o klasické a nové poznatky, za¢neme historii prvocisel. Zde je napiiklad
uvedeno, Ze prvni zminky o prvocislech datujeme jiz do roku 6500 pt.n.l. Také jsou zde

zminéni matematici, ktefi jsou spojeni s prvocisly nebo se je snazili objevovat.

Ttreti kapitola propojuje matematiku s informatikou, zde si ukdzeme, jak pouZzivame

prvocisla pti predavani klict a pfi Sifrovani RSA.

Nejrozséahlejsi ¢asti bakalatské prace je Ctvrtd a Sestd kapitola. Ve ctvrté se budeme
vénovat metodam faktorizace pfirozenych cisel. Pres ty nejsnadnéj$i metody, které
zaroven 1 efektivnéj§im. Podobnym zplsobem je zpracovana i Sestd kapitola vénovana
testim prvociselnosti. Kazdy test je kratce popsan, pak je zde uvedeno, jak test funguje a

ke kazdému je vyteSen piiklad.

Pata kapitola obsahuje prvociselnou funkci, diky které mizeme urcit pocet prvocisel mezi

dvéma hodnotami.

Sedma kapitola uvadi zptsoby, jakymi miizeme hledat velka prvocisla a pfedstavime si
jednu z nejznaméjsich stranek pro hledani prvocisel Mersennova typu. Také si ukazeme,

jak pomoci Pocklinghtonova kritéria vyrobit prvocislo s danym poctem cifer.

Osmaé kapitola kratce predstavi nejriznéjsi polynomy, které ndm generuji prvocisla
alespoit pro néjakou mnozinu. Tuto kapitolu uzavieme mnohocleny s dvaceti Sesti

proménnymi.

Posledni kapitola je vénovana uk4zce matematickych programi, které se daji pouzivat pfi

hledani prvocisel ¢i ovéfovani prvociselnosti.



1 Proc¢ potiebujeme velka prvocisla?

Prvocisla p jsou pfirozend Cisla, kterd jsou délitelnd pouze dvéma Cisly — jednickou a
sama sebou. Cislo 1 neni prvodislem, protoze nema dva rtizné délitele. Piirozena &isla,
kterd nejsou prvocisla a nejsou Cislo jedna, jsou cCisla slozend. Zakladni véta aritmetiky

nam tika, ze kazdé¢ ptirozené ¢islo vétsi nez 1 lze rozlozit na soucin prvocisel.
A jaké je tedy jejich pouziti? Slouzi ndm viibec prvocisla k né€emu?

,.Je vsak ziejmeé, Ze hledani stale vétsich a vétsich prvocisel bylo pro matematiky od
davnoveku intelektudlni vyzvou. Nemd smysl se ptat, k cemu bylo toto hledani dobré.
K cemu je ,dobré* malovani obrazii, hrani sachii ¢i zdoldavani velehor? Koname mnoho
¢innosti jen proto, Ze jsme lidé obdareni intelektem a emocemi, kteri citi — alespon néekteri
z nds — vnitrni potiebu pozndvat nepoznané. Zdolavat nezdolané a sdélovat jinym své
videni sveta, své myslenky a obohacovat se navzdjem. Kazdy z nas, kdo sviij zivot vice ci
méné spojil s matematikou, proto dobre rozumi i v této oblasti pohnutkam nasich

predchiidcii. “ [1]

K ¢emu jsou nam v této dobé ale dilezita? Jejich pouziti najdeme nejvice v informatice
a matematice. V informatice se pouZzivaji velka prvocisla hlavné pro Sifrovani zprav, na

elektronické podpisy a u generovani nahodnych ¢isel.

Co je to vlastné to velké prvocislo? Kazdy na tuto otdzku mame trochu jinou odpovéd’,
né¢komu mohou ptipadat prvocisla ,,velka*, pokud maji alespont 100 cifer, pro nékoho jsou
to ta nejveétsi nalezend (miliony cifer). Pokud budou zminéna velkd prvocisla, jedna se
o prvocisla p, q tak velka, Ze se jejich sou¢in pg neda snadno faktorizovat, tedy tak velka,
aby se zprava pii jejich vyuziti k Sifrovani nedala napadat nékym zvenci. Nejveétsi zndmé
prvocislo ma 24 862 048 cifer. Takto velka Cisla nejsou pfili§ pouzivana. Nejcastéji se

budeme pohybovat mezi stovkami az tisici cifer.



2 Historie

Mezi nejzndmé;jsi badatele na poli prvocisel patii Euklides ¢i Fermat. OvSem nebyli prvni,
kteti si vSimli vyjimecnosti prvocisel. Za nejstarSi naznak tykajici se prvocisel
povazujeme nalezenou kost, kterd se nasla v roce 1960 v rovnikové Africe. Kost Ishanga
se datuje k roku 6500 pf. n. 1. a nyni je ulozena v Kralovském muzeu ptirodnich véd v

Bruselu.

Pro¢ je ale tak zajimava? Do kosti jsou vyryté vrypy do tii sloupct po 4 skupinach. A
pravé v prvnim sloupci najdeme cisla 11, 13, 17 a 19, coz jsou prvocisla od deseti do
dvaceti. Zda opravdu §lo o zkoumani prvocisel nebo pouze o ndhodné napsana ¢isla se jiz

nikdy nedozvime.

Dale si prvogisel viimli také Cifiané a okolo roku 1000 pf.n.l. pfisli na zvlastnost pii
skladéani fazoli do obdélniku. Kdyz budeme skladat obdélnik z 15 fazoli, budeme mit tfi
fady po péti fazolich a zddny problém nenajdeme. Pokud se to ale budeme snaZit

poskladat ze sedmnacti fazoli, existuje jen jeden zpUsob, a to poskladat fazole do tady.

O prvocislech se vice dozvidame az ve 4.st.pf.n.l,, kdy Euklides vydal svoji knihu
Zaklady, ve které uvadi teorii prvocisel. V knize uvadi jeden velice dulezity poznatek, a

to ten, ze je prvocisel nekone¢né¢ mnoho.

DalSim objevem byla tabulka na hledani prvocisel mezi jednickou a tisicem. Za jejim
vytvofenim stoji knihovnik z Alexandrie, Erasthothenes. Této tabulce se budeme pozdéji

veénovat na str. 28.

Na néjaké dalsi novinky si pak prvocisla musela pockat do 17. stoleti, kdy se o n¢ zacal

zajimat francouzsky matematik Pierre de Fermat. Prohlésil, Ze 22" + 1 budou pro
jakékoliv n prvocisla. Pro n = 1, 2, 3, 4 problém nenajdeme, pokud ale zkusime n = 5,
dostaneme cCislo 4 294 967 297, které je délitelné Cislem 641. Na Fermata se ovSem
nemuizeme vubec zlobit, nebylo v jeho moznostech testovat délitelnost Cisla, které mélo
deset cifer. Také odhalil, Ze prvocisla, ktera pii déleni ctyfmi davaji zbytek jedna lze
napsat ve tvaru souctu dvou kvadratli. Fermat dokonce tvrdil, ze ma i diikaz, ale nikdy ho

nezapsal.

Pro ptiklad si zkusme rozlozit prvocislo 29, velice snadno zjistime, ze by bylo souctem

kvadrati &isel 5 a 2, tedy 29 = 52 + 22,



O svych matematickych objevech si Casto dopisoval s francouzskym mnichem Marinem
Mersennem. Tento milovnik hudby a stvofitel teorie harmonickych tont se také velice
intenzivné zajimal o ¢isla, a proto si s Fermatem casto vyménovali své napady. Na zacatku
si myslel, ze 2™ — 1 budou vzdy prvocisla, pozd¢ji si vSak uvédomil, Ze to nebude platit
vzdy. A tak se snazil piijit na to, kdy bude toto tvrzeni pravdivé. Nejprve zjistil, ze pokud
n nebude prvocislo, nemiize ani vysledek byt prvocislem. Jeho konecné tvrzeni bylo, ze
pro n = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257 bude vysledkem prvocislo. Jak na to
piisel, asi neni nikomu zndmé, uz jen kviili faktu, Ze ¢islo 2257 ma 77 &islic. Prvo&isliim,

kterd jsou vytvotrena pomoci vzorce 2™ — 1, fikame Mersennova prvocisla.

Po Fermatovi a Mersennovi pfichdzi dalsi, pro nés velice zndmy matematik, Leonhard

Euler. Eulerovi se podatilo aspoii z ¢asti dokazat n¢kterd Fermatova tvrzeni. Byl prvnim,

kdo dokazal, ze vzorec 22" 41 pfestane fungovat jiz pro N = 5. Vytvofil tabulku, ktera
o mnoho piesahovala starsi Erasthothenesovu tabulku, nalezl a zapsal prvocisla az do
100 000. Ptisel, podobné jako Fermat nebo Mersenne, se vzorcem na hledani prvocisel
x% + x + q, kde ¢ miZe byt rovno 2, 3, 5, 11 nebo 17 a x bude nejvyse g — 2. Snazil se
také o nalezeni vzorce, ktery by dokazal vypsat vSechna prvocisla. Euler v roce 1751
napsal: ,,Existuji zdhady, které¢ lidstvo nerozlusti nikdy. Abychom se o tom piesvédcili,
staci se letmo podivat na soupis prvocisel a ihned pochopime, Ze nejsou fizena Zadnym

fadem ani pravidlem.* [2]

Piedposlednim matematikem, o kterém se zminime, je Carl Friedrich Gauss. Jiz
v patnacti letech zjistil spojitost mezi logaritmy a prvocisly. Oproti pfedchozim se
nesnazil najit vSechna prvocisla, ale snaZil se pfijit na pocet prvocisel v rozmezi od 1 do
N. Tuto funkci oznacil jako m(N). Vzorcem bychom ji mohli zapsat jako N/log (N).
Mohlo by se zdat, Ze to ma néco spolecného s konstantou m, ale jak jisté vidime ze vzorce,

tak to neni pravda. Déle se touto funkci budeme jesté zabyvat podrobnéji na str.19. Jeho

N

odhad pozdéji vylepsil Legendre. Jeho funkce vypadala takto: Tog(V)—Lo8366" Gauss

ovSem nezlstal pozadu a zavedl funkci Li(N). Nakonec byla mnohem ptesnéjsi nez

Legenderova.

Posledni matematik, kterého zminime, neni nikdo jiny neZ samotny Bernhard Riemann.
V mlédi ho pfijali na Gymnasium Johanneum. Bernhard byl velice plachy, a tak se tézce
zacClenioval mezi své spoluzaky. Aby nemusel travit ¢as mezi spoluzaky, utikal do naruci

knih. Diky panu fediteli, Schmalfussovi, mél pfistup do knihovny, ve které se nachazelo



mnoho matematickych dél. Jednou zknih byla 1 Teorie cisel od Adriena-Marie
Legendrea. Jak jiz vime, Legendre a Gauss zkoumali souvislost logaritmické funkce a
funkce, ktera pocita prvocisla. Kniha Riemanna tak nadchla, ze ji ptecetl béhem par dnt
(pozn. kniha ma 859 stranek). Kdyz gymnazium dostudoval, chtél se zapsat na jednu
z novych univerzit. Bohuzel pro négj si ale jeho otec ptal, aby vstoupil do duchovniho
svéta, aby mél pravidelny pfijem a mohl finanéné¢ vypomahat sestrdm. Vydal se tedy na
univerzitu v Gottingenu, kde byla vyucovana teologie. Univerzita se sice dfive vénovala
spiSe teologii, ale v dob¢, kdy nastoupil, uz zde ptrevladaly ptirodni védy. A tak si po Case
Riemann chtél zapsat matematiku a fyziku, nejprve se zeptal svého otce a doufal
v souhlas. Nastésti mu to otec dovolil, a tak mohl Riemann zacit studovat to, co chtél.
AvSak uZ po roce mu univerzita nemé¢la co nabidnout. V roce 1847 se piest¢hoval do
Berlina, kde zacal navstévovat Berlinskou univerzitu. Na této Skole se seznamil
s uitelem matematiky Dirichletem. Pozdé&ji spolu casto diskutovali o objevech a
zajimavostech ze svéta matematiky. Riemann o prvocislech napsal jeden jediny ¢lanek,
ktery mél pouhych 10 stranek. Cilem ¢lanku bylo potvrdit, Ze ¢im vétsi ¢isla budeme
dosazovat do Gaussovy funkce, tim blize budeme k pravému vysledku. Casem se povedlo
1 tuto myslenku dokdazat. V ¢lanku se skryvalo jesté jedno tvrzeni, které bylo bez diikazu,
tzv. Riemannova hypotéza. Na jeji dilkkaz je dokonce vypsand odmeéna jeden milion

dolart. [2]

Od roku 1952 se hledaji nejvétsi velka prvocisla pomoci pocitaci. Rok 1970 polozil
zaklady dnesni kryptografie, které se pozd¢ji budeme také vénovat. Kapitolu o historii

zakon€&ime prozatim nejvétsim nalezenym prvocislem 282589933

— 1, toto prvocislo ma
skoro 25 miliont ¢islic a bylo objeveno v roce 2018 a jak jiz vime, jedna se o0 Mersennovo

prvocislo.
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3 Sifrovani

S prvocisly se setkdme v Sifrovani, v numerické analyze, aplikované matematice a
v dalsich aplikovanych védach. Sifrovani neboli kryptografie vznikla uz velice davno. Za
prvni ditkkazy povazujeme desticky z Mezopotamie, které vznikly okolo roku 1500 pf.n.1.
V nejstarsSich Sifrach se jest¢ nesetkdme s matematikou, Sifry byly zalozené pfevazné na
pfehazovani nebo zaménovani symboll. Kryptografie uz dnes neslouzi pouze k ochrané
zprav béhem pienosu, ale také k zabezpeCeni elektronickych plateb nebo také
k elektronickym podpistim. [3] Sifrovéni je ,,vude kolem nas®, aniz bychom vétsinou
védeli, jak vlastné funguje. A neni se ¢emu divit, vzhledem k propojeni s matematikou se
jedna nékdy o opravdu slozité algoritmy. Vzpomenme si napiiklad na Caesarovu Sifru.
Takovouto Sifru by rozlustily i déti ve Skole, spociva pouze v posunu v abeced¢ o dany
pocet znakl. Oproti tomu RSA Sifrovani se provadi s velkymi prvocisly, kde musime
umét umociiovat a pouzivat modularni aritmetiku, coz uz nemusi byt pro vSechny tak

snadné.

Sifrovani miizeme rozdélit na dvé podkategorie — symetrické Sifrovani a Sifrovani
asymetrické. Jejich nejvétSim rozdilem je utajovani klict. U symetrickych Sifer se
pouziva stejného klice na zaSifrovani i deSifrovani. KIi¢ nesmi byt vefejné znamy a musi
byt bezpecné dorucen adresatovi. Oproti tomu asymetrické Sifrovani ma klic¢e dva, jeden
pro zasifrovani zpravy a druhy pro deSifrovani zpravy. Jeden kli¢ je vetejny a druhy je
tajny. Pokud tedy zname vetejny kli¢, je skoro nemozné zjistit tajny kli¢. Symetrické
Sifrovani je oproti asymetrickému rychlej$i, a proto se Casto asymetrické pouziva

k Sifrovani kli¢i pro symetrické Sifrovani.

Mezi symetrické Sifrovani patii naptiklad algoritmus DES nebo AES. My se v tomto textu

podivame hlavné na asymetrické Sifrovani, ve kterém hraji hlavni roli prvocisla.

3.1 Diffie — Hellman vyména kli¢u

Nez si predstavime RSA Sifrovani, kratce se seznamime s vyménou klict v asymetrickém
Sifrovani. Diffie a Hellman jsou autofi algoritmu pro vyménu klict vyuZzivajici modulérni
matematiku a prvocisla. Pfedstavime si problém, ktery spolu vyftesili. M¢jme Alici a
Boba. Ti si chtéji sdilet svoje tajné klice, ale nemaji jinou cestu nez tu nezabezpecenou.
Vsechny informace, které si vymeéni, se dozvi také nepfitel Eva. Jak si mohou vyménit
kli¢, aby se ho Eva nedozvédéla? Nez si predstavime algoritmus, musime si nejprve

vysvétlit, co je to primitivni kofen modulo n. Primitivnim kofenem modulo n rozumime
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takové Cislo g, pro které plati, Ze pro kazdé celé Cislo a nesoudélné s n existuje takové
celé ¢&islo k, pro které plati g* = a mod(n). Algoritmus pro vyménu klice bude
nasledujici.

Diffie-Hellman algoritmus pro vyménu kli¢ii (dva ucéastnici)

1) Alice a Bob se spolu domluvi na:
e velkém prvodisle p
e anag, které je primitivnim kofenem modulo p
= Hodnoty p a g jsou vefejné piistupné.
2) Alice si zvoli své tajné celé Cislo a
3) Bob si zvoli své tajné celé Cislo b
4) Alice a Bob si vypocitaji A a B
e Alice vypocita: A = g (mod p)
e Bob vypotita: B = g? (mod p)
5) Nasledn¢ si vyméni hodnoty A a B
6) Po vymeéné si dopocitaji A* a B
e Alice spocita: A’ = B* (mod p)
e Bob spotita: B' = AP (mod p)
7) Obé vypocitané hodnoty jsou stejné, protoze plati:

A'=B*=(gb)t = g% = (g = 4> =B’

Priklad — Diffie-Hellman

1. Méjmep =937 a g =>3. Alice si zvolila své tajné Cislo 2 a Bob 6. Zahrajte si na Alici
a Boba a zkuste zjistit jaky je jejich tajny klic.

Jako prvni vypocteme A = g% a B = gP.

A =52 mod(937) B = 5°mod(971)
A = 25 mod (937) B = 15625 mod(937)
A=25 B = 633 mod(937)

B =633

Nyni zjistime jejich tajny klic.

A’ = 6332 mod (937) B’ = 25° mod(937)
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A=590 B‘= 590

Tajny klic je 590. Pokud bychom nékde udélali ve vypoctu chybu, nedostali bychom se ke

stejnému vysledku.
Algoritmus je mozné rozsifit i pro vice Gcastniku.

Piestoze se zd4, ze Eva nema zpulsob, jak deSifrovat tajny kli¢, existuje jiny zplsob, jak
se dostat mezi uéastniky. Rika se tomu ,,Man in the middle“. Sta¢i aby Eva piedstirala, Ze
je jeden z ucastnikli (Bob nebo Alice) a domluvila se s obéma stranami na jejim klici, pfes
ktery si vSechny zpravy muze sama deSifrovat. Tento problém se da vytesit digitalnim

podpisem, aby bylo jasné, Ze komunikujeme se spravnou osobou. [4]

3.2 RSASifrovani
RSA Sifrovani patii mezi asymetrické Sifrovani, protoze pfi Sifrovani vyuziva vetejny
kli¢. Jeho autory jsou Ron Rivest, Adi Shamir a Leonard Adleman. Prvnim krokem RSA

Sifrovani bude vytvoreni klica. To probiha pomoci nésledujiciho algoritmu:

1) Zvolim dvé riizna prvocisla p, q, kde n = pq

2) Spocitame p(n) = (p — 1)(q — 1), kde @(n) je Eulerova funkce
3) Zvolime si e € N tak, aby nsd'(e, p(n)) = 1

4) Spocitame d = e~ (mod(¢p(n))

5) Vetejny kli¢ V(n, e)

6) Soukromy kli¢ S(n, d)

Zasifrovani zpravy probéhne nésledujicim zplsobem:

1) Zvolime si text, ten ptevedeme do ¢iselné podoby M < n
2) Zasifrujeme text pomoci nasledujiciho vzorce € = M®mod n

Poslednim krokem bude deSifrovani textu:

1) Mame zaSifrovany text C

2) Zpravu desifrujeme pomoci vzorce M = C% mod n [5]

Priklad — RSA Sifrovani

Nyni si zkusme zaSifrovat a desifrovat slovo PRVOCISLA, nejprve vytvorime verejny a
soukromy klic.

! nsd — nejvetsi spole¢ny délitel
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1. &ast — vytvoreni klici

1) p=13,q=19,n =13 x 19 = 247

2) p(n) =(13-1)(19-1) =12x 18 =216
3) e=7

4) d x7 = 1(mod 216),d = 31

5) Verejny klic V(247,7)

6) Soukromy klic $(247,31)

2. ¢ast — prevod slova do ciselné podoby
Mejme tedy slovo PRVOCISLA.

1) Zvolme si abecedu?, podle které budeme kédovat: A =01,B =02,C =
03,..,1=09,L=12,0=15P=16, R=18, S=19, V=22,..,Z = 26
2) M =PRVOCISLA=16182215030919 1201
3) Slova si rozdélime vzhledem k délce tak, aby zZadné M nebylo vetsi nez 247
M; = 161,M, = 82,M; = 215,M, = 030, M5 = My = 91, M, = 201

3. ¢ast — zasifrovani slova (pomoci verejného klice)

1) M;* mod(n) = 1617 mod(247)
161 mod 247 = 161
1612 mod 247 = 233
161* mod 247 = 196
1617 mod 247
= [(161* mod 247) X (1612 mod 247)
x (161! mod 247)]mod 247 = (196 x 233 x 161) mod 247
=99
2) 827mod 247 = 199
82! mod 247 = 82
822 mod 247 = 55
82* mod 247 = 61
3) 2157 mod 247 = 123
4) 307 mod 247 = 30

2 V tomto piipad€ jsme zvolili nejlépe pochopitelné zakddovanti, se kterym se v b&Zzném kodovani zprav
nesetkdme.
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5) 917 mod 247 = 13

6) 2017 mod 247 = 163

7) Zasifrované slovo ma tedy podobu C; = 99,C, = 199,C; = 123,C, = 30,C;5 =
Ce = 13,C;, = 163

4.¢ast — desifrovani slova (pomoci soukromého klice)

1) M; =C{modn = 993! mod 247
99! mod 247 = 99
992 mod 247 = 168
99* mod 247 = 66
998 mod 247 = 157
991 mod 247 = 196
M; = (196 X 157 X 66 X 168 X 99) mod 247 = 161
2) M, = 199%! mod 247 = 82
3) M; = 12331 mod 247 = 215
4) M, = 303 mod 247 = 30
5) Mg = Mg = 13% mod 247 = 91
6) M, = 1633 mod 247 = 201

Dostaneme tedy 161 82 215 30 91 91 201, rozdelime si cisla na dvojice a dostaneme 16
18 22 15 30 91 91 20 I, miizeme si vSimnout, ze zde mame cislo 30, které ale v nasi
abecede neexistuje, a tak doplnime pred trojku nulu, kterou jsme pri modulu vynechali.
Vysledek bude nakonec vypadat takto 16 18 22 15 03 09 19 12 01, jak vidime, po
dekodovani dostaneme nase slovo PRVOCISLA.
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4 Faktorizace prirozenych cisel

Uplnou faktorizaci ptirozenych ¢isel minime rozklad na soucin prvocisel. S tim se déti

ey e

graficky pomoci stromu nebo pomoci tabulky.

4.1 Tabulkova metoda
M¢jme néjaké Cislo n. Vytvofime si tabulku, kterd bude mit dva sloupce, do prvniho
budeme psat délitele a do pravého délence. Prvociselny rozklad dostaneme v levém

sloupci tabulky. Nejsnaze to pochopime piimo na piikladu.

Priklad — tabulkova metoda

Mejme cislo 420.
420
2 [210
5 |42
2 |21
73
31

Tabulka 1: Faktorizace tabulkou

420 =2X5%X2X7x%X3
Prvociselny rozklad cisla 420 bude 420 = 2-2-3-5-7.

4.2 Graficka metoda — strom
Dalsi velice snadna metoda. Nakreslime si bublinku s ¢islem 420 kterou vzdy rozdélime
na dv¢ vétve, pokud ptijdou bubliny déle nécim délit, udélame u nich opét vidlicku, takhle

pokracujeme, dokud nemame vSude prvocisla.
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Obrazek 1: Graficka faktorizace
Rozsifme si toto téma o néjaké dalsi algoritmy, které ndm pomiiZzou rozlozit pfirozené
¢islo na prvocisla.
4.3 Eulerova metoda
Touto metodou mizeme rozkladat pouze Cisla, kterd se daji napsat dvéma riznymi
zpiisoby jako soucet ¢tvercu.
N =a%+b?=c?+d?
Euleriiv algoritmus
1. Dostaneme ¢islo N a najdeme dva soucty ¢tvercti, kterym odpovida
2. Vzorec si upravime na a? —c? =d? — b%, a to mizeme také zapsat jako
(a=c)(a+c)=(d—-b)(d+Db)
3. Spocitame si k = nsd((a —c),(d — b)) an =nsd((a +c), (b + d))

4. Déle dopocitame zbyvajici véci z nasledujicich vzorcl: (vybereme si dva nebo

jeden z nich.)
(a—c) =kl

(d—b) =km

(a+c)=mn

(d+Db) =ln

l(a+c)=m(d+b)

5. N pak spocitame jako: N = [(k/2)? + (n/2)?] x (m? + [?) [6]
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Priklad — Eulertv algoritmus
1. N = 10121
N = 10000 + 121 = 100% + 112 =802 + 612
(100 — 80)(100+80) = (61 —11)(61 + 11)
k = nsd(20,50),n = nsd(180,72)
k=10,n =36
(100—-80) =kl 20=10l [=2
(61—11)=km 50=10m m=>5
N =[(10/2)% + (36/2)?] x (5% +22) = 349 x 29
Prvociselny rozklad cisla 10121 bude 10121 = 29 - 349.

4.4 Fermatova metoda
O této metod¢€ jsme se kratce zminili jiz v historické ¢asti, pojd'me se ale na toto téma

podivat trochu hloubéji.

M¢jme piirozené &islo n. Pokud je mozné toto &islo zapsat ve tvaru a? — b%, kde a, b € N,
pak n=uv,kdeu=a+bav =a—b. Abychom dostali netrividlni rozklad na
prvocisla musi platit, Ze a — b > 1. [7] Toto nevypada piilis slozité a u nékterych cisel
si s tim velice snadno poradime, co ale s vétSimi Cisly, kde uz to tak viditelné nebude?

Ukazme si nyni algoritmus, ktery ndm s timto problémem pomuze.
Fermatuv algoritmus

1. M¢jme ptirozené Cislo n
2. Zjistime jeho odmocninu (zaokrouhlenou nahoru?) ay = [vVn ]

3. Nyni budeme zkouset nasledujici odmocniny, dokud nedostaneme piirozené

’a%—nzb, (ap+ 12 —n=b,\/(ag+2)2—n=h,..

4. Pokud uz méame ptirozené ¢islo b, dopocitame k nému ¢Cislo a, vezeme a, a

¢islo

pricteme k nému takové cCislo, které jsme piipocetli i pod odmocninou

abychom dostali pfirozené ¢islo.
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5. Nyni uz jen vypocteme n = (a + b)(a — b)

Priklad — Fermatiiv algoritmus

1. Méjme cislo n = 1769, pomoci Fermatova algoritmu zjistéte jeho prvociselny
rozklad.

ap = [Vn| = [V1769 | = 43

432 — 1769 = 8,944 ...

J(@3+1)2 —1769 = 12,922 ...

J(43 +2)2 —1769 = 16

Jiz ve tretim kroku jsme narazili na ¢islo b = 16, snadno dopocteme a = 43 + 2 =
45.

1769 = (a+ b)(a—b) = (45+ 16)(45 —16) = 61 x 29
Prvociselny rozklad cisla 1769 bude 1769 = 61 - 29.

4.5 Kraitchik metoda

Maurice Kraitchik byl belgicky matematik. ANO! Oproti Fermatovi se Kraitchik snazil
najit u? — v? = kn tedy, nesnazil se najit takova u, v, jejichZ rozdil by vytvoiil ptesné n,
ale takova, ktera nam daji néjaky jeho nasobek, miizeme to také prepsat tak, ze hledame
u? = v? mod n. Mizeme dostat dva rizné vysledky u = +v mod n nebo

u # v mod n. Prvni moznost nas piili§ nezajima, ovSem ta druha bude kli¢ova. Pokud
jen liché a délitelné alespon dvéma prvocisly, pak alespoii polovinu feseni najdeme pravé

v druhém fesSeni. [8]
Kraitchikiiv algoritmus

1. Mg¢jme pfirozené Cislo n

Najdeme druhou mocninu, ktera je vétsi nez n

Pouzijeme Fermativ algoritmus

Pokud stale nic nemtizeme najit, budeme pokracovat podle Kraitchiaka
Jako u si ozna¢ime vysledky a2 — n, (ay + 1)? —n, (ap + 2)?> —n, ...

Za v oznac¢ime vysledky pod odmocninami

A o B

Pokud mezi v, najdeme ¢isla snadno faktorizovatelnd, pak tyto ¢isla vynasobime

mezi s sebou.
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8. u dostaneme tak, zZe vynasobime (a0 + k) které odpovida ¢islim, kterd jsme

faktorizovali ve v

9. zjistime, zda u = v mod n, pokud neni, pokracujeme dal§im krokem

10. Pomoci Eulerovo algoritmu zjistime nsd(u — v, n)
Pfiklad — Kraitchikuv algoritmus

1. n = 20437

143% = 20449

1432 — 20437 = 6,164 ...

V(143 + 1)2 — 20437 = 12,041 ...

V(143 + 2)2 — 20437 = 15,937 ...

V(143 + 3)2 — 20437 = 19,104 ...

V(143 + 4)2 — 20437 = 21,868 ...

Mohli bychom takto pokracovat dal a doufat, Ze nam brzy vyjde prirozené cislo, my ale
zkusime rychlejsi variantu.

v=12, 299, 588, 879, 1172
Zkusime néektera cisla rozloZit.
12=22x3
588 = 22 x 3 x 72
v=22Xx3x7=84
u = 143 x 145 = 20735
v = 84 = 7056 mod 20437
u = 20735 =298 mod 20437

Protoze 1008 # 298 mod 20437, miizeme uz pomoci Euklidova algoritmu najit
nsd(298 — 84,20437) = nsd(214,20437) .

Eukliditv algoritmus:

20437 =95 x 214 + 107

20



214 =2x%x107+0
nsd(214,20437) = 107
20437 = 107 x 191
107 x 191
Rozklad c¢isla 20437 bude 20437 = 107 - 191.

4.6 Pollard rho metoda

Jedna se o algoritmus, ktery spada mezi pravdépodobnostni metody, kterym se fika Monte
Carlo metody. Algoritmus byl publikovan v roce 1975 britskym matematikem J. M.
Pollardem. Také publikoval metodu p — 1 nebo naptiklad SNFS (Special Number Field

Sieve).

Zvolme si funkci f(x) = x* + 1 mod p, kde p je prvocislo. My pfi rozkladu oviem
prvocislo jesté nezndme, a tak si musime poradit trochu jinak. Mé&me tedy funkci
F(x;41) = x} + 1modn,kdei = 0,1, 2,3.. Pourcitém ¢ase se zacyklime, pravé proto
se této metod¢ fika p. Nezacyklena ¢ast tvofi ,,ocasek™ a zacyklena kruh. Abychom potom

pfisli na p, budeme potiebovat spocitat nsd(x,; - x;,n)
Pollard rho algoritmus

1. Mg¢jme cislo n, u kterého chceme zjistit prvociselny rozklad
2. Zvolme si libovolné ptirozené Cislo x,

3. Pocitejme F(x;11) = x? + 1 mod n, dokud se nezacyklime
4. Najdeme netrivialni nsd (x5, — x5, n) = p;

5. Abychom zjistili p,, staci spocitat n + p, = p;
Piiklad — Pollard rho algoritmus
1. Méjme ¢islo n = 667, zvolime si napi. xy = 5.

x, = 52 + 1mod 667 = 26
X, = 262+ 1 mod 667 = 10
x; = 101, x, = 197, x5 = 124, x, = 36,%, = 630, x5 = 36, %o = 630

Zacyklena cast je tedy od x¢, vSechno pred tim je ,,ocdsek .

nsd(x, —x4,n) = nsd(10 — 26,667) = 1
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nsd(x, — x,,n) = nsd(197 —10,667) = 1
nsd(36 —101,667) = 1
nsd(36 - 197) = 23
667 = 23 X p,

667 = 23 X 29
Prvociselny rozklad cisla 667 bude 23 a 29.
2. Méjme cislo n = 1457, zvolime si napi. xo = 2.

X, = 22 + 1mod 1457 = 5
x, = 52+ 1 mod 1457 = 26

X3 =677, x, = 832, x5 = 150,x, = 646,x; = 615,xg = 863, x9 = 243,
x10 = 770, x11 == 1359, e

Protoze jsme se stdale nezacyklili, mize se stdt, Ze s nasim X, nemusime najit Zadny
netrividalni koren. Pokud nejde o prvocislo, miizeme problem vyresit tim, Ze zménime

prave x. Zvolme tedy jiné x,, x, = 20.

x; = 202 + 1 mod 1457 = 401
X, = 401%2 + 1 mod 1457 = 532

x3 = 367, x, = 646,xs = 615,x, = 863,x;, = 243,x5 = 770,x9 = 1359,
x10 = 863,x11 == 243, e

nsd(x2 —x1,n) = nsd(131,1457) = 1
nsd(x4 — x2,n) = nsd(114,1457) = 1
nsd(x6 — x4,n)

Eukliditv algoritmus:
1457 = 6 X 217 + 155
217 =1 x 155 + 62
155 =2 x62 + 31
62=2%x31+0

nsd(217,1457) = 31
1457 : 31 = 47
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1457 = 31 x 47

Prvociselny rozklad cisla 1457 bude tedy 1457 = 31 - 47.

4.7

Kvadratické sito

Kvadratické sito patii mezi jednu z nejrychlejSich faktorizacnich metod. Vzhledem

k tomu, Ze nepatii mezi ty jednodussi na pocitani, ukazme si rovnou algoritmus pro jeji

lepsi pochopeni.

Kvadratické sito — algoritmus

1.
2.

7.
8.
9.

M¢jme zadané Cislo n
Zjistime aq = [Vn |
Projdeme nékolik hodnot F(T) = T? —n, kde T je postupné ay, a; = a, + 1,
a, =apg+2,a3=ag+3,..
Vybereme si B-hladké ¢islo (B-hladka cisla jsou takova Cisla, jejichz vSechny
prvociselni ¢initelé jsou mensi nez B)
Zacneme prosivat nase vysledky F(T):

a. Zacnu prvnim c¢islem a vydélim ho postupné prvocisly do ¢isla B, pokud

ho nedé€li ani jedno, toto ¢islo si miiZzeme ze seznamu vySkrtnout

b. Cisla, ktera ho déli si k nému zapiseme

c. Takto projdeme vSechna zbyla ¢isla
Po prosivani budeme hledat takova Cisla, ktera kdyZ vynasobime mezi sebou, daji
nam u vSech prvociselnych kofenid sudé mocniny, pokud zadné nenajdeme,
zopakujeme krok 3 a ptidame dalsi hodnoty od mista, kde jsme skoncili
Nyni vezmeme vSechna T, kterd nalezi k nas§im vybranym ¢islim
Oznaémesia =[[T?ab = ([Ip)°

Udélame nasledujici kongruenci T? x sz = (1 pl-)2 mod n

10. Vypocitame nsd(a — b, n) napt. pomoci Euklidova algoritmu

Priklad — Kvadratické sito

1. n= 8611

ag = 93, a, = 94, a, = 95, as = 96, e

F(a,) = 932 — 8611 = 38
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38,225,414, 605,798,993,1190,1389, 1590, 1793, 1998, 2205, ...
Budeme hledat 23 - hladka cisla:

38 = 2x19
225 =52 x 3?2
414 = 2x3%2x23
605 =5 x 112,
798 =2 X3 X7x19,
993 =3 %331

1190 =2x5%x7x 17,

Nyni budeme hledat takova cisla, ktera nam po vyndsobeni prvociselného rozkladu

vytvori sudé mocniny. Miizeme si vSimnout, Ze ¢isla 17 a 23, se u nasich cisel objevuji
vzdy jen jednou, a tak i tato cisla miizeme vySkrtnout.

38 2 19
225 32 52
605 5 112
798 2 3 7 19
2205 32 5 7?

Tabulka 2: Kvadratické sito

Z tabulky snadno vycteme, ze se jedna o cisla 605 a 2205. Nyni si zjistime, pro jaka a,,
ndm vysla tato ¢isla F(96) = 605 a F(104) = 2205.

1042 x 962 = (5 x 11%) x (32 x 5 X 7?) mod 8611
(1373)2 = (5 x 11 X 3 X 7)? mod 8611
(1373)2 = (1155)2 mod 8611
nsd(1373 — 1155,8611) = nsd(218,8611)

24



Eukliditv algoritmus:
8611 =39 x 218 + 109
218 =2x%x109+0
nsd(218,8611) = 109
8611+ 109 = 79
8611 =79 x 109
Prvociselny rozklad cisla 8611 by byl 8611 = 79 - 109.
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5 Funkce II(N)

Funkci IT(N) fikame prvoéiselna funkce, udava pocet prvocisel do ¢isla N véetné.

O této funkci jsme se jiz zminili v prvni kapitole vénované historii. S prvni myslenkou
hledat pocet prvocisel mezi 1 a N Cisly pfiSel Carl Friedrich Gauss. Gaussiiv odhad
prvocisel stal na podobnosti s logaritmy. Dalsi prvocislo se bude nachéazet ptiblizné
jednou za In(N). K tomu abychom dostali pocet prvocisel v né¢jakém rozmezi budeme
potiebovat funkci N/In(N), kde In(N). Na obr.3 muizeme vidét jeho odhad od
skute¢nosti mezi Cisly 1 a 100. Po objeveni si zapsal vzorec na konec knihy, ovS§em o

svém nalezu nikomu nic nepovédél.

Obrazek 2: Pocet prvocisel od 1 do 100

o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80 82 84 86 88 90 92 94 96 98 100

Obrazek 3: Gaussiv odhad

Pokud bychom nyni vzali hodnoty do 10 000 000 pak bychom na grafu zadné schody uz

nevidéli, vidéli bychom pouze rostouct ,,hladkou* funkci.
O Sest let pozd¢ji se matematik Adrien-Marie Legendre pochlubil se svym objevem.

Legendretiv odhad stél na nasledujicim vzorci ————.
In (N)—1,083667
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Legendre sviij vzorec pro vypocet poctu prvocisel ukazal svétu diive nez Gauss, ne ale
proto, ze by na n¢j diive pfiSel. Gauss nebyl ptili§ sdilny, kdyz $lo o néco, co se nedalo

dokazat, tak si nékolik let nechaval vzorec sam pro sebe.

300000
200000

100000

LegenderGv odhad

0 100000 200000 300000 400000 500000 600000 700000 800000 900000 1000000 1100000 1200000 1300000 1400000 1500000 1600000 1700000 1800000
Gausstv odhad

-100000

~200¢

Obrazek 4: Gaussitv odhad vs Legenderiiv odhad

Casem se ukazalo, ze Legendertiv vzorec je sice presnéjsi pro mensi prvocisla, ovsem u

velkych prvocisel prevlada Gausstiv odhad.

V té dob¢ tedy vypadal Legenderv odhad Iépe, a tak se Gauss zamyslel a svilij vypocet

1

zdokonalil. Podle Gausse je pravdépodobnost, ze Cislo bude prvocislem pop Tedy pocet

1 L 4. +—— Tuto funkeci

prvocisel mezi N Cisly spocitdme jako Li(N) = TORETS T

nazval logaritmickym integralem. Gauss, ktery mé¢l v té dobé tabulky prvocisel az do ¢isla

vr o owr

3 000 000, si mohl snadno ovéfit, Zze pro vétsi Cisla jsou vysledky Li(N) lepsi nez

Legendertiv odhad.

V dnesni dobé jiz vime, Ze funkce m(N), a¢ se to nezda, jednou preroste funkci Li(N).
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6 Testy prvociselnosti

Testy prvociselnosti jsou algoritmy, které nam pomdhaji ovéfit, zda je naSe cislo
prvocislem. Tak to je Gzasné, fikate si, ale neni to tak rizové, jak se mize zdat. Mnoho
testi nam dokaze stoprocentné urcit, zda se jednd o cCislo slozené nebo o prvocislo.
Existuji ale 1 pravdépodobnostni testy, které pouze fikaji, Ze zadané Ccislo je

pravdépodobné prvocislem.

6.1 Déleni
Prvocislo je takové prirozené ¢islo, které je délitelné jen samo sebou a ¢islem 1. Abychom
tedy ovérili, Ze se jednd o prvocislo, stacilo by dané Cislo n vydélit vSemi Cisly, ktera jsou
mezi ¢isly 1 a n. Pokud by vSechna tato déleni vysla se zbytkem, bylo by testované Cislo
n prvocislem.
Priklad — déleni
1. n=23
23mod2 = 1, 23 mod3 = 2, 23 mod4 = 3, 23 mod5 = 3,
23mod 6 = 5, 23mod7 = 2, 23mod8 = 7,....23mod 22 =1

Cislo 23 je tedy prvocislem.

6.2 [Eratosthenovo sito

Jednim z nejleh¢ich algoritml pro ovéfeni prvociselnosti je Eratosthenovo sito. Jeho
velikou nevyhodou je ¢asova naroc¢nost, tak s nim vétSinou budeme ovéfovat mala
prvocisla. Jeho podstata spociva v tabulce, ve které postupné Skrtdme nasobky prvocisel.

Ukazme si to na ptikladu.

Budeme hledat prvocisla mezi ¢isly 1 a 100. Vytvoiime tabulku, ve které¢ budeme mit

vSechna tato ¢isla napsana.
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1|12(3|4(5|6|7|8(9]10
11|112|13|14|15|16| 17| 18(19| 20
21122(23(24)|25|26|27|28(29| 30
31(32|33(34|35(36|37(38|39| 40
41)|42(43|44|45|46|47|48|49| 50
51|52|53(54(55|56| 57| 58|59| 60
61(62|63|64|65(66|67(68|69| 70
71(72\73(74|75(76|77(78|79| 80
81|82)|83(84|85(86|87(88|89| 90
91[92|93(94|95(96| 97| 98|99 | 100

Obrdazek 5: Eratosthenovo sito 1
Jako prvni vyskrtneme Cislo 1, protoze se nejedné o prvocislo. Nyni mame na tad¢ Cislo
2. To je prvocislem, a tak si ho zvyraznime, projdeme zbytek tabulky a vySkrtneme

vSechna ¢isla délitelna ¢islem 2.

2(3[(4(5(6|7|8|9] 10
11|112(13|34|15(16|17|18(19| 20
21(22|23|24|25|26(27|28|29( 30
31(32|33|34|35|36|37|38|39]| 40
41|42|43(44)|45(46|47]|48(49| 50
51(52|53|54|55|56(57|58|59( €9
61(62|63|64|65|66(67|68|69( 70
71| 22|73 |7#4|75|76|77|78|79| 80
81(82|83(84(85|86(87|88|89( 99
91(92|93(94(95|96|97|98|99 100

Obrazek 6: Eratosthenovo sito 2

Ted’ je na tadé Cislo 3, protoze jesté neni vySkrtnuté, musi se jednat o prvocislo, a tak ho

zvyraznime. Opét ze zbytku tabulky vySkrtneme vSechny jeho nasobky.

2|13(4|5(6|7|8(9] 10
11| 12( 13| 14| 15|16|17(18| 19| 20
21| 22| 23| 24| 25| 26| 27| 28| 29| 30
31(32(33|34(35[/36|37|38|39| 40
41(42|43|44|45|46(47(48(49( 50
51| 52| 53| 54| 55| 56|57|58|59( 60
61| 62| 63(64|65(66(67|68(69| 70
71| 22| 73| 74| 75| 76|77|78| 79| 80
81| 82|83|84(85/86|87(88|89( 90
91(92(93(94(95(96(97(98(99(100

Obrdazek 7: Eratosthenovo sito 3

Tento postup opakujeme krok po kroku, dokud nedojdeme do konce tabulky.
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2|3|4|5|6|7|8|9]1
11112|13|14|15]|16|17|18|19| 20
21(22)23(24|25|26(27|28(29| 30
31(32(33(34(35(36(37(38(39( 40
41|42|43|44|45|46(47|48|49| 50
51|52|53|54|55|56(57|58|59| 60
61(62(63(64(65(66(67(68(69( 70
71 72|73 |74 25| 76| -2 |78| 79| 80
81182(83(84|85|86(87(88(89| 90
91]92(93(94|95|96(97|98|99|100

Obrazek 8: Eratosthenovo sito 4

Po projeti celé tabulky nam v ni zstanou zvyraznéna pouze prvocisla.

6.3 Fermatiiv test prvociselnosti
M¢jme prvocislo p a vzorec aP —a. Pokud p|aP —a, kde 1 <a <p, jedna se o

prvocislo. Ukazme si nyni piiklady na n&jakych malych prvocislech.

Priklad — Fermativ test
1. Ovéite pomoci Fermatova testu, Ze ¢islo p = 7 je prvocislem.
27-2=128-2=126

37 -3=2187-3 = 2184

47 — 4 = 16384 — 4 = 16380

57 —5=78125—-5= 78120

67 —6 =279936 — 6 = 279930

Jak vidime, vSechna cisla jsou délitelna cislem 7, jedna se tedy o prvocislo.

2. Ovérte pomoci Fermatova testu, Ze ¢islo p = 18 neni prvocislem.

218 — 2 = 262142
262142 % 0 (mod 18)

Cislo 18 neni prvocislem, k vysledku nam stacily pouze dva vysledky. Je jasné, Ze u takto

malého cisla Ize snadno poznat, zda je prvocislem, nebo neni.

U cisel vétsich mizeme mit problém s vypoctem, ne kazdy vypocetni program zvladne

pocitat vysoké mocniny ¢isla.

Pro ¢islo 7 jsme museli udélat pét krokt, pro ¢islo 2069 uz bychom museli spocitat 2067
Cisel a u vSech ovéfit, zda jsou délitelnd ¢islem 2069 a vzhledem k tomu, Ze se o prvocislo

jedné, opravdu by nam to zabralo spoustu ¢asu.

30



Predstavte si, ze bychom kontrolovali nejvétsi zndmé prvocislo, doba trvani tohoto
algoritmu by byla nepfedstaviteln¢ velka, a proto jiz dnes mame lepSi metody na

ovétovani prvociselnosti, které jsou efektivnéjsi a rychlejsi.

6.4 Fermatiiv pravdépodobnostni test prvociselnosti
Jedna se o pravdépodobnostni test, ktery je zalozen na malé Fermatové véte. Ta zni

nasledovné: Pro a € Z a prvocislo p € N takové, Zze p t a plati a?~! = 1 (mod p) resp.

af = a.
Piiklad — Fermatiiv test prvociselnosti

1. Zjistéte pomoci Fermatova pravdépodobnostniho testu, zda je Cislo p = 113

prvocislem.
Nejprve zvolme cislo a.

a=3
aP~! =1 (mod p)
3112 = 1 (mod 113)

Toto tvrzeni je pravdive, cislo 113 je pravdepodobné prvocisio.

2. Zjistéte pomoci Fermatova pravdépodobnostniho testu, zda je cislo p = 561

prvocislem, pokud a = 2.
2560 = 1 (mod 561)
Toto tvrzeni je pravdive, cislo 561 by mélo byt pravdepodobné prvocislem.

Tento test ma jeden nedostatek. Existuji ¢isla slozend, kterd timto testem projdou a jsou
vyhodnocena jako prvocisla. Témto Cisliim fikdme ¢isla Carmichaelova. Jsou to Cisla,
ktera spliiuji kongruenci aP~! = 1 (mod p). Na takové &islo jsme narazili ve druhém
ptikladu, ¢islo 561 miizeme rozlozit na soucin ¢isel 3, 11 a 17, neni tedy prvocislem, jak

nam v testu vyslo.

6.5 Solovay-Strassentv test prvociselnosti
Za timto prvociselnym testem stoji Robert M. Solovay a Volker Strassen. Tento
pravdépodobnostni test byl vytvoten v roce 1977. Pokud budeme mit ¢islo n, které bude

Cislo sloZené, pak pro néj existuje ¢islo a z intervalu {1, ..., n — 1}, takové ze D(a,n) =

laa® /2 £ (%) mod n. [9] Pokud pro n najdeme a, pro které bude platit a™®~1/2 =
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(%) mod n, poté je ¢islo n pravdépodobné prvocislem. Oproti Fermatovu testu, Solovay-

Strassen test rozezna Carmichaelova ¢isla od prvocisel, ovSem stale se jednd o

pravdépodobnostni test, takZze i zde mlze nastat chyba a test by Carmichaelova Cisla
nerozeznal. V tomto testu se vyuziva Jacobiho symbolu (%), ktery je zobecnénim
Legendreova symbolu.

Abychom tomuto pojmu porozuméli, musime si nejprve objasnit pojmy kvadraticky
zbytek a kvadraticky nezbytek. Cislo a nazveme kvadratickym zbytkem modulo n,

jestlize &isla a an jsou ¢isla nesoudélnd a plati a = x? (mod n). Pokud ¢islo x neexistuje,

fekneme, Ze ¢islo a je kvadratickym nezbytkem.

Pro Jacobiho symbol plati:

(E) _ { 1 pokud a je kvadraticky zbytek
n/ ~— |—1 pokud a je kvadraticky nezbytek

Ptiklad — Solovay-Strassentiv test
1. Ovéite prvociselnost pron = 97.
a=2
207-1/2 # (i) (mod 97)
97

Cisla 2 a 97 jsou ¢isla nesoudélna.
142 = 196 = 2 (mod 97) = jednd se o kvadraticky zbytek.’
248 £ 1 (mod 97)

a=3
348 % <i) (mod 97)
97
348 £ 1 (mod 97)
a=4

448 £ <i) (mod 97)
97

4*8 £ 1 (mod 97)

a=5

® Hledani kvadratickych zbytkd je provadéno pfes webovou stranku https:/www.walter-
fendt.de/html5/mcz/legendresymbol cz.htm
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5
48 = [ —
5% = <97) (mod 97)
5% = —1 (mod 97)

Protoze je cislo 5*8 kongruentni s —1, ¢islo 97 je pravdépodobné prvocislo.

6.6 Lucas — Lehmeruv test prvociselnosti

Lucas-Lehmertv test prvociselnosti pouzivame pouze k hledani prvocisel mezi
Mersennovymi ¢isly. Nejvétsi zndmé prvocislo je pravé Mersennovo cislo, jedna se o
282589933 _ 1 Timto testem bychom pomoci po¢itate mohli ovéfit, zda se opravdu jedna

o prvocislo.

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9 M10
1 3 7 15 31 63 127 255 511 1023

Tabulka 3: Mersennova cisla

Lucas-Lehmeruv test — algoritmus

1. Mgjme cislo M,
Spocitame si poCet krokd S,,_,
. Sy =4mod M,

2

3

4. S; = (S;—ymod Mp)* — 2 mod M,

5. S vypocty pokraCujeme az do S,,_,vCetné
6

. Pokud S,,_, = 0 mod M, pak se jedna prave o prvocislo
Priklad — Lucas-Lehmeriv algoritmus
1. Je cislo Mg = 511 prvocislo?

P =9Sp—-2 =257
So = 4 =4mod511
Si=42-2 =14 mod 511
S, = 142- 2 = 194 mod 511
S; = 1942 -2 =37634 =331 mod 511
S, = 3312 -2 =205mod 511
Sg = 121 mod 511
S¢ =331 mod 511
S, = 205 mod 511
205#0
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Nejedna se tedy o prvocislo, jeho prvociselny rozklad by byl 7 a 73.
2. Je M3 = 8191 prvocislem?

P=13,SP -2 = S11
S, = 4 mod 8191
S, = 14 mod 8191
S, = 194 mod 8191
S, = 4870 mod 8191

S, = 3953
Ss = 5970
S, = 1857
S, =36
Sg = 1294
Sy = 3470
S, = 128
S, =0

Mersennovo cislo My je prvocisio.

6.7 Pépiniiv test prvociselnosti
Pépintiv test pouzivame k ovéfeni Fermatovych ¢isel. Nejznamé&j$im zatim oveéfenym

Fermatovym ¢islem je prvocislo Fa.

F1 F2 F3 F4 F5 F6
5 17 257 65537 | 4294967297 | 1,84467E+19

Tabulka 4: Fermatova cisla

Pépin test — algoritmus

1. Mg&jme F, (Fermatovo prvocislo), tedy F, = 22° + 1, kde n > 1
2. Pokud plati 3(Fr=1/2 = —1 (mod E,), pak se jedna o prvoéislo [10]

Priklad — Pépin test

1. FZ =17
3(17-1/2 = —1 (mod 17)
38 = —1 (mod 17)
6561 = —1 (mod 17)
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16 = —1 (mod 17)

A protoze cislo 16 je kongruentni s —1, cislo 17 je tedy prvocislem.

6.8 Miller-Rabintv test prvociselnosti

Jedna se o pravdépodobnostni test. Pokud zadame do tohoto testu ¢islo, miizeme zjistit,

zda se jednd pravdépodobné o prvocislo. Takovymto testim fikdme Monte Carlo testy.

Miller-Rabiniv test — algoritmus

1.

M¢jme zadané Cislo n

2. Najdeme k am pro ktera platin - 1 = 28 xm
3.
4

Vybereme si ¢isloa zintervalu 1 <a<n-—1

. Aby bylo ¢islo pravdépodobné prvocislem musi platit a™ = 1 (mod n) nebo

a?™ = —1 (mod n), pro nékteré 0 < r < k

Priklad — Miller-Rabintv algoritmus

1. n = 161

161 —1=2*x%x10
k=4m=10
1<a<161
Zvolme napriklad a = 8
810 £ 1 (mod 161)
82*1% = 1 (mod 161)
8319 = 1 (mod 161)

Cislo 161 by nemélo byt prvocislem. Pokud bychom chtéli zjistit jeho faktorizaci, pouzili

bychom na to metody z minulé kapitoly.

2. n=83

83—-1=2'x41
k=1m=41
1<a<83
a=2
2*1 £ 1 (mod 161)
2241 = 1 (mod 161)
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Cislo 83 by mélo byt prvocislem.

6.9 AKS test prvociselnosti
Tento algoritmus byl pfedstaven v roce 2002 autory Agrawal, Kayal a Saxena, po kterych
je pojmenovan. Jedna se o polynomialni test prvociselnosti. Jedna se ov§em o algoritmus,

ktery se v praxi nepouziva, spiSe se vyucuje na univerzitach.

Vzhledem ke slozitosti tohoto algoritmu si ukdZzeme jeho hodné zjednodusenou podobu,

ktera nam také ovéri prvociselnost.
AKS - zjednoduSeny algoritmus

1. Mg¢jme cislo n, u kterého chceme ovéfit prvociselnost

2. Cislo dosadime do nasledujiciho vzorce (x — 1)? — (xP — 1)
3. Po dosazeni roznasobime zavorky
4

Pokud jsou ¢isla u ¢lent polynomt délitelnd n, tak se jedna o prvocislo
Piiklad — AKS zjednoduseny

I.p=3
=13 -((x-1D=x>—2x2+x—x*+2x—1)—x3+1=—-3x2+3x

Z vysledku vidime, Ze Cislo 3 je délitelné cislem 3 a tim padem je cislo 3 prvocislem.
2p=4
c—D*—(x*—1)=x*—4x3+6x?—4x+1—-x*+1=—-4x3+6x2 —4x+2

My vime, Ze cislo 4 neni prvocislo, z vysledku by mélo vychazet to samé, a protoze 6 ani

2 nejsou delitelné 4, jedna se opravdu o cislo, které neni prvocislem.

Snadno si pov§imnete spojitosti s binomickou vétou.
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7 Hledani velkych prvocisel

Hledéni velkych prvocisel je potieba zejména v kryptografii.

Do doby, nez méli matematici k dispozici vykonné pocitace, hledali prvocisla pomoci
Eratosthenova sita anebo prostym délenim. Mohlo by se zdat, Ze naptiklad v 18. stoleti
mohli mit tak hotovou tabulku prvocisel do 10 000. Ovsem takovy Gauss mél ve svych
sedmdesati letech tabulku hotovou az do ¢isla 3 000 000 a to je néco neuvetitelného [11].
Casto se nova prvoéisla hledala jako ,,pokus-omyl*, ob&as se dokonce nasel i nékdo, kdo
prohlasil, ze dané Cislo je prvocislem (aniz by to mél ovétené) a svét to tak piijal a az

pozd¢ji museli matematici dokazat, ze to tak neni.

Piedstavme si nyni J. F. Kulika, ktery se narodil v Lvové v roce 1793. Tento ukrajinsky
matematik stravil nékolik let v Ceské republice a také zde zemiel. Napsal mnooho tabulek
zaméfenych na prvocisla a d¢litele pfirozenych Cisel, naptiklad Handbuch
mathematischer Tafeln (1824), Divisores numerorum decies centena milia non
excedentium (1825), Magnus Canon divisorum pro omnibus numeris per 2,3 et 5 non
divisibilibus et numerorum primorum interjacentium ad milies centena milia
accuratius ad 100 330 201. V poslednim zminéném dile najdeme nejmensi délitele ¢isel

od ¢isla 3 033 001 az do 100 330 201. [12]

K hledani prvocisel mizeme vyuzivat Eratosthenovo sito, které jsme si ukdazali
v ptedchozi kapitole. Vzhledem k jeho velké ¢asové naro€nosti neni uplné nejlepSim
zpusobem pro hledani opravdu velikych prvocisel. Mlizeme si trochu proces usnadnit a

skon¢it u v/x, kde x je posledni ¢&islo v tabulce.

Dale se hledaji velkd prvocisla v oblasti nejvétSich nalezenych prvocisel a poté se

pouzivaji testy prvociselnosti jako naptiklad Miller-Rabintv test.

7.1 Pocklinghtonovo Kkritérium

Véta — Pocklinghtonovo Kkritérium

Necht' p je liché ¢islo a k je Cislo pfirozené takové, Ze pnedéli k a1 < k < 2(p + 1).
M¢éjme N = 2kp + 1, pak plati, ze N je prvocislo, pokud existuje pfirozené ¢islo a,

takové ze

e 2<a<N,
e a* =—1(modN),

37



e nsd(a®+1,N) =1.[13]

Pokud bychom hledali prvocisla spfesné¢ x Cislicemi, miZeme pouzit pravé
Pocklinghtonovo kritérium. Kazdé naSe N, bychom si pfejmenovali na p;. A k nému
bychom poté pocitaly dalsi k;. Pocet cifer se ndm bude zdvojndsobovat, a tak bychom se

dostali az na pozadovany pocet cifer.
Piiklad — Pocklinghtonovo kritérium

1. Najdéte prvocislo konstrukei poéinajicip = 17.
1<k<2(17+1)
1<k<36
Zvolme si tedy k, napr. k = 31
N=2kp+1=2%x31x17+1= 1055
Muizeme si v§imnout, Ze cislo 1055 je délitelné cislem 5. Nejedna se tedy o prvocislo a

nema ani smysl hledat k nému cislo a, protoze by neexistovalo. Zkusme zvolit jiné k.
k =30
N=2x30x17+1=1021
Pokud cislo 1021 zkontrolujeme pomoci programu, vyjde nam, Ze se jednd o prvocislo.

Vypocet k jeho nalezeni nebyl prilis slozity, ani nezabral tolik casu. Ovsem zkusme to

zkontrolovat a najit a, které by mélo existovat.

2<a<N
2<a<1021
a*? = —1 (mod N)

a®® = —1 (mod 1021)
Zkusme jit od nejmensiho mozného a,a = 2

2510 = —1 (mod 1021)
1o je pravdivé tvrzeni, zkontrolujme jesté druhé:

nsd(2°1° +1,1021) = 1

Toto tvrzeni je také pravdive, tim padem je cislo 1021 prvocislem.

2. Najdéte prvocislo, které bude mit vice jak patndct Cislic.
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Zvolime libovolné p; a kneému vybereme k,, zvolime pocatecni cisla napriklad

pétimistnd, aby nam stacila pouze dve hledani k nalezeni vice jak patndctimistného cisla.

p; = 10859
1<k, <2(10859+1)
1<k, <21720
k, =21714
N =2kp+1=2x%x21714x 10859 + 1 = 471584653
Vzhledem k velikosti cisla zde nebudeme hledat a. Zda se skutecné jedna o prvocislo

overime pomoci webové stranky alperton.com

Cislo 471584653 je prvocislem. Pouzijeme ho jako nase p,.
p, = 471584653
1<k, <2(471584653 + 1)
1<k, <943169308
k, = 943169271
N =2kp+1=2x943169271 x 471584653 + 1 = 889 568 306 769 595 927
Cislo 889 568 306 769 595 927 je prvocislem. Nalezli jsme tedy osmndctimistné

prvocislo.

Hledani cisla k miize na prvni pohled vypadat jednoduse, ale ne vidy tomu tak je. V
intervalu (943169271,943169308) nenalezneme ani jedno k, které by pak vytvorilo

prvocislo N. A objevili bychom tam i dalsi intervaly, ve kterych bychom k nenasli.

7.2 GIMPS

GIMPS neboli Great Internet Mersenne Prime Search je projekt, ktery patra po
prvocislech mezi Mersennovymi prvocisly. GIMPS vznikl v roce 1996 a zakladatelem je
George Woltman [14]. K ovéfovani se pouziva optimalizovany Lucas-Lehmertyv test. Do
projektu se mize zapojit kdokoliv, kdo mé chut’ hledat. Prvni nalezené ¢islo M1398269 se
nalezlo hned vroce 1996. Poslednim zatim nalezenym prvocislem (Gnor 2024) je
Ms2sg9933, které je zaroven nejvétsim nalezenym prvocislem. Nalezl ho Patrik Laroche. Za

nalezeni nejvétSich prvocisel je nabizend penézni odména.

Na webovych strankadch mersenne.org se muizete docist, jak se zapojit, jaka Cisla jiz byla

nalezena, ktera z nich byla ovétena a spoustu dalSich zajimavych informaci.
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Great Internet Mersenne Prime Search

Home Get Started Current Progress Create Account Reports Manual Testing More Information / Help

Welcome to GIMPS, the Great Internet Mersenne Prime Search Foiy s Numbare i

L3 CILY o UL follow theselinstructions CPUs 2702782

Previous Day Stats
All exponents below 67 221 559 have been tested and verified. First Prime Tests 873
All exponents below 115388887 have been tested at least once. Verified Prime Tests 986

Newly Factored 954

2024-Mar-06 Prime95 ion 30.19 rel d
Version 30.19 is now available. ECM stage 2 is now much faster if you can give prime95 lots of memory to use. This is similar to the improvements to P-1 stage 2 in version 30.8, There are other minor

bug fixes and tweaks. This is not a required upgrade -- version 30.3 and later can be used to hunt for new Mersenne primes. Should you decide to upgrade, if any workers are currently in ECM or P-1
stage 2 wait for ECM or P-1 to finish before upgrading. If you have any upgrade questions, ask in this thread at Mersenne Forum.

2021-Oct-06 All tests smaller than the 48th Mersenne Prime, M(57 885 161), have been verified

M(57 885 161) was discovered eight and half years ago. Now, thanks to the largely unheralded and dedicated efforts of thousands of GIMPS volunteers, every smaller Mersenne number has been
successfully double-checked. Thus, M(57 885 161) officially becomes the 48th Mersenne prime. This is a significant milestone for the GIMPS project.

2021-Apr-08 First-time Lucas-Lehmer Testing Ends

One year ago, first-time PRP primality testing with proofs was introduced. It has been a huge success, saving GIMPS tens of thousands future double-checks. Going forward, the server will no longer
make available exponents for first time Lucas-Lehmer tests. Users that have not yet upgraded to prime95 version 30.3 or gpuowl for GPUs should do so. Failure to upgrade will result in unnecessary
double-check work. GIMPS has a multi-year backlog of double-checks to work through. There is even a chance that a new Mersenne prime is hidden in all those double-checks.

The server will continue to accept Lucas-Lehmer results. There is no need to worry about any LL tests that are currently underway.
2020-Sep-10 BIG Changes Are Here! Prime95 version 30.3 released.

For almost 25 years, GIMPS has looked for new Mersenne primes by running a primality test on one computer and later running the exact same primality test on another computer to guard against
hardware errors having corrupted the first primality test.

A breakthrough by Krzysztof Pietrzak makes it possible to eliminate the second primality test! The first primality test produces a proof file that can be securely verified with less than 0.5% of the work
required to re-run the primality test. This breakthrough will nearly double GIMPS' throughput in the long run.

Version 30.3 is now available with PRP proofs. While not a required upgrade, at some point in the future only users running version 30.3 with PRP proofs will be assigned first-time primality tests.

Obrazek 9: GIMPS mersenne.org
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8 Polynomy s mnoha prvociselnymi hodnotami

Existuji polynomy, do kterych po dosazeni urcitych ¢isel dostaneme prvocisla. Neexistuje

ale zadny, ktery by pro vSechna ¢isla generoval jen prvocisla.
Polynomy tvaru f(x) = x>+ x +p

Jiz v roce 1772 ptiSel Euler s pozoruhodnym polynomem, ktery bude generovat prvocisla.
Pro vSechna xe€Z uvazujme hodnoty polynomu : f(x) = x? + x + 41. Prvocisla

dostaneme pouze pro ¢islax = 0, 1, ..., 39.
Prvocisla, kterd dostaneme z tohoto polynomu budou nésledujici:

f(x) =x%+x+41,x¢{0,1, ...,39}: 41,43,47,53,61,71,83,97,113,131, 151, 173,
197,223,251,281,313,347,383,421,461,503,547,593,641,691,743,797, 853,
911,971,1033,1097,1163,1231,1301,1373,1447,1523,1601

Euleriiv polynom mame tedy ve tvaru f(x) = x? + x + p, kde p je prvocislo a x =
0,1...,p— 2. Abychom zpolynomu dostali pouze prvocisla musime za p dosadit
{2,3,5,11,17,41}. Zkusme si opét vypsat, jaka prvocisla dostaneme u téchto novych

polynomt.

f(x) =x%+x+ 2,xe{0} : 2
f(x) =x?+x+3,xe{0,1} : 3,5
f(x) =x?+x+5,x¢{0,1,2,3}: 5,7,11,17
f(x) =x%?+x+11,x¢{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} : 11,13,17,23,31,41,53,67,83,101

Za nasledujicim polynomem stoji Adrien-Marie Legendre.
f(x) =x*+x+17,x€{0,1, ...,15} : 17,19, 23,29,37,47,59,73, 89,
107,127,149,173,199, 227, 257

Nyni si ukdzeme, proc¢ to neplati naptiklad pro ¢islo 13. Zkusme si vypsat opét Cisla kterd

z polynomu dostaneme.
f(x) =x*+x+13,x€{0,1, ..., 11} : 13,15,19, 25,33, 43,55, 69,85,103,123, 145

Pokud bychom zvolili n&jaké vlastni p > 41, ve vyslednych hodnotich bychom

samoziejme n¢jaka prvocisla dostali, ovSsem nevychazela by nam jen a pouze prvocisla.

Polynomy tvaru f(x) = x* + ax + p

41



Dal8im polynomem, ktery ndm bude generovat pouze prvocisla pro ur¢itou mnozinu ¢isel

miZe byt napiiklad f(x) = x? + 3z + 43 x¢{0, 1, ..., 38}. [15]

f(x) =x%+3z+43xe{0,1,...,38} : 43,47,53,61,71,83,97,113,131,
151,173,197,223,251,281,313,347,383,421,461,503,547,593, 641, 691, 743,797,
853,911,971,1033,1097,1163,1231,1301,1373,1447,1523,1601

Polynomy tvaru f(x) = ax? +p

Uz jsme si ukazali polynom f(x) = x? + x + 17,x € {0, 1, ..., 15}, dal§im polynomem,
ktery dava samd prvocisla, je polynom f(x) =2x?+29,x€{0,1,...,28}. Jejich
objevitelem je Adrien-Marie Legendre. Ukazme si, Ze se opravdu jedna o prvocisla a

vypocitejme si vSech 29 hodnot. [15]

f(x) =2x?+29,x€{0,1,...,28}:29,31,37,47,61,79,101,127,157, 191, 229, 271,
317,367,421,479,541,607,677,751,829,911,997,1087,1181,1279,1381, 1487,
1597
Zajimavosti je napiiklad polynom f(x) = x® 4+ 1091, ktery dava prvo&isla az pro ¢&isla
3906, 4620, ... Celkem je polynom ovéien pro 35 Cisel, ktera mizeme najit v OEIS

A066386. [16]

Polynomy tvaru f(x) = ax* + bx + p

Fung a Ruby polynom maji riizné koeficienty u ¢lenti x? a x. Polynomy maji nasledujici
tvar f(x) = 36x% — 810x + 2753,x € {0, 1, ..., 44}, druhy je ve tvaru f(x) = 47x% —
1701x + 10181, x € {0, 1, ..., 42}. [15,16]

J. Borox polynom ma tvar f(x) = 6x? — 34x + 4903.

Dalsi polynomy bychom mohli najit napiiklad od autorit F. Gobbo, Speiser, Honaker.
[16].
Polynomy vyssiho Fadu

Ukazme si priklady dvou polynomi od tymu Ivan Kazmenko a Vadim Trofimov. Prvni
polynom je ve tvaru f(x) = 66x3 — 3845x2 + 60897x — 251831,x € {0,1, ..., 45},
druhy vypada nasledovné f(x) = 45x* — 3416x3 + 96738x% — 1212769x +
5692031,x €{0,1, ...,42}. [17]
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Dalsimi, kdo se zabyval hledanim polynomii, které by ndm generovala prvocisla, jsou
Jaroslaw Wroblewski a Jean-Charles Meyrignac, stoji za mnoha polynomy, a tak si

ukazme op¢t alespoii dva:

F(x) = (x° — 126x5 + 6217x* — 153066x3 + 1987786x2 — 13055316x
+ 34747236)/36,x € {0,1, ...,54}

f(x) = (3x* —386x3 + 14301x2 — 191518x + 738676)/4,x€{0,1, ..., 48} [17]
Samoziejmé dalsich polynomt existuje celd fada, miizeme si je tedy vybirat dle potieby.
Mmnohoclen

Na mnoho¢lenu, ktery by daval opravdu jen prvocisla zacal pracovat i Matijasevic, praci
ale nedotahl do konce. O pét let pozdéji, v roce 1976 byl piedstaven mnohoclen, ktery ma

26 proménnych a generuje vSechna prvocisla. [18] Mnohoclen vypada takto:

(K+2){1—-[WZ+H+]—-Q1*—-[(GK+2G+K+1)(H+])+H—-Z]?
—[2N+P+Q+Z—E]*?—[16(K+2)(N+1)?2+1— F?)?
—[E3(E+2)A+1)?+1-0%]?-[(42—-1DY?2+1—-X2%]?
—[16R?Y* (A2 — 1) +1—U?]?

- [((A+U2 W? - 4))° —1) (N+4DY)2+1—(X+CU)2]2
—[N+L+V-Y]* - [(A2-DL*+1-M?*]?
—[AI+K+1—-L—-1]?
—[P+L(A—N—1)+B(2AN 4+ 24 — N2 — 2N — 2) — M]?
—[0+Y(A—-P—1)+SQAP + 24— P2 —-2P —2) — X]?
—[Z+ PL(A—P) +T(2AP — P? — 1) — PM]?}

Do daného mnohoclenu dosazujeme pouze piirozena ¢isla (vyjma nuly), pokud ndm
vysledek vyjde kladny, jedna se o prvocislo. Vypada to, ze prvocisla uz budeme hledat
opravdu snadno. M4 to ale jeden velky hacek, pokud si vyzkouSime do mnohoclenu

dosazovat rizna ¢isla, zjistime, ze dostat kladné ¢islo neni tak snadné, jak se muze zdat.

Podle jin¢ho zdroje vypada vyraz podobnég, ale li§i se jednim Clenem (ten je v textu
zvyraznén tuéng). Za timto stoji ¢tvetfice matematiki — Jame P. Jones, Daihachiro Sato,

Hideo Wada a Douglas Wiens. [19]
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(K+2){1—-[WZ+H+]—-Q1*—-[(GK+2G+K+1)(H+])+H—-Z]?
— [2N+P+Q+Z—-E)?
—[16(K + 1)3(K + 2)(N + 1)? + 1 — F?]?
—[E3(E+2)A+1)?+1-0%]?-[(42—-1DY?2+1—-X2%]?
—[16R2Y* (A2 — 1) + 1 — U?]?
- [((A + U2 (U? - A4)" - 1) (N + 4DY)? + 1 — (X + CU)? ]2
—[N+L+V-Y]* - [(A2-DL*+1-M?*]?
—[AI+K+1—-L—-1]?
—[P+L(A—N—1)+BQAN + 24 — N2 — 2N — 2) — M]?
—[Q+Y(A—-P—1)+SQAP +24—P%—-2P —2) — X]?
—[Z+PL(A—P)+T(Q2AP — P> —-1) — PM]?}

Ani u tohoto mnohoc¢lenu jsem s hledanim hodnot nebyla uspésna. Zistava tedy otazkou,

jaka jsou ta spravna Cisla pro kladny vysledek.
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9 Aplikace na praci s prvocisly
V této kapitole se podivame na aplikace, ¢i webové stranky, které ndm pomohou

s faktorizaci, ovéfovanim prvociselnosti a hleddnim prvocisel.

Piedstavime si tu dvé webové stranky — WolframAlpha a Alperton, jejichZ pouZivani neni
zpoplatnéno a budou pro vétSinu problémii dostacujici. Jako posledni se podivame na
zpoplatnény program, ktery se ale hojn¢ vyuziva, a tim je Mathematica. Dal$i programy,
které by se daly pouZit jsou napiiklad Maple, MATLAB anebo tfeba programovaci jazyk
Python, ktery ma knihovny, které by se pro prvocisla také daly pouzit.

9.1 WolframAlpha

WolframAlpha je online néstroj, ktery je zdarma, takze ho mizeme pouZzivat ve Skolach i
doma. Webova stranka nam dava odpovédi na nase dotazy. Neslouzi pouze pro
matematiku, da se vyuzit i pro védecké a technické dotazy, kulturni, ale i kazdodenni

dotazy ze zivota.

Pomoci tohoto programu miizeme zjistit, zda je ¢islo prvocislem, miizeme také vypsat
konkrétni prvocislo v pofadi, generovat piesny pocet prvocisel nebo najit nejblizsi
prvocislo k ur¢itému ¢&islu. Také 1ze faktorizovat prvocisla, hledat prvociselné dvojcata

nebo hledat Mersennova a Fermatova prvocisla.
Kontrola prvociselnosti, faktorizace Cisel

Pokud bychom chtéli zjistit, zda je ¢islo N prvocislo, sta¢i napsat do vyhledavace ,,is N
prime? “ V druhém policku Result, pak zjistime, zda se jedna o prvocislo nebo ne. Pokud
se nejednd o prvocislo, program vypise i prvociselny rozklad. Pokud bychom chtéli védét

rovnou faktorizaci sta¢i zadat piikaz ,, factor N*.
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FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

R WolframAlpha

[ is 199982938595859482300129838495948290203049587302002981 prime? (%] B]
% NATURAL LANGUAGE | f§5 MATH INPUT Bl EXTENDED KEYBOARD  :i! EXAMPLES # UPLOAD >4 RANDOM
Input

199982938 595 859482 300 129 838 495 948 290 203 049 587 302002981
| prime number?

Result

199982938 595 859482 300 129 838495 948 290 203 049587 302002981
s not a4 prime number

Partial factorization

199 < 1004939389928942122111205218572604473382158730160819

(1 prime factor, 1 composite factor)

&, Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Obrazek 10: WolframAlpha prvociselnost

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

& WolframAlpha

[ factor 19987 = ]

£k NATURAL LANGUAGE [i‘a MATH INPUT B8 EXTENDED KEYBOARD ::i! EXAMPLES # UPLOAD 24 RANDOM

Assuming "factor” is referring to a factorization computation | Use the input as referring to divisors instead

Input interpretation

factor 19987

Result [ [« Step-by-step solution J
1122379
Divisors [ [« Step-by-step solution }

1 11 23 | 79 | 253 | 869 1817 19987

&, Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Obrazek 11: WolframAlpha faktorizace

Generovani prvocisel

Pokud bychom chtéli vypsat n-té prvocislo sta¢i do ptikazu zapsat ,, Nth prime ‘. Pokud
bychom chtéli vypsat prvocisla v n¢jakém intervalu, mame dvé moznosti. Prvni moznosti

je, ze budeme chtit vSechna prvocisla do urcitého Cisla ,, primes <=4 “. Druhou moznosti
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je pak vypis prvocisel mezi dvéma Cisly ,, primes between A and B*“. Pokud bychom

nevidéli vSechny ¢isla jako na obr.12, klikneme u Result na tlacitko More.

[ 1992738th prime (=] ]

£k NATURAL LANGUAGE | f§5 MATH INPUT @@ EXTENDED KEYBOARD 3i! EXAMPLES # UPLOAD 3@ RANDOM

Assuming "prime" is referring to prime numbers | Use as referring to a type of number instead

Input

P1992738

Result

32327501

Scientific notation

3.2327501 x 107

Obrazek 12: WolframAlpha Nté prvocislo

[ primes <=1000 B8 ]

ﬁ NATURAL LANGUAGE [{a MATH INPUT Bl EXTENDED KEYBOARD 3i: EXAMPLES # UPLOAD >3 RANDOM

Input interpretation

integers  prime  less than or equal to 1000
Result More
213|517 11 13 17 | 19 | 23 997 (1t 1tege
Plot Less More
100} RN
80} .
60} oo’

I . (30 integers shown)
10} . 1
20{ e

: et P A SR S S P

5 10 15 20 25 30

Obrazek 13: WolframAlpha vypis prvocisel do N
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Result Less

2/3/517' 11 13 117 | 19 | 23 | 29 | 31 | 37 | 41 @ 43
47 153 159 | 61 | 67 | 71 | 73 179 | 83 | 8 | 97 | 101

103 | 107 | 109 | 113 | 127 | 131 137 | 139 | 149 | 151 157
163 | 167 | 173 | 179 | 181 191 193 | 197 | 199 | 211 | 223
227 | 229 | 233 | 239 | 241 | 251 | 257 | 263 | 269 | 271 | 277
281 | 283 | 293 | 307 | 311 | 313 | 317 | 331 | 337 | 347 | 349
353 | 359 | 367 | 373 | 379 | 383 | 389 | 397 | 401 | 409 | 419
421 | 431 | 433 | 439 | 443 | 449 | 457 | 461 | 463 | 467 | 479
487 | 491 | 499 | 503 | 509 | 521 | 523 | 541 | 547 | 557 | 563
569 | 571 | 577 | 587 | 593 | 599 | 601 | 607 | 613 | 617 | 619
631 | 641 | 643 | 647 | 653 | 659 | 661 | 673 | 677 | 683 | 691
701 | 709 | 719 | 727 | 733 | 739 | 743 | 751 | 757 | 761 | 769
773 | 787 | 797 | 809 | 811 | 821 | 823 | 827 | 829 | 839 | 853
857 | 859 | 863 | 877 | 881 | 883 | 887 | 907 | 911 | 919 | 929
937 | 941 | 947 | 953 | 967 | 971 | 977 | 983 | 991 | 997

Obrazek 14: WolframAlpha tabulka prvocisel do N

primes between 100000 and 101000 = ]

¥ NATURAL LANGUAGE | ffp MATH INPUT H EXTENDED KEYBOARD  :if EXAMPLES % UPLOAD 3@ RANDOM

Input interpretation

integers prime 100000 101000

Result More

100003 100019 100043 100049 100057 100069 100103
100109 100129 100999

Obrazek 15: WolframAlpha prvocisla v intervalu od A do B

Hledani prvocisel

Miutzeme hledat specidlni prvocisla 1 prvocisla blizkd urcitému cislu. Napiiklad
Mersennova prvocisla najdeme pomoci , Nth Mersenne prime*. Pro hledani
prvociselnych dvojcat ddme do piikazu ,, Nth twin prime . U této funkce vidim nevyhodu,
Ze nam program nevypise ob¢ prvocisla najednou. Pokud bychom chtéli najit prvocislo

nejblize k n¢jakému ¢islu, udélame tak pomoct ,, prime closest to N*.

prime closest to 169743212304 =] ]

ﬁ NATURAL LANGUAGE Ii‘a MATH INPUT {8 EXTENDED KEYBOARD :ii EXAMPLES # UPLOAD >4 RANDOM
Input interpretation
prime 169743212304

Result

169743212279

3. Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Obrazek 16: WolframAlpha nejblizsi prvocislo k N
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51th Mersenne prime =

% NATURAL LANGUAGE | f§5 MATH INPUT B8 EXTENDED KEYBOARD 3 EXAMPLES & UPLOAD 3 RANDOM

Assuming "Mersenne prime" is referring to prime numbers | Use as referring to a type of number instead

Input interpretation

51" Mersenne prime

Result

282589933 _ |

scovered December 7, 20

Mersenne Prime »

. Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Obrazek 17: WolframAlpha Nté Mersennovo prvocislo

100th twin primes El

ﬁ NATURAL LANGUAGE ]}’:‘a MATH INPUT B8 EXTENDED KEYBOARD ::i EXAMPLES # UPLOAD >4 RANDOM

Input interpretation
100" twin prime

Result

1607

Number line

L]
1200 1400 1600 1800 2000

Number name Words and numerals

one thousand, six hundred seven

& Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Obrazek 18: WolframAlpha Nta prvociselna dvojcata
Wolfram Alpha je také skvély tim, Ze nam ovéti kongruence, které ndm kalkulacka nebo
Excel nezvladnou vypocitat. Staci zadat problém piimo do vyhledavace. Kongruenci
zapisujeme jako “==“. Abychom dostali matematické prostredi zapisu, staci stisknout

tla¢itko MATH INPUT, které najdeme pod vyhledavacim oknem. Ze jsme
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v matematickém zépisu pozname tak, Ze je zde fialové prostredi.

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

% WolframAlpha

293847459 ==.1 (mod 1021) oa

% NATURAL LANGUAGE  [ESVINGIINIV g

Yl o () A w

3 Am [eed] (38

Input

938474 590

2 = (~1)mod 1021

Result

False

POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Obrazek 19: WolframAlpha ovéreni kongruence

9.2 Alperton

Argentinsky elektroinzenyr a ucitel Dario Alpern vytvofil stranku, na které si miZeme
ovefovat prvocisla, ptipadné zjistit rozklad na prvocisla. Stranku nalezneme na tomto
odkaze: https://www.alpertron.com.ar/ECM.HTM. Tato stranka je zcela zdarma a
vysledky byvaji béhem chvilky. Program zvladne urcit prvociselnost pro ¢isla s méné nez

200 000 ciframi. S nejveétsSim zndmym prvocislem si tedy neporadi.

Do kolonky Value zadame nase Cislo.
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Integer factorization calculator

Alpertron » Web licati » Integer
Value
;‘ﬁ Functions
=D 5 = 3 Category: essic watn HNDBE 08000000 ED

Type one numerical expression or loop per line. Example: x=3;x=n(x);c<=100;x-1

This web application factors numbers or numeric expressions using two fast algorithms: the Elliptic Curve Method (ECM) and the Self-Initializing Quadratic Sieve (SIQS).

The program uses local storage to remember the progress of factorization, so you can complete the factorization of a large number in several sessions. Your computer will remember the state of the
factorization, so you only have to reload this page.

Since all ions are in your you can di it from the internet while the factorization is in progress. You can even start this application without an intemnet connection after the
first run.
The source code is written in the C programming language and compiled to asm.js and ly, which are the used by web browsers. The latter is faster, but it is not supported in all web
browsers. You can see the version while a number is being factored.
There is a list of videos related to this calculator available.
See ization records for this

Expressions +

P

Factoring using the Elliptic Curve Method (ECM) =

Factoring a number in several machines +

Obrazek 20: Alperton prostiedi aplikace
Pokud chceme zjistit, zda se jedna o prvocisla, klikneme v zalozce Actions na tlacitko
Prime. Jak si miizete povSimnout, nezadali jsme pftilis nizké ¢islo, ale i pfesto se odpoveéd’

dozvime béhem necelé vtetfiny. Také se dozvime, kolik Cislic zadané ¢islo ma.

Integer factorization calculator

Alpertron » Web applications » Integer factorization calculator

Value
Actions Functions
Category: gasic Math 8 (Lol ol +h-0-0r k%)~ ans | sart( | iroot(

Type one numerical expression or loop per line. Example: x=3;x=n(x);c<=100;x-1

Press the Help button to get help about this application. Press it again to return to the factorization. You can also watch videos. Keyboard users can press CTRL+ENTER to start factorization. This is the
WebAssembly version.

« 1738394 758573 839202 884757 483939 202938 474839 932020 200371 (55 digits) is not prime
Written by Dario Alpemn. Last updated on 16 February 2024.

Share factorization!

New! Batch processing now supports several expressions in the same loop, check help.
If you find any error or you have a comment, please fill in the form.

If you like these calculators and you want to support free software with no annoying advertisements, you can donate through PayPal.

Obrazek 21: Alperton prvociselnost

Kdybychom chtéli znat rozklad na prvocisla, miizeme pouZzit opét v Actions tlacitko

Factor.
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Value  1204854989838678490

Actions
oy e | i J Fcr v
i R s o P o

Type one numerical expression or loop per line. Example: x=3;x=n(x);c<=100;x-1

Functions
Category: Basic Math B (L)L ell+) -1/ ) %)~ ans | san( || iroot(
Random( || Abs( || Sign(

Press the Help button to get help about this application. Press it again to return to the factorization. You can also watch videos. Keyboard users can press CTRL+ENTER to start factorization. This is the
WebAssembly version.

« 1294854 989838 678490 = 2 x 5 x 37 x 21 541259 x 162 460703

Number of divisors: 32
Sum of divisors: 2 393732 053018 575360
Euler's totient: 503943 537116 608704
Mbius: -1
n=a’+b*+c?+d*
a= 862907572
b = 596 959124
c=340811093
d =278 806591

Show divisors
Time elapsed: 0d Oh Om 0.1s
Modular multiplications:

+ ECM: 25673
« Probable prime checking: 64
« Sum of squares: 156

Obrazek 22: Alperton faktorizace
K faktorizaci program pouziva metodu eliptickych kiivek. Jak si mlzete povSimnout,
jedné se o velice rychlou metodu. Doba faktorizace devatendcticiferného ¢isla (obr. 22)

trvala 0,1 sekundu.

9.3 Mathematica
V programu Mathematica se pouziva Wolfram language, coz je symbolicky jazyk. Pokud
tento jazyk neovladame, na strankach https://reference.wolfram.com/language/ najdeme

celou jeho dokumentaci. VSechny funkce jsou zde popsané a snadno pochopitelné.

Odlisnosti oproti pfedchozim strankdm je nutnost staZzeni programu a jeho zaplaceni. Také
prostiedi uz je odliSné oproti piedchozim. Mame ptikazy, které do programu zapisujeme,

musime u nich ov§em dodrzet syntaxi, jinak si s tim program neporadi.

V prostiedi se nam po levé stran€ budou zobrazovat malymi pismeny ndpisy In/X] a
Out[X]. In je to, co do programu zadame, tedy ptikaz. A Out je kolonka, kde se nam
zobrazi odpovéd’, vypocet nebo napiiklad graf. X v hranatych zavorkach pouze tika

poradi ptikazu, tedy kolikaty piikaz to v souboru je.

Také spusténi vypoctu je odlisné od predchozich dvou, uz zde nemame tlacitka, a tak

musime provadét vypocty jinak. To se provadi pomoci klavesové zkratky Shift + Enter.

Kontrola prvociselnosti, faktorizace Cisel
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Pro kontrolu prvociselnosti pouzijeme jednoduchy piikaz PrimeQ/n]. Pokud bude n

prvocislem, tak nam program vrati hodnotu 7rue, pokud ne, hodnotu False.

(1= PrimeQ[1248]

outf1]= False

n2}= PrimeQ[3049]

outl2)= True

Obrazek 23: Mathematica — prikaz PrimeQ[n]
Pokud bychom chtéli zjistit faktorizaci, zaddme piikaz Factorlnteger/n]. Grafické

zpracovani nevypada tak dobte, jako u predchozich stranek, protoze je program urcen pro

profesionaly nebo ke vzdélavacim ucelim a ne pro Sirokou vetejnost.

n21= FactorInteger [2468]

oupr= {{2, 2}, {617, 1}}

n4}= FactorInteger[3049]

Out[4]= {{3949: 1}}

Obrazek 24: Mathematica — prikaz Factorinteger[n]

Generovani prvocisel
Pro n-té prvocislo napiSeme ptikaz Prime/n]. Pokud bychom chtéli zjistit prvocislo, které
je po cisle n, pouzijeme NextPrime[n].

nig}= Prime[1000]

out[gl= 7919

in9)= NextPrime [100000 ]
Out[9]= 100003

Obrazek 25: Mathematica — prikazy Prime[n], NextPrime[n]

Zajimavou a velmi uZzite¢nou funkci je také prikaz na hledani ndhodnych ¢isel. Piikaz

vypada nasledovné RandomPrime/max]. Tento piikaz vypiSe ndhodné prvocislo
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z rozsahu od 2 do maximélni hodnoty max. Kdyby ndm nestacilo jedno jediné ndhodné
prvocislo, l1ze zapsat ptikaz jest¢ jednim zplUsobem RandomPrime[max,n]. Piikaz
funguje podobné jako ptedchozi, jen ndm vypise n prvocisel. Pokud bychom chtéli rozsah
zmens$it, mizeme napsat RandomPrime[{min, max}]. Zde program vypiSe nahodné

prvocislo mezi hodnotami min a max.

ini5}= RandomPrime [1000]

out[s]= 487

in6l= RandomPrime [1000, 10]

oue- {109, 797, 467, 67, 457, 19, 73, 449, 89, 379}

in[7= RandomPrime[ {10000, 90000} ]

ou7= 12541

Obrazek 26: Mathematica — prikazy RandomPrime
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Zaver

Cilem této bakalaiské prace bylo ptedstaveni klasickych i novych poznatki o prvocislech.
Ve vétsiné kapitol jsou rozebrany poznatky od nejstarSich a nejzndméjsich az po ty

nejnovéjsi a nejmodernéjsi, které se pouzivaji naptiklad v kryptografii.

Nejpodrobnéji z celé prace jsou zpracovany faktorizacni algoritmy a testy, u kazdého
tématu je ukazano nékolik metod, které jsou zde vysvétleny a ukdzany na piikladech,
kazdy si tedy miize vyzkouset tu, kterd se mu zamlouva. V praci jsou popsany jednodussi

a pouzivangj$i algoritmy, které by mély byt pro vétSinu lidi pochopitelné.

V zavéru prace jsou predstaveny aplikace, které se daji vyuzit nejen pro praci s prvocisly.
Takovych aplikaci existuje celad fada, ale byly vybrany tyto, protoze je jejich prostiedi

uzivatelsky piivétivé a byly pouzity pro ovéfovani a zjistovani vysledkt v této praci.
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Resumé

Prace je zamétena na klasické a nové poznatky o prvocislech. Obsahuje historii prvocisel,
metody a algoritmy pro ovéfovani prvociselnosti a metody pro faktorizaci pfirozenych
¢isel. Déle je zde predstavena prvociselna funkce a zpiisoby, jakymi se prvocisla hledaji.
Na zavér jsou predstaveny aplikace, které mizeme pouzit pro hledani a ovéfovani

prvocisel a faktorizaci pfirozenych Cisel.

Summary

This work is focused on classical and new knowledge about prime numbers. Contains the
history of prime numbers, methods and algorithms for verifying prime numbers, and
methods for factoring natural numbers. Then the prime number function and the ways in
which prime numbers are searched for are introduced here. Finally, applications that we

can use to find and verify prime numbers and factor natural numbers are described.
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