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SEZNAM SYMBOLU

SEZNAM SYMBOLU

N

3!

Z & 8 g U

N

je prvkem
konjunkce
sjednoceni
prinik

je podmnozinou

je podmnozinou nebo se rovna

existuje prave jeden
existuje

pro vSechny

implikace

ekvivalence

prazdna mnoZzina
mnozina realnych cisel
mnozina ptirozenych Cisel
mnozina celych ¢isel
mnoZina zbytkovych tfid

dikaz je dokazan

Poznamka: Nejsou zde uvedeny symboly v§eobecné znamé nebo ty, které jsou v textu

piimo vysvétleny.



Uvop

Uvob

Tématem této bakalaiské prace je vySetfovani vlastnosti a vyznamnych prvka
binarnich operaci. Prace se zamétuje spise na teoretickou matematiku nez na matematickou
didaktiku, té je vénovana pouze jedna Cast. Diivodem je, ze autorka se o toto téma zajima

vice nez o témata spojend s pedagogikou.

Prace je rozdélena do péti hlavnich kapitol. Prvni kapitola se zabyvéa definovanim
pojmu bindrni operace a k nému pojmim nadfazenym, jako kartézsky soucin, relace,
zobrazeni ¢i operace. V nasledujici kapitole jsou podrobné rozebrany vlastnosti a
vyznamné prvky binarnich operaci, které jsou zaroven vysvétleny na vhodnych prikladech.
Tématem treti Casti bakalarské prace je vyuziti bindrnich operaci na Skolach, kde autorka
uvadi né€kolik ptikladt, pfi nichZ se zaci setkaji s binarnimi operacemi diive nez v ucivu
vysokych Skol. Déle je kratce popséna problematika spojend pravé s vyukou binarnich
operaci. V piredposledni kapitole jsou strucné definovany zakladni typy algebraickych

struktur s jednou a se dvéma binarnimi operacemi. Posledni ¢ast je prakticka.

Cilem prace je zkompletovani veSkerych podstatnych informaci tykajicich se
zvolen¢ho tématu. Prestoze se jednd o ucivo vysokych Skol, je dalezité si uvédomit, ze
pomérne velky zaklad ziskaji studenti jiz v prabéhu svého piedchoziho studia pocinaje
zakladni Skolou. Diky témto zédkladnim informacim lze nasledné pochopit i slozitéjsi latku
a fesit narocn&jsi tlohy. Prave v praktické casti této prace je predstaveno nékolik takovych
uloh, které mohou v budoucnu poslouzit naptiklad pti vyuce predméti na vysokych

Skolach, jejichz naplni jsou binarni operace.

Pro napsani této prace bylo pievazn€ vyuZito odborné literatury, tedy knih s
algebraickou tématikou zabyvajicich se pfedev§im binarnimi operacemi. Dale autorka
vyuZila i1 n€kolik védeckych cizojazy¢nych ¢lanki ¢i skripta od vyucujicich na vysokych

Skolach.



BINARNI OPERACE

1 BINARNI OPERACE

Nez se autorka za¢ne dopodrobna zabyvat vlastnostmi binarnich operaci a jejich
vyznamnymi prvky, je nezbytné v této kapitole definovat zakladni pojmy, jako je kartézsky
soudin, relace, zobrazeni ¢i operace, které jsou potiebné ke spravnému definovani pojmu

binarni operace.
1.1 KARTEZSKY SOUCIN

Uspoiadanou dvojici prvki X a y obvykle znacime [X, y]. Prvek x nazyvame prvni

slozkou, prvek y druhou slozkou dané uspofadané mnoziny.!

Definice ¢. 1: Necht mame dvé neprazdné mnoziny A a B, pak kartézskym soucinem
téchto mnozin, zna¢ime A X B, rozumime uspotfadanou dvojici [X, Y], kde prvni slozka
obsahuje prvek z mnoziny A, druha slozka prvek z mnoziny B.?
Symbolicky: AxB={[x,y]: xE AAy € B}?3
Priklad €. 1: M&me mnozinu A = {a, b, c} a mnozinu B = {1, 2}. Pak kartézsky soucin
téchto mnozin je A x B = {[a, 1], [a, 2], [b, 1], [b, 2], [c, 1], [c, 2]}

1.1.1 POCET PRVKU KARTEZSKEHO SOUCINU

Pocet prvki kartézského soucinu A X B lze snadno vypocitat jako soucin poctu prvka
mnoziny A a poctu prvklt mnoziny B.
Symbolicky: m (Ax B) =m (A) - m (B) *
Priklad €. 2: M&me mnoziny A a B z ptikladu ¢. 1, pak se pocet prvki kartézského
soucinu téchto mnoZin rovna
m(AxB)=m(A)-m(B)=3-2=6.

1.1.2 GRAFICKE ZNAZORNENI KARTEZSKEHO SOUCINU

Kartézsky soucin je mozné vypsat jako vycet usporadanych dvojic, jak tomu bylo
v piedchozich ptikladech, nebo znazornit v grafu. Existuji tfi zakladni zpisoby grafického

znazornéni kartézského soucinu, a to kartézsky, Sachovnicovy a uzlovy graf.

Poznamka (déle jen pozn.): Pro tvorbu kartézského a Sachovnicového grafu budou opét

vyuzity mnoZiny A, B z ptikladu €. 1.

1 BELIK, Miroslav. Sbirka aloh z elementarni aritmetiky s pokyny k feseni. s. 76.
2 SEDIVY, Jaroslav. O modernizaci §kolské matematiky. s. 150.
3 BELIK, Miroslav. Sbirka uloh z elementarni aritmetiky s pokyny k feseni. s. 76.
4 SEDIVY, Jaroslav. O modernizaci §kolské matematiky. s. 150.
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Kartézsky graf

Pro tvorbu kartézského grafu si nejdiive zvolime dvé kolmé piimky, nejlépe
vodorovnou a svislou. Na vodorovné pfimce vyznac¢ime mnozinu A, na ptimce svislé
mnozinu B. Ve vSech bodech na danych pfimkach vzty¢ime kolmice. Poté oznafime

priseéiky vzniklé z téchto kolmic.®

Obrazek ¢. 1 — Kartézsky graf.

[a,2] [b,2] [c.2]
il il st
| | |
[ 1 :
I[a,1] ."gbj]_ _+[c,‘|]
[
|
[

11— ===

a b c

Zdroj — vlastni tvorba v programu geogebra.org.
Sachovnicovy graf

Podobnym postupem jako byl vytvotren kartézsky graf, lze sestavit i Sachovnicovy

graf. Symbolem prvku mnoziny neni bod, ale cely &tverec 0 strandichx e Aay € B.®

Obrdzek ¢. 2 — Sachovnicovy graf.

2 [a,2] [b,2] [c.2]
1 [a,1] [b,1] [e,1]
a b c

Zdroj — vlastni tvorba v programu geogebra.org.
Uzlovy graf

Zcela jiné je grafické znadzornéni kartézského soucinu dvou mnoZzin pomoci uzlového
grafu. Jako prvni krok je dilezité vytvofit sjednoceni mnozin A a B, tedy A U B. Kazdy

prvek z pruniku je znazornén malym krouzkem, ktery nazyvame uzel. Uspotadanou dvojici

® SEDIVY, Jaroslav. O modernizaci $kolské matematiky. s. 151.
8 SEDIVY, Jaroslav. O modernizaci $kolské matematiky. s. 152.
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je pak mozné vytvorit tak, ze uzel x bude s uzlem y spojen jednoduchym oblouckem se
Sipkou, tim vznikne tzv. orientovana hrana grafu. Sipka vzdy sméfuje od uzlu x k uzlu y.
Pokud se né&jaky prvek v mnozinach A, B opakuje, tedy m (A U B) < m (A) + m (B), pak
vznika tzv. smycka, jinak feceno hrana grafu vychazejici z jednoho uzlu vstupuje do uzlu

stejného.’

Pozn.: Pro lepsi piiklad znazornéni tohoto grafu pouzijeme mnoziny A = {1, 2}, B = {2,
3}. Kartézsky soucin téchto mnozin bude A x B = {[1, 2], [1, 3], [2, 2], [2, 3]}, sjednoceni
mnozin AU B ={1, 2, 3}.

Obrazek ¢. 3 — Uzlovy graf.

3

Zdroj — vlastni tvorba v programu geogebra.org.

1.2 RELACE

Definice ¢. 2: Necht’ mame mnoziny Az, Az, As, ..., An a mnozinu R, ktera je podmnozinou
kartézského sou¢inu N mnozin, pak se mnozina R nazyva n-arni relaci mezi mnozinami A,

Az, As, ..., An, kde n je piirozené ¢islo.®

N-arni relaci Ize také nazyvat jako relaci ¢etnosti n. Pro nékteré n-arni relace existuji
specialni vyrazy. Naptiklad (dale jen napi.), kdyz n = 1, hovofime o unarni relaci, pro n =
2 pouzivame néazev binarni relace a kdyz n = 3, relaci nazyvame ternarni.®

Nejcastéjsim piipadem relaci, s nimiz se obvykle setkavame, jsou relace binarni, které

budou probrany nize.

Definice ¢. 3: Necht mame dvé libovolné mnoziny A, B a mnozinu R, kterd je

podmnozinou kartézského soucinu, tedy R S A x B, pak binarni relace z mnoziny A do

7 gEQ[VY, Jaroslav. O modernizaci $kolské matematiky. s. 152-153.
8 VYSIN, Jan. Metodika feSeni matematickych tloh. s. 185.
® BLAZEK, Jaroslav. Algebra a teoreticka aritmetika. sv. 1, s. 35.
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mnoziny B je usporadana trojice (R, A, B). Mnozina A pak piedstavuje levy obor binarni

relace, mnozina B pravy obor.°
Pokud A = B, pak nasledujici relace R < A x A se nazyva jako relace na mnozing A,

Priklad ¢. 3: Mé&me mnoziny A = {1, 2, 3}, B = {2, 4, 6}, jejichz kartézsky souéin je A x
B ={[1, 2], [1, 4], [1, 6], [2, 2], [2, 4], [2, 6], [3, 2], [3, 4], [3, 6]}, arelaci R € A x B
definovanou takto xRy & x <y. Pak vysledna relace bude R = {[1, 2], [1, 4], [1, 6], [2, 4],
[2, 6], [3, 4], [3, 6]}

1.2.1 ZAPIS BINARNI RELACE

Ve vétSin€ piipadech znacime binarni relaci ne jako uspofadanou trojici, ale pouze
jako mnozinu R.*2 V n&kterych zdrojich autofi pouZivaji misto pismena R jind znaleni,
nejcastdji to je fecké pismeno .13

Binarni relaci mtizeme povazovat za mnozinu uréitych uspotadanych dvojic [X, y], kde
X € Aay € B. Pokud [x, y] € R, pak prvek x je v relaci R s prvkem y, symbolicky zapséno

XRy. Lze tedy uzit zapis [, y] € R nebo xRy, jsou totiz ekvivalentni.'4
1.3 ZOBRAZENI

Definice ¢. 4: Necht’ mame dvé neprazdné mnoziny A, B a relaci f € A x B, ktera spliuje
vlastnost, ze ke kazdému prvku X € A existuje prave jeden prvek y € B, tak ze x je v relaci

s y. Pak relaci f nazyvame zobrazenim.*®

Mnozinu A nazyvdme jako mnozinu vzoru, mnozinu B jako mnozinu obrazi. Jelikoz
je pojem zobrazeni totozny s pojmem funkce, lze pouzit i jiného pojmenovani, mnozina A

piedstavuje defini¢ni obor funkce, mnozina B obor funké&nich hodnot.*®
1.3.1 ZAPIS ZOBRAZENI
Rikame, Ze zobrazeni f zobrazuje mnozinu A do mnozZiny B, coz lze také zapsat jako f:

S - e . , ..
A — B nebo A > B.1" V jinych zdrojich je pro oznageni mnoziny vSech zobrazeni mnoziny

A do mnoziny B pouzit symbol BA, tedy f € BA.18

10 KOLAR, Josef, Olga STEPANKOVA a Michal CHYTIL. Logika, algebry a grafy. s. 93.
11 pONDELICEK, Bedtich. Algebraické struktury s binarnimi operacemi. s. 14.

12 KOLAR, Josef, Olga STEPANKOVA a Michal CHYTIL. Logika, algebry a grafy. s. 93.
13 PONDELICEK, Bedtich. Algebraické struktury s binarnimi operacemi. s. 14.

14 KOLAR, Josef, Olga STEPANKOVA a Michal CHYTIL. Logika, algebry a grafy. s. 93.
15 PONDELICEK, Bedtich. Algebraické struktury s binarnimi operacemi. s. 17.

16 VYSIN, Jan. Metodika feSeni matematickych tloh. s. 184.
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1.3.2 ZAKLADNI TYPY ZOBRAZENI
Injektivni zobrazeni

Reknéme, ze zobrazeni f: A — B je injektivni, nebo také prosté, praveé tehdy, kdyz
kazdé dva rizné vzory z mnoziny vzori A maji riizné obrazy v mnozin¢ obrazu B.

Symbolicky: Vx,y € Aix#y=f(X) £ f(y) *°
Surjektivni zobrazeni

Reknéme, 7e zobrazeni f: A — B je surjektivni, nebo také zobrazeni na mnozinu, pravé
tehdy kdyz kazdy prvek z mnoziny obrazl B je obrazem néjakého prvku mnoziny vzort A.

Symbolicky: VyeBaIxeA: f(x) =y
Bijektivni zobrazeni

Reknéme, Ze zobrazeni f: A — B je bijektivni, nebo také vzajemné jednoznacné, praveé
tehdy, kdyZ zobrazeni je injektivni a surjektivni zaroven.

Symbolicky: vyeB3lxe A:f(x) =y #
1.4 OPERACE

Definice ¢. 5: Necht’ mame libovolnou neprazdnou mnozinu A a zobrazeni f kartézské
mocniny A" do mnoziny A. Pak se toto zobrazeni nazyva n-arni operace na mnoziné A,
nebo téZ operace Cetnosti n, kde n € N. K libovolné n-tici (a1, az, as, ..., an) Z A" existuje
prvek b € A, jenZ je jejim obrazem v zobrazeni f. Tento prvek se pak nazyva vysledkem

operace a je oznacovan b = f (a1, az, as, ..., an).?

Definovat n-arni operaci lze i nasledujicim zptisobem. Mé&me opét neprazdnou

mnozinu A a zobrazeni o, které je formulovano takto:
e 0: A — Asenazyva unarni operace na mnoziné A,
e 0: A XA — Asenazyva bindrni operace na mnozing A,

e 0. Ax AxA — Asenazyva ternarni operace na mnoziné A,

17 KOSMAK, Ladislav a Masarykova univerzita. Mnozinova algebra. s. 39.

18 KOLAR, Josef, Olga STEPANKOVA a Michal CHYTIL. Logika, algebry a grafy. s. 125.
19 KOVAR, Petr. Algebra. s. 13.

2 KOVAR, Petr. Algebra. s. 14.

2L KOVAR, Petr. Algebra. s. 14.

22 BLAZEK, Jaroslav. Algebra a teoreticka aritmetika. sv. 1, s. 60.
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e 0:AxAXx .. xA— Asenazyva n-arni operace na mnoziné A.%

Jelikoz ma n-arni operace na mnoziné¢ A za prvky uspofadané (n + 1)-tice prvku
z mnoziny A, pak ji Ize také rozumét jako (n + 1)-arni relaci na mnozing A.?*

141 PRIKLADY N-ARNICH OPERACI

Zé&kladnim typem n-arnich operaci jsou operace unarni, kam je mozn¢ zatadit opacnou
hodnotu o (x) = —x pro cela ¢isla, nebo pievracenou hodnotu o (x) = 1 / x pro nenulova
raciondlni ¢isla. NejcCastéji se lze setkat s operacemi bindrnimi. Pikladem téchto operaci
mize byt o (X, y) = (X +Y) pro cela Cisla, ¢i sjednoceni o (X, Y) =X U Y pro prvky systému

T U SV +y+ o . -

2V, Aritmeticky primér t realnych &isel o (x, Y, z) = (xyTz) patii k operacim ternarnim.

Obvykle se ale operace Cetnosti tfi a vySe vyjadiuji pomoci operaci niz§ich ¢etnosti.?®
1.5 SOUVISLOST POIMU RELACE, ZOBRAZENI, OPERACE

Definice pojmu relace, zobrazeni a operace byly jiz podrobné vysvétleny vySe, proto
neni nutné je znovu uvadét. Pro snazsi formulaci zde budou pouZita oznaceni pro binarni
relace, popiipadé (dale jen popi.) binarni operace, tvrzeni vSak plati i pro relace, popf.

operace jinych ¢etnosti.

Lze tvrdit, ze kazdé zobrazeni f: A — B ptedstavuje specialni ptipad binarni relace
mezi mnozinami A a B a zaroven kazda binarni operace na mnozin¢ A je specialnim

pifpadem zobrazeni A X A — A, a tedy i specialnim pfipadem binarni relace.?

Pro lepsi predstavu byl vytvoten diagram, ktery zobrazuje vztahy mezi danymi pojmy.

B KOVAR, Petr. Algebra. s. 18.

24 BLAZEK, Jaroslav. Algebra a teoretické aritmetika. sv. 1, s. 61.

%5 KOLAR, Josef, Olga STEPANKOVA a Michal CHYTIL. Logika, algebry a grafy. s. 128.
% KOVAR, Petr. Algebra. s. 21.
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BINARNI OPERACE

Obrazek ¢. 4 — Hierarchie mezi pojmy.

Zobrazeni

Zdroj — vlastni tvorba v programu geogebra.org.
1.6 BINARNI OPERACE

Definice €. 6: Necht’ mame tfi neprazdné mnoziny A, B, C, pak kazdé zobrazeni neprazdné
Casti kartézského soucinu A x B do mnoziny C se nazyva binarni operace. Pokud A =B =

C, pak zobrazeni o: A x A — A Ize nazvat jako binarni operace na mnoziné A.%’

Binarni operaci o na mnozin¢ A je mozné chapat také jako pojem ekvivalentni

S pojmem ternarni relace na mnozing A.%8

Pozn.: Pokud nebude dale jinak fe¢eno, pojmu binarni operace, popi. operace budeme stéle

rozumét jako pojmu binarni operace na mnozing.
1.6.1 OZzNACENI BINARNI OPERACE

Lze tvrdit, Ze bindrni operace © na mnozin¢ A piifazuje kazdé usporadané dvojici
prvki [X, Y] € A x A jednozna¢né ur¢eny prvek o [X, y] € A. Pro tuto skute¢nost je mozné

uzit jednodussiho zéapisu X o y, podobné jako tomu bylo u binarnich relaci.?®

Pro oznaceni binarni operace na mnoziné bylo doposud vyuzivano pouze symbolu o.
Existuje vSak mnoho dalSich symbold, kterymi se binarni operace na mnoziné daji
oznacovat, napt. A, 0, @, &, *. Je mozné vyuzivat i symbolu + nebo -, toto oznaceni vsak
neni zcela vhodné, jelikoz pak snadno miize dojit k zaméné se znaky pro s¢itdni a ndsobeni

v ¢iselnych mnozinach.°

21 SEDIVY, Jaroslav. O modernizaci $kolské matematiky. s. 234.

2 KUROS, Aleksandr Gennad'jevi¢. Kapitoly z obecné algebry. s. 26.

2 BICAN, Ladislav. Algebra (pro ugitelské studium). s. 20.

3 DRABEK, Jaroslav. Zaklady elementarni aritmetiky pro ugitelstvi 1. stupné ZS. s. 96.
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1.6.2 ZpPUSOBY ZAPISU BINARNI OPERACE

Jak bylo uvedeno vySe, u binarnich operaci se opera¢ni symbol obvykle umist'uje mezi
operandy, tento zapis nazyvame infixova notace. Je v8ak mozné opera¢ni symbol zapsat

pied, popi. za dané operandy, pak Ize hovofit o prefixové, popft. postfixové notaci.

Zapisy, které jsou pro lepsi piehlednost zapsany ve tiech sloupcich, vypadaji takto:

Prefixova notace Infixova notace Postfixova notace
o Xy Xoy Xy ©
% O Xy O XZ (xoy)*(xo02) Xy O XZ O *

Hlavni vyhodou prefixové a postfixové notace je, ze pii urcité znalosti Cetnosti danych
operacnich symbolii neni potieba pii zapisu vyuzivat zavorky, coz Se napi. vyuziva pii
piekladu programovacich jazyki. 3

Jak jiz bylo zminéné pro oznaceni binarni operace se daji vyuzivat i symboly +

(s¢itani) a - (nasobeni). Pro tyto zapisy pak existuji nasledujici specialni pojmenovani:*?

Obecny zapis Multiplikativni zapis Aditivni zapis

Xoy X -y nebo xy X+y
Pozn.: V obecném zapisu byl pouzit symbol o, da se vSak uzit i jakéhokoliv jiného
symbolu, mimo + a -.
1.6.3 MOZNOSTI ZADAVANI BINARNICH OPERACI

Pro zadavani binarnich operaci existuje hned nékolik rtznych zpasobt. V této

podkapitole bude kazdy z nich podrobnéji rozebran a uveden na vhodném piikladé.
Binarni operace zadané piedpisem

Timto zpisobem je mozné zapisovat operace definované na ¢iselnych mnozinach,
vyuziva se zejména pokud jde o mnoziny s velkym poctem prvkd. Necht mame mnoZinu
¢isel A, pak operaci © na mnozin¢€ A Ize zadat piedpisem tak, ze vysledna hodnota bude

opét nalezet do mnoziny A. Piedpis definuje vztah mezi uspoiadanou dvojici [X, y].3

31 KOLAR, Josef, Olga STEPANKOVA a Michal CHYTIL. Logika, algebry a grafy. s. 128.
82 BLAZEK, Jaroslav. Algebra a teoreticka aritmetika. sv. 1, s. 67.
3 KOVAR, Petr. Algebra. s. 20.
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Priklad €. 4: Mé&jme libovolnou uspotfadanou dvojici ¢isel [X, y] € N X N a operaci o, kterd
je zadana piedpisem X o y = 2x +y + 1. Pokud za x a y dosadime jakékoliv ¢islo z oboru N,

vysledek bude vzdy ptirozené Cislo, jde tedy o operaci o: N x N — N.
Binarni operace zadané tabulkou

Pro kone¢né mnoziny s malym poctem prvki mizeme binarni operace na mnoziné
zapsat pomoci tabulky, kde jsou piehledné zobrazeny vysledky operace pro kazdou dvojici

operandii. Tuto tabulku nazyvame Cayleyho tabulkou.3

Konstrukce této tabulky neni obtizna, v zahlavi sloupcti i fadkl jsou ve shodném
poradi zaznamenany prvky urcit¢ mnoziny. Zpravidla plati, ze do zdhlavi fadkt se umist'uji
prvni slozky a do zahlavi sloupcti druhé slozky. V levém hornim rohu tabulky se nachazi
oznaceni binarni operace. Zbyla prazdna pole pak lze snadno vyplnit na zakladé znalosti

ur¢ité binarni operace.®®

Priklad €. 5: M¢jme mnozinu A = {0, 1} a operaci o s piedpisem V X,y EA: X0y =X =Y.

Pak Cayleyho tabulka bude vypadat takto:

Tabulka ¢. 1 — Cayleyho tabulka pro implikaci.

Xy 0 1
0 1 1
1 0 1

Zdroj — vlastni tvorba.

Binarni operace graficky znazornéné spojnicovym nomogramem

Poslednim, ne piili§ ¢astym, a ne tak znamym zptisobem zadavani binarnich operaci je
grafické znazornéni pomoci spojnicového nomogramu. D4 se vyuzit pouze pro nékteré

typy binarnich operaci na mnozing.

Na spojnicovy nomogram muzeme nahlizet jako na funkci z = f (X, y), kde ¢asti obort
proménnych X, Y, Zjsou znazornény na ciselnych osach A, B, C. Tyto osy predstavuji

mnoziny, pro které plati x€A, yeB a zeC.%

3 KOVAR, Petr. Algebra. s. 20.
% DRABEK, Jaroslav. Zaklady elementarni aritmetiky pro uéitelstvi 1. stupné ZS. s. 96.
3% SEDIVY, Jaroslav. O modernizaci $kolské matematiky. s. 237.
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Priklad ¢. 6: M¢jme mnoziny AER a BER, vyslednou mnozinu CER a binarni operaci

definovanou piedpisem V X€A, V yeB: x o y = x +y, pak spojnicovy nomogram bude

vypadat nasledujicim zptisobem:

Obrdzek ¢. 5 — Spojnicovy nomogram.

A

2

0,5

bl

[

05

Zdroj — vlastni tvorba v programu geogebra.org.

1.6.4 PRIKLADY BINARNICH OPERACI NA MNOZINE

V prvni ¢asti této podkapitoly autorka uvede ptiklady binarnich operaci na mnoziné.

Dale bude predstaveno i nékolik ptipadi, kdy se o binarni operace na mnozin¢ nejedna.

Ptiklady binarnich operaci na mnozing:

Bindrni operace s¢itani/nasobeni/od¢itdni na mnoziné realnych Eisel.

Binarni operace déleni na mnozin¢ realnych ¢isel mimo nulu, symbolicky R-{0}.
Bindrni operace s¢itani/ndsobeni/déleni na mnoziné€ piirozenych cisel.

Binarni operace s¢itani/nasobeni/od¢itani na mnoziné sudych Eisel.

Binarni operace nasobeni/déleni na mnozing lichych cisel.

Binarni operace sc¢itani/nasobeni na mnoziné zbytkovych téid Zn, kdy n je ptirozené

¢islo.
Binarni operace konjunkce/disjunkce/ckvivalence/implikace dvou vyrokd.

Binarni operace prinik/sjednoceni dvou mnozin.

14
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Ptiklady, kdy se o binarni operaci na mnozin¢ nejedna:

e (Odcitani na mnoziné piirozenych ¢isel neni binarni operace, jelikoZ napt. 2 — 4 =

—2, pricemz -2 nepatfi do mnoziny piirozenych ¢isel.

e S¢itani/od¢itani na mnozin€ lichych ¢isel neni binarni operace, jelikoz napt. 3 + 1=

4,nebo 5 — 3 =2, pfi¢emz 2 ani 4 neni liché ¢islo.

e Déleni na mnozing redlnych ¢isel neni binarni operace, jelikoz ¢islem nula se neda

delit.
i r ve x , v r o1 s s SR Y 2
e Déleni na mnozin¢ celych c¢isel neni binarni operace, jelikoz napt. 2 + 3 = 3
vex v 2 o .. 1
piiCemz 3 nepatii do mnoziny celych ¢isel.

e Nasobeni na mnoziné iracionalnich ¢isel neni binarni operace, jelikoZ napt. V5 -

V5 = 5, pfi¢emz 5 nepatii do mnoZiny iracionalnich &isel.
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2 VLASTNOSTI BINARNICH OPERACI A JEJICH VYZNAMNE PRVKY

Nasledujici kapitola je vénovana hlavnimu tématu této prace, a to vlastnostem
binarnich operaci a jejich vyznamnym prvkiim. Vsechny vlastnosti, popt. vyznamné prvky
jsou podrobné rozebrany, definovany a uvedeny na vhodnych piikladech. K jejich
vysetieni lze vyuzit predpisu operace ¢i Cayleyho tabulky. Vlastnosti, popf. vyznamné
prvky v Cayleyho tabulce jsou barevné vyznaceny. V podkapitoldch zabyvajicich se
neutralnim, agresivnim, inverznim prvkem a kracenim binarni operace jsou uvedeny véty,
které autorka nasledn¢ dokazala. Posledni Cast je vénovana problému spojenému s

komutativnosti a asociativnosti binarnich operaci.
2.1 BINARNI OPERACE NEOMEZENE DEFINOVANA NA MNOZINE

Definice €. 7: Necht’ mame binarni operaci © na mnoziné A takovou, ze je definovana pro
kazdou uspoifadanou dvojici [X, Y] € A x A, pak ji nazyvame jako operaci neomezené
definovanou na mnoziné A, nebo jen operaci definovanou na mnozing¢ A.

Symbolicky: Vx,y€EAIz€eA:xoy=z%

V jinych zdrojich je vlastnost uvadéna pod nazvem tplnd binrni operace na mnoziné
A ¢i operace uzaviend. V opacnych ptipadech pak lze mluvit o nelplné, Castecné ci
parcialni binarni operaci na mnoziné A.%

Tuto vlastnost povazujeme za nutnou podminku existence binarni operace, protoze

pokud neni spInéna, pak se nejedné o operaci.®

Uplnost binarni operace lze znéazornit i v Cayleyho tabulce. Je-li binarni operace
neomezené definovand na mnoziné A, pak veskerd pole tabulky jsou obsazena né&jakym
vysledkem z mnoziny A. Pokud nékteré z poli bude prazdné, jedna se o neuplnou binarni

operaci.*

3 DRABEK, Jaroslav. Zaklady elementarni aritmetiky pro uéitelstvi 1. stupné ZS. s. 97.

38 Operace v mnozing, vlastnosti binarnich operaci. PF UJEP, Katedra matematiky.; BLAZEK, Jaroslav.
Algebra a teoreticka aritmetika. sv. 1, s. 60.; KOVAR, Petr. Algebra. s. 41.

3 KOVAR, Petr. Algebra. s. 18.

40 Operace v mnozing, vlastnosti binarnich operaci. PF UJEP, Katedra matematiky.
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Piiklad €. 7: M¢&jme operaci © na mnoziné A = {1, 2, 3} zadanou tabulkou.

Tabulka ¢. 2 — Cayleyho tabulka pro scitani na mnoziné A.

X+y 1 2 3
1 1 3 X
2 3 X X
3 X X X

Zdroj — vlastni tvorba.

Tabulka neni zcela vyplnéna, jelikoz pro nékteré X, y neexistuje vysledek, ktery by patfil

do mnoziny M. Jedna se tedy o netplnou operaci.

Piiklad €. 8: M¢&jme operaci © na mnoziné Z definovanou predpisem X o y = X —y, pak je
tato operace neomezené definovana na mnoziné¢ Z, protoze dosadime-li jakoukoliv

usporadanou dvojici [X, y] € Z x Z vysledek operace bude vzdy patfit do této mnoziny.
2.2 KOMUTATIVNOST BINARNI OPERACE

Definice €. 8: Necht’ mame binarni operaci o na mnoziné¢ A, pak tuto operaci nazyvame
komutativni, pravée tehdy, kdyz vysledek operace nezavisi na potadi operand.

Symbolicky: V x,y E A:xoy=yox#

Komutativnost binarni operace o na mnozin¢ A lIze poznat i z Cayleyho tabulky a to
tehdy, kdyz je tabulka osové soumérna podle hlavni diagonaly, tedy podle fady prvka
prochazejici hornim levym a dolnim pravym vrcholem tabulky.?

Piiklad ¢. 9: Mé&jme operaci o na mnoziné Z3 zadanou tabulkou.

Tabulka ¢. 3 — Cayleyho tabulka pro scitani na mnoziné Zs.

X+y 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

Zdroj — vlastni tvorba.

“LKOVAR, Petr. Algebra. s. 19.
%2 DRABEK, Jaroslav. Zaklady elementarni aritmetiky pro ugitelstvi 1. stupné ZS. s. 99.
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Pak miizeme fict, ze operace je komutativni, jelikoz tabulka je osové soumérna podle

hlavni diagonaly.

Priklad €. 10: Méjme operaci © na mnozin€ Z zadanou predpisem X 0y =5-X + 5.
Komutativnost ovéfime ptimym dosazenim do definice:
XOYy=YyoX,
5:X+5-y=5-y+5-x

Jelikoz rovnost plati, binarni operace o je komutativni.
2.3 ASOCIATIVNOST BINARNI OPERACE

Definice €. 9: Necht’ mame binarni operaci o na mnoziné A, pak tuto operaci nazyvame
asociativni, pravé tehdy, kdyz konecny vysledek operace tii operandii nezavisi na potadi
uzavorkovani.

Symbolicky: V x,y,z€ A: (xoy)oz=xo0 (yoz)®

To, zda se jedna o asociativni operaci, nelze z Cayleyho tabulky vy¢ist tak snadno,

jako tomu je u jinych vlastnosti. Asociativnost je mozné ovéfit pouze pomérné

zdlouhavym zptisobem pomoci systematického dosazovani.*

~r v v . Ve v v . +
Piiklad ¢. 11 a): M¢&jme operaci © na mnozin€¢ 7 zadanou piedpisem X o y = xzy .
Asociativnost oveéfime ptimym dosazenim do definice:

(xoy)oz=xo(yoz),

XYy o7 = vtz
5 )OZ_XO( 2 )

Vysledkem rovnice je X = z, coz znamena, Ze operace © by byla asociativni pravé tehdy,
pokud plati dané rovnost. Operace o tudiz neni asociativni, protoze vlastnost neni splnéna

pro vSechna X, y, Z € Z.

Priklad €. 11 b): M&jme operaci © na mnozin¢ Z zadanou pfedpisem X oy =X —X -y +.
Asociativnost ovéfime pfimym dosazenim do definice:
(xoy)oz=xo(yoz),

(X—=x-y+y)oz=xo(y-y-z+12),

43 KOVAR, Petr. Algebra. s. 19. )
# KOLAR, Josef, Olga STEPANKOVA a Michal CHYTIL. Logika, algebry a grafy. s. 131.
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(X=X-y+y)-(X=Xx-y+y)-z+z=X-X-(y-y-z2+2)+(y-y-z+7),
X=X-Yy+y—X-Z+X-y-2-Y-Z+Z=X-X-Yy+X-y-Z-X-2+y-y-2+12

Prava i leva strana rovnice jsou shodné, operace je tedy asociativni pro vSechna X, y, Z € Z.
2.4 NEUTRALNI PRVEK

Definice ¢. 10: Necht’ mame binarni operaci o na mnoziné A, pak prvek e € A nazyvame
neutralnim prvkem mnoziny A vzhledem Kk operaci o, pravé tehdy, kdyz plati vV x € A: e o x
= x o e = X.* Pii multiplikativnim z&pisu nazyvame neutralni prvek prvkem jednotkovym,

pii zapisu aditivnim pouzivame oznaceni nulovy prvek.*®

Véta €. 1: M¢jme binarni operaci o na mnoziné A, pak v této mnoziné existuje nejvyse

jeden neutralni prvek.4’

Diikaz ¢&. 1: Predpokladejme, Ze mame dva neutrélni prvky e1 a e2 vzhledem k operaci o na
mnoziné A. Pak dosadime dle definice:

VXEA e10X=X0e1=X,

VXEA E20X=X0e€2=X

Z toho vyplyva, Ze e1 = e2, tudizZ je véta dokazana.

Je-li operace o definovana Cayleyho tabulkou, potom neutralni prvek pozname tak, ze
sloupec 1 tadek tabulky, ktery ptipada pravé tomuto prvku, se shoduje se zahlavim
tabulky.*® Piikladem neutralniho prvku vzhledem k operaci s¢itani na mnoziné Z je &islo 0,

vzhledem k nasobeni na mnozing Z je to &islo 1.49

Priklad €. 12: Mé&jme binarni operaci o na mnoziné Z3 zadanou tabulkou.

Tabulka ¢. 4 — Cayleyho tabulka pro scitani na mnoziné Z3.

X+y 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

Zdroj — vlastni tvorba.

4 SEDIVY, Jaroslav. O modernizaci $kolské matematiky. s. 241.

4 BICAN, Ladislav. Algebra (pro ugitelské studium). s. 20.

4T TLUSTY, Pavel a Jihodeska univerzita. Linearni algebra a jeji aplikace. s. 27.

48 BLAZEK, Jaroslav. Algebra a teoreticka aritmetika. sv. 1, s. 67.

* DRABEK, Jaroslav. Zaklady elementarni aritmetiky pro u¢itelstvi 1. stupné ZS. s. 101.
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Pak neutralnim prvkem vzhledem k operaci o je ¢islo 0, protoze sloupec i fadek piipadajici

tomuto Cislu se kompletné shoduje se zdhlavim tabulky.

Piiklad ¢&. 13: M&me komutativni operaci o na mnoziné Z zadanou predpisem X o y = X +
y + 4. Existenci neutralniho prvku ovétime primym dosazenim do definice pro prvni ¢ast
vyrokové formy:

X O e=X,

X+e+4=x,

e=-4,
a pro druhou ¢ast vyrokové formy:
e O X=X,
e+y+4=y,
e=-4.

Neutralni prvek vzhledem k operaci o na mnoziné Z je tedy jednozna¢éné urcen.

Pozn. Lze si vS§imnout, ze pokud je operace o komutativni, pak sta¢i dokazovat pouze pro

jednu ¢ast vyrokové formy.
2.5 AGRESIVNI PRVEK

Definice ¢. 11: Necht’ mame binarni operaci © na mnozin¢ A, pak prvek g € A nazyvame
agresivnim prvkem mnoziny A vzhledem k operaci o, pokud plati V¥ x e A:gox=xog=

9.9V jinych zdrojich se pro oznaceni agresivniho prvku uziva nazvu nulovy prvek.°!

Véta €. 2: M¢jme binarni operaci o na mnoziné A, pak v této mnoziné existuje nejvyse

jeden agresivni prvek.5?

Diikaz ¢. 2: Predpokladejme, ze mame dva agresivni prvky g1 a g2 vzhledem k operaci o
na mnoziné A. Pak dosadime dle definice:

VXEA QioX=X0(g1=0,

VXEA g2oX=X0(Q2=0Q2.

Z toho vyplyva, ze g1 = g2, tudiz je véta dokazéana.

Pokud bude binarni operace o zadana Cayleyho tabulkou, pak agresivni prvek

pozname tak, Ze fadek a sloupec tabulky patfici tomuto prvku obsahuje pouze jeden jediny

%0 DRAB]VEK, Jaroslav. Ziklady elementarni aritmetiky pro ugitelstvi 1. stupné Z8. s. 100.
1 PONDELICEK, Bedfich. Algebraické struktury s bindrnimi operacemi. s. 31.
52 KOLAR, Josef, Olga STEPANKOVA a Michal CHYTIL. Logika, algebry a grafy. 5.129.
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prvek, a to agresivni.>® Piikladem agresivniho prvku pro operaci ndsobeni na mnozing Z je

Cislo 0.5
Piiklad €. 14: M¢&jme binarni operaci © na mnozin¢ Z3 zadanou tabulkou.

Tabulka ¢. 5 — Cayleyho tabulka pro nasobeni na mnoziné Zs.

Xy 0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1

Zdroj — vlastni tvorba.

Pak agresivnim prvkem této mnoziny vzhledem k operaci o bude ¢islo 0, jelikoz ve sloupci
1 fadku piipadajici tomuto ¢islu se nachdzi pouze samé nuly.

Priklad €. 15: Méjme komutativni operaci © na mnoziné R zadanou pfedpisem X 0 y = X —
2 - X -y +Yy. Existenci agresivniho prvku ovétime pfimym dosazenim do definice pro prvni

cast vyrokové formy:

gox=g,
g-2-9-y+y=g,
_1
9=3,
a pro druhou ¢ast vyrokové formy:
Xo0g=4g,

X—2-x-g+g=g,
!
g=3.
Agresivni prvek vzhledem k operaci o na mnozin¢ Z je tedy jednozna¢né urcen.

Pozn. Lze si v§imnout, Ze pokud je operace o komutativni, pak sta¢i dokazovat pouze pro

jednu ¢ast vyrokové formy.

53 KOLAR, Josef, Olga STEPANKOVA a Michal CHYTIL. Logika, algebry a grafy. s. 131.
5 DRABEK, Jaroslav. Zaklady elementarni aritmetiky pro ugitelstvi 1. stupné ZS. s. 100.
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2.6 INVERZNI PRVEK

Definice ¢. 12: Necht’ mame binarni operaci o na mnoziné A, neutralni prvek e vici
operaci o na mnoziné A a libovolny prvek x € A. Pokud existuje prvek x* € A takovy, ze
plati x o x* = x?! o x = e, pak prvek x € A nazyvame invertibilnim prvkem vii¢i operaci o

na mnoziné A a prvek x* € A inverznim prvkem k prvku x vii¢i operaci © na mnoziné A.%°

Je-li operace o zadand Cayleyho tabulkou, pak Ize poznat, Ze se jednd o operaci
s inverznimi prvky pravé tehdy, kdyz v kazdém sloupci i fadku se nachazi alespon jeden
neutralni prvek. Je tedy mozné, aby jeden prvek z mnoziny A mél k sob& vice inverznich

prvk.%

Véta &. 3: Mé&me binarni operaci o na mnozing A, ktera je asociativni a ma neutralni prvek

e. Pak ke kazdému x € A existuje pravé jeden inverzni prvek.%’

Diikaz ¢&. 3: Piedpokladejme, ze mame dva inverzni prvky x 11 a x2 vzhledem k operaci o
na mnozin¢ A. Dosadime dle definice:
xoxli=xliox=e¢,
xoxh=xhox=e.
Potom x!1 vyjadiime nasledujicim zpisobem:
xhh=xhhoe=xl1o(Xoxh)=(X1ox)oxla=eoxh=xl.
Vyuzita byla jak asociativnost operace, tak neutralni prvek a vysledkem je x1 = x 12, tim je

véta dokazana.

Pokud se jedn& o operaci ndsobeni, prvek spliujici definici vySe se nazyva klasicky
inverznim prvkem. Jestlize mame operaci séitani, inverzni prvek nazyvame prvkem

opa¢nym a zna¢ime ho -x.%8

% KOLAR, Josef, Olga STEPANKOVA a Michal CHYTIL. Logika, algebry a grafy. s. 130.
% BLAZEK, Jaroslav. Algebra a teoreticka aritmetika. sv. 1, s. 70-71.

5 TLUSTY, Pavel a Jiho&eska univerzita. Linearni algebra a jeji aplikace. s. 27.

%8 BICAN, Ladislav. Algebra (pro ucitelské studium). s. 20.
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Piiklad ¢. 16: M¢&jme binarni operaci o na mnoziné Z3 zadanou tabulkou, kde neutrélni

prvek je Cislo 0.

Tabulka ¢. 6 — Cayleyho tabulka pro scitani na mnoziné 7.

X+y 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

Zdroj — vlastni tvorba.
Pak inverzni (opacny) prvek k ¢islu 0je 0, k ¢islu 1 toje 2 ak Cislu 2 je to 1.

Priklad €. 17: VyuZzijme zadadni piikladu ¢. 13, kde jsme ovéfili existenci neutralniho
prvku, kdy e = — 4. M¢jme komutativni operaci © na mnoziné€ Z zadanou piedpisem X o y =
X +y + 4. Existenci inverznich prvki ovéfime pfimym dosazenim do definice pro prvni

¢ast vyrokové formy:

xoxl=e,
X+x1+4=—4,
x1t=-8-x,
a pro druhou ¢ast vyrokové formy:
xtox=e,

xt+x+4=-14,
x1=-8-x.
Ke kazdému prvku z mnoziny Z existuje inverzni prvek, pro ktery plati vySe uvedena

rovnost.

Pozn. Lze si v§imnout, Ze pokud je operace o komutativni, pak sta¢i dokazovat pouze pro

jednu ¢ast vyrokové formy.
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2.7 BINARNI OPERACE S KRACENIM

Definice €. 13: Necht’ mame binarni operaci © na mnoziné A, pak tuto operaci nazyvame
s levym kracenim, pokud plati vV x,y,z€ A:xoy=xo0z=y =z Piedpis VX,y,Z€A:y 0
X = zo x =y = zdefinuje binarni operaci s pravym kracenim. Jestlize existuje binarni

operace s pravym a zarovefi s levym kracenim, pak se jedna o binarni operaci s kracenim.°

Véta €. 4: M&me binarni operace o na mnoziné A, ktera je asociativni a zaroven ke

kazdému prvku x € A existuje inverzni prvek, pak je tato operace s kracenim.5°

Diikaz ¢. 4: Pfedpokladejme, Zze mame prvky X, y, Z € A, pro kterd platix -y=x-zay-x=
Z - X. Z prvni rovnosti si y vyjadiim nasledujicim zplisobem:
y=1l-y=(xtx)-y=xt-x-y)=xt-x-z)=(xt-x)-z=1-z=z
Poté si vyjadiime y z druhé rovnosti:
y=y-l=y-x-xY)=(@-x)-xt=@C-x)-xt=z-(x-x)=z-1=z.
Vyuzita byla jak asociativita, tak existence neutralniho prvku, z obou rovnosti je patrne, ze

y = z. Tim je véta dokazana.

Priklad ¢. 18: M¢&jme komutativni operaci o na mnoziné Z zadanou piedpisem X oy =5 -
X + 5 -y. To, zda se jedna o operaci s kracenim ovéfime piimym dosazenim do definice.
Nejprve dosadime do ptedpisu pro levé kraceni:

Xoy=xo0z = 5:x+5-y=5-x+5-z =2 5.y=5-7 = y=z
poté pro kraceni zprava:

yox=zox = 5:-y+5.-x=5-z+5-x =2 5.y=5-7 = y=z
Ov¢tili jsme, Ze pro operaci o plati jak levé kraceni, tak i pravé kréceni. Z definice tudiz

vime, ze se jedna o operaci s kracenim.

Pozn. Lze si v§imnout, Ze pokud je operace komutativni staci dokazovat pouze pro levé,

popt. pravé kraceni, vzdy se totiz bude jednat o operaci s kracenim.
2.8 IDEMPOTENTNI PRVEK

Definice ¢. 14: Necht’ mame binarni operaci © na mnoziné A, pak libovolny prvek x € A

nazveme idempotentni, nebo zkracen& idempotent, pokud pro ngj plati x o x = x.5?

% BICAN, Ladislav. Algebra (pro ugitelské studium). s. 20.
%9 BICAN, Ladislav. Algebra (pro uitelské studium). s. 20.
81 PONDELICEK, Bedfich. Algebraické struktury s binirnimi operacemi. s. 32.
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Piiklad €. 19: M¢&jme binarni operaci © na mnozin¢ Z3 zadanou tabulkou.

Tabulka ¢. 7 — Cayleyho tabulka pro sc¢itani na mnoziné 7.

X+y 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

Zdroj — vlastni tvorba.

Pak idempotentni prvek bude ¢islo 0, protoze 0 + 0 = 0.

Pozn. Lze si vS8imnout, ze idempotentni prvek v Cayleyho tabulce pozname tak, ze
v ur¢itém poli bude prvek shodny s jeho sloupcovym i fadkovym zahlavim.

Piiklad ¢. 20: M¢&jme operaci © na mnozin¢ Z zadanou piedpisem X o y = “Ty Pak

existenci idempotentniho prvku ovéfime pfimym dosazenim do definice:

X O X=X,

X+x__
2 1
X=X

Vysledkem rovnice je X = X, coz znamena, ze kazdy prvek v operaci o je idempotentni a

tudiz i cela operace je idempotentni.
2.9 BINARNI OPERACE S DELENIM

Definice ¢. 15: Necht’ mame binarni operaci © na mnoziné A, pak lze tvrdit, ze se jedna o
binarni operaci s délenim praveé tehdy, kdyz plati VX, y EAIZE€A: X0 Z=yAZOX=Y.
Tato operace ma tedy vlastnost FeSitelnosti zdkladnich rovnic.%? Pokud bychom tento
ptedpis upravily VX, y E A3l ze A-xoz=y Az o Xx =y, potom mluvime o binarni

operaci s jednoznaénym délenim.53

Je-li operace komutativni, pak je mozné z definice vynechat jednu z vyrokovych
forem. V Cayleyho tabulce lze vlastnost poznat tak, ze kazdy sloupec i fadek obsahuje

viechny prvky z dané mnoziny A.%*

62 DRA?EK, Jaroslav. Zéaklady elementarni aritmetiky pro ugitelstvi 1. stupné ZS. s. 102.
8 BLAZEK, Jaroslav. Algebra a teoreticka aritmetika. sv. 1, s. 72.
% DRABEK, Jaroslav. Zaklady elementarni aritmetiky pro uéitelstvi 1. stupné ZS. s. 102.
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Piiklad ¢&. 21: Mé&me komutativni binarni operaci o na mnoziné Zs zadanou tabulkou.

Tabulka ¢. 8 — Cayleyho tabulka pro scitani na mnoziné 7.

X+y 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

Zdroj — vlastni tvorba.
Pak se jedna o operaci s jednoznaénym délenim, jelikoZ kazdy sloupec i fadek obsahuje

vSechny prvky z mnoziny Zs.

Priklad ¢. 22: M¢&jme komutativni operaci o na mnoziné Z zadanou predpisem X o y = X +

y — 2. Zda se jednd o binadrni operaci s délenim ovéfime pfimym dosazenim do definice:

Xoz=Yy,
X+z-2=Yy,
ZI=y—X+2.

Jelikoz je operace komutativni stacilo dokazovat pouze pro prvni €ast vyrokové formy.
Vysledna rovnice méd jednoznacné feSeni, takze se jednd o operaci s jednoznanym

délenim.
2.10 DISTRIBUTIVNOST BINARNI OPERACE

Definice ¢. 16: Necht mame mnozinu A se dvéma binarnimi operacemi o a *. Pak lze
tvrdit, Ze operace * je distributivni vzhledem k operaci o na mnoziné A pravé tehdy, kdyz
plati VX,y,ZEA: (Xoy)*sz=Xx*x2)o(y*x2)Az* (X0oy)=(z*X)o (z*Yy). Plati-li
pouze prvni ¢ast vyrokové formule, mluvime o distributivnosti zprava operace * vzhledem

k operaci o, pokud plati druhé ¢ast, jedna se o distributivnost zleva.®®

Je-li operace komutativni a zleva distributivni, pak musi byt zaroven i zprava
distributivni a naopak. Pokud je vsSak operace zprava i zleva distributivni zaroven, tak

nemusi byt komutativni.®®

Jestlize jsou operace o a * zadany Cayleyho tabulkou, ovéfeni distributivnosti je

pomérné zdlouhavé, stejné jako tomu bylo u asociativnosti operace.®”

8 DRABEK, Jaroslav. Zaklady elementarni aritmetiky pro uéitelstvi 1. stupné ZS. s. 109.
8 KOVAR, Petr. Algebra. s. 19.
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M¢jme na mnoziné R definovany operace + (s¢itani) a - (ndsobeni), pak nasobeni je
distributivni vzhledem ke s¢itani, ale s¢itani neni distributivni vzhledem k nasobeni a také
ani jedna z téchto operaci neni distributivni sama k sob&. Oproti tomu mnozinové operace

U a M jsou distributivni vzhledem k sobg i vzhledem k druhé operaci.®®

Priklad ¢. 23: M¢&me dvé komutativni binarni operace o a * na mnoziné Z zadané
pfedpisemx oy =2 X+ 2-yax*y=x-Y.Distributivhost operace * vzhledem k operaci
o oveéfime primym dosazenim do definice:

(xoy)*z=(x*2) 0 (y*2),
(2-x+2-y)xz2=(x-2) o (y-2),
2-x+2-y)-z2=2-(x-2)+2-(y-2),
2:X2+2-y-72=2-X-2+2-y-L

Jelikoz se jednd o komutativni operace, neni potifeba dosazovat do druhé Casti vyrokové

formule. Rovnost plati, tudiZ je distributivnost operace * vzhledem k operaci o dokazana.
2.11 KOMUTATIVNOST VS ASOCIATIVNOST

Posledni ¢ast této kapitoly je vénovana problému mezi asociativnosti a komutativnosti.
Jedna se o to, ze vétSina znamych matematickych operaci jsou zaroven komutativni a
asociativni, nebo nejsou ani komutativni a ani asociativni. To zptsobuje, Ze jsou tyto dveé
vlastnosti ob¢as myln¢ implikovany. Tedy kdyZ je operace komutativni, musi byt zaroven

asociativni a opacné, coz samoziejmé neplati.®®
Zde bude uvedeno nékolik piiklada, které splituji vzdy pouze jednu z téchto vlastnosti.
Nekomutativni asociativni binarni operace:

e M¢jme binarni operaci o na mnoziné A = {X, y}, ktera libovolné uspoiadané dvojici

pritazuje vzdy druhou slozku.
o Nekomutativnost: xoy=y#y oXx=X

o Asociativnost: (xoy)oz=yoz=z2

Xo(yoz)=xoz=z

67 KOLAR, Josef, Olga STEPANKOVA a Michal CHYTIL. Logika, algebry a grafy. s. 131
68 VYSIN, Jan. Metodika fe$eni matematickych uloh. s. 186.
% HADAR, N. a HADASS, R. Between associativity and commutativity. s. 535.

27



VLASTNOSTI BINARNICH OPERACI A JEJICH VYZNAMNE PRVKY

e Mg¢jme binarni operaci © na mnozin¢ A = {X, y}, kde symbol xy oznacuje ¢islo,

které vznikne tim, Ze se y postavi za x.
o Nekomutativnost: X o y =Xy #y o X = yX

o Asociativnost: (x oy) o z=Xxy o0z =Xxyz

Xxo(yoz)=xoyz=xyz©

Komutativni neasociativni binarni operace:

x: Cak . vy " 1 1
e M¢jme binarni operaci © na mnozin¢ R-{0} zadanou ptfedpisem x o y = e
. 1 1
o Komutativnost: X oy =—=yoxX=—
Xy y-x
. 1 1 :
o Neasociativnost: (xoy)oz=—oz=———=22
Xy _Z z
x-y
1 1 y-z
@] O = o ——= =
xolyog)=xo ===
y-z

e M¢jme binarni operaci © na mnozin¢ Z zadanou piedpisem X © y = |Xx — y|. Pro

dukaz neasociativnosti staci jediny ptiklad, proto x = 10,y =2,z = 5.
o Komutativnost: xoy=|x—y|=yox=ly—X|

o Neasociativnost: (xoy)oz=|x-yloz=|x-y|-2z|=8-5=3
Xo(yoz)=xoly—z|=|x-|y—z|]|=[10-3|=7"

Na tento problém poukazuje i studie s ndzvem Inhibiting Factors in Generating
Examples by Mathematics Teachers and Student Teachers: The Case of Binary Operation.
Tato studie byla soucasti vétSiho vyzkumu, kterd se zabyvala tim, jakymi zplisoby ucitelé

matematiky a studenti ucitelstvi vytvaii tzv. protipiiklady.

Ugastnici vyzkumu méli za kol vymyslet ptiklady operaci, které jsou komutativni, ale
nejsou asociativni. Odpovédi byly klasifikovany dle ¢ty kritérii: spravnost, produktivita
(pocet spravnych i chybnych ptikladi), matematicky obsah a zakladni obtize. Z vyzkumu
vyplyva, ze zadny ptiklad nedokazalo vytvofit 44 % ucitelt a 69 % studentli. Nejméné

jeden kompletné spravny piiklad zformulovalo 33 % ugitelt a pouhd 4 % studenti.”

" HADAR, N. a HADASS, R. Between associativity and commutativity. s. 536.

T HADAR, N. a HADASS, R. Between associativity and commutativity. s. 538-539.

72 ZASLAVSKY, Orit a PELED, Irit. Inhibiting Factors in Generating Examples by Mathematics Teachers
and Student Teachers: The Case of Binary Operation. s. 67—70.
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Za jednu z moznych pfi¢in téchto obtizi je povazovan zplsob vyuky binarnich operaci

na Skolach. Toto téma bude podrobnéji rozebrano v kapitole ¢. 3.
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3 BINARNI OPERACE NA SKOLACH

Téma bindrni operace na mnozing jako takové je naplni az vysokoSkolské matematiky,
ptesto se s uréitymi typy bindrnich operaci uc¢i pracovat déti jiz od 1. tfidy zdkladni Skoly.
V této kapitole bude rozebrédna vyuka binarnich operaci na zakladnich, stfednich a

vysokych skolach. Dale autorka upozorni na mozné chyby pii vyuce binarnich operaci.
3.1 VYUKA BINARNICH OPERACI NA ZAKLADNICH SKOLACH

Jak jiz bylo feceno, s ur¢itou podobou binarnich operaci se zaci setkavaji jiz v 1. tfidé,
kdy se uéi s¢itat a odc¢itat na mnoziné od 0 do 20. Ve druhé t¥idé jsou operace s¢itani a
od¢itani posunuty na mnozinu vysSich dvojcifernych nezapornych ¢isel. Dale se probird
nasobeni a déleni piirozenych ¢isel. Tyto operace se vyucuji po zbytek 1. stupné, pouze se
roz§ifuji mnoziny, na kterych jsou pocitany. Naplni 6. tfidy je vypocet nejmensiho
spolecného néasobku a nejvétsiho spolecného délitele dvou cCisel a aritmetického priméru
dvou ¢&isel.”® Prevazné na 1. stupni Zaci pocitaji pouze v koneénych ¢&iselnych mnozinach,
napi. od 0 do 20, od 0 do 100 atd. Problémem operaci na téchto mnozinach je, Ze nespliuji

zasadni vlastnost, a to uzavienost.

V prub¢hu vyuky na 2. stupni se déti mohou setkat dokonce i s unarni a ternarni
operaci. Za unarni operaci lze povazovat napi. urceni opacného ¢isla, ternarni operaci pak
predstavuje aritmeticky pramér tii Cisel nebo nejmensi spoleCny nasobek a nejveétsi
spole¢ny délitel i ¢isel.”

Z4ci se také setkavaji s vlastnostmi a vyznamnymi prvky binarnich operaci. Jiz ve 4.
tfidé umi pouzivat komutativnost a asociativnost operace s¢itani, v 6. tfid¢ tyto vlastnosti
vyuzivaji pro nasobeni.’”® Casto se také vyuziva distributivnosti, napf. pii nasobeni
jednociferného cisla dvojcifernym, kdy je mozné rozdélit dvojciferné ¢islo na dvé mensi
Cisla, se kterymi je pocitani snazsi. Co se tyCe vyznamnych prvki, tak nula pfi s¢itani a
jednotka pii nasobeni predstavuji neutralni prvek, nula pfi nasobeni je agresivnim prvkem.
Z4ci se setkavaji i s inverznimi prvky, napt. opaéné &islo na ose nebo prevracené &islo ke

zlomku.

8 Doporucené udebni osnovy piedmétit CIL, AT a M pro zékladni $kolu. Ministerstvo $kolstvi, mladeze a
télovychovy. s. 3-12.

™ Doporuéené udebni osnovy piedmétit CIL, AJ a M pro zékladni $kolu. Ministerstvo $kolstvi, mladeze a
télovychovy. s. 13.; Operace v mnoziné, vlastnosti binarnich operaci. PF UJEP, Katedra matematiky.

5 Doporuéené uéebni osnovy predmétit CIL, AT a M pro zékladni $kolu. Ministerstvo $kolstvi, mladeze a
télovychovy. s. 6-12.
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Cayleyho tabulku, a tedy i binarni operace, lze vyuzit i pti feSeni lehkych, na prvni
pohled, nematematickych uloh. Piikladem je provadéni poveld ,,Vpravo v bok®, ,,Vlevo
v bok®, ,,Celem vzad* a ,,Na mistd stij“ a popsani jejich vzdjemnych kombinaci. Kazdy
zak si vysledek dokaze ovéfit vlastnim cviéenim, ¢i simulaci pomoci néjakého predmétu.
Potom je snadné zjistit, jak& je kone¢nd pozice po dvou provedenych povelech, napt.
vysledkem povelt ,,Vpravo v bok* a ,,Celem vzad“ bude povel ,,Vlevo v bok*. Na zaklad¢
toho, pak zak dokaze sestavit a vyplnit tabulku, kterd znazornuje vysledky operace slozeni
dvou poveli.’® Lze tvrdit, ze se tedy jednd o Cayleyho tabulku s operaci skladani na
mnozing Ctyt povelt.

Takovych tloh by se jist¢ dalo vymyslet nespocet. Timto zptisobem je mozné i zaky,
ktefi nejsou v matematice nejzkuSenéjSi, seznamit s principem strukturalniho pojeti
matematiky, jehoZz podstatou je vytvorit souhrny objektli, popsat jejich vztahy a provadét

operace mezi nimi.
3.2 VYUKA BINARNiCH OPERACI NA GYMNAZIiCH

S binarnimi operacemi se studenti setkavaji i na stfednich Skolach, pfevazné tedy
gymnaziich. Jiz v 1. ro¢niku se probira vyrokova logika, kam patii konjunkce, disjunkce,
implikace a ekvivalence.”” Jedna se tedy o operace na dvouprvkové mnozing, nejéastéji jde
o mnozinu {0, 1}. Studenti se k témto operacim uéi tzv. pravdivostni tabulku hodnot, ktera
znazoriuje vysledky po operaci mezi dvéma prvky dané mnoZziny. PiestoZe se nejednd o
ptesnou podobu Cayleyho tabulky, snadno by se do této podoby dala ptepsat. VSechny
operace vyrokové logiky jsou jiz operace uzaviené.

Dalsi naplni uciva jsou operace s mnozinami, kdy pravé prinik a sjednoceni

piedstavuji opét binarni operaci.”

3.3 VYUKA BINARNiCH OPERACI NA VYSOKYCH SKOLACH

Téma binarni operace na mnozing a vySettovani jejich vlastnosti a vyznamnych prvku
je soucasti vysokoskolské matematiky. Presto se ale, jak bylo uvedeno vyse, studenti

s ur¢itou podobou binarnich operaci setkavaji mnohem dfive, aniz by 0 tom védéli.

6 SEDIVY, J aroslav. O modernizaci $kolské matematiky. s. 13-14.
" Matematika. Skolni vzdélavaci plan Gymnazia Jana Keplera. s. 4.
8 Ramcovy vzdélavaci program pro gymnazia. Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze. s. 23.
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Pravé na zakladé predchozich zkusenosti s bindrnimi operacemi vyucuje své studenty
algebry autor ¢lanku s nazvem Motivating the notions of binary operation and group in an
abstract algebra. Hlavni diraz klade na to, aby studenti vétSinu vlastnosti a vyznamnych
prvki dokazali popsat sami na zakladé motivacnich piikladi a samostatné prace bez
nutnosti jasné danych axiomu a definic, jejichz smysl velké ¢asti student unika. Spojeni
piedchozich védomosti stim, co se pravé student uci, podporuje celkovou orientaci
vV matematice, navic vyuziti konkrétniho ptikladu pak napomaha i primérnym studentim
matematiky porozumét formalnim definicim a axiomum. Tento piistup by mél poté

usnadnit i budoucim stiedoskolskym uciteléim jejich vyuku na Skolach.”®

Jednim z motivacénich ptikladii je feSeni linearni rovnice 4 + X = 10, bez moznosti
odcitani. Posléze, co studenti vytvoii postup feSeni, maji za kol popsat vlastnosti s¢itani
celych Cisel, které vyuzili pii feSeni této rovnice. Tedy moznost pfeskupovani pii sCitani tii
nebo vice ¢isel, existence ¢isla nula jakozto neutralniho prvku a existence opa¢ného celého
¢isla jehoz vysledek po s¢itani s danym celym ¢islem je nula. Za doméci ukol maji studenti
dokazat, ze libovolny konecny soucet celych Cisel da opét celé ¢islo, tim budou urceny
zakladni vlastnosti pro existenci binarnich operaci; operace musi byt definovana pro
vSechny uspofadané dvojice v dané mnozing, kazdy vysledek musi byt jednoznaéné urcen
a zaroven patfit do dané mnoziny. V posledni fadé je dilezité pomoci diskuse studenty
ptivést k mysSlence, Ze tato rovnice pfedstavuje bindrni operaci sCitdni na mnoziné celych

Cisel a Ze binarni operace na mnoziné Z je vlastné funkce +: Z x 7 — 7.8

Mezi dalsi motivacni piiklady, které byly vyuzity, patii feSeni linearni rovnice 5x = 12,
feSeni rovnic s maticemi a skladani funkci. Pravé u poslednich dvou ptikladi byla
studentim piedstavena dilezita skuteCnost, a to ze operace je asociativni, ale neni

komutativni.8!

9 CULLINANE, Michael J. Motivating the notions of binary operation and group in an abstract algebra
course. s. 339-340.
8 CULLINANE, Michael J. Motivating the notions of binary operation and group in an abstract algebra
course. s. 341-343.
81 CULLINANE, Michael J. Motivating the notions of binary operation and group in an abstract algebra
course. s. 343-346.
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3.4 CHYBY PRI VYUCE BINARNICH OPERACI

Jak jiz bylo uvedeno vySe, asi nejvétsi problémem pii vyuce binarnich operaci, je
nespravny usudek, ze asociativita vyplyva z komutativity a opacné. Tato skute¢nost ma
zarodky jiz ve vyuce na zakladnich $kolach. Zikim je komutativita i asociativita
pfedstavena jako urcity druh zmény potadi, pficemz asociativita zahrnuje zménu potadi,
vV némz je operace provadéna a komutativita se tykd zmény potadi dvou prvkl. Nutnost
rozliSovani téchto vlastnosti je jeSté zmirneéna tim, ze ve vétsiné piikladii jsou pouZzivany
soucasné, bez toho, aniz by bylo uvedeno, kdy se ma jaké vlastnost vyuzit. &

Na zaklad¢€ vyzkumu ucitell a studentti ucitelstvi, ktery byl predstaven v kapitole 2.11,
byly stanoveny ctyfi hlavni kategorie obtizi neschopnosti rozliSeni téchto vlastnosti a
vytvofeni asociativniho nekomutativniho piikladu. Prvni dvé se tykaly celkové Spatné
znalosti jedné z vlastnosti a neschopnosti ji spravné dokazat. Dale respondenti vytvorili
misto binarni operace operaci unarni. Posledni kategorie upozornuje na nespravné

ové&fovani vlastnosti jednim konkrétnim piikladem. %3

Proto, aby studenti dokézali vytvaret komutativni neasociativni ptiklady a
nekomutativni asociativni ptiklady, by mél ucitel dodrzovat urcité zasady. Zaprvé by méla
byt operace vzdy dobie definovana, kdy je pfedevSim dulezité dodrzovat uzavienost
operace. Zadruhé by se mél klast diraz na to, aby studenti dokazali rozliSovat mezi logikou
prokazani pravidla a logikou vyvraceni pravidla. Tedy vlastnost, kterou vyvracime, staci
ukézat na jednom ptikladu, oproti tomu vlastnost, kterou chceme dokazat, musime ovéfit

pro viechny prvky z dané mnoziny. &

82 ZASLAVSKY, Orit a PELED, Irit. Inhibiting Factors in Generating Examples by Mathematics Teachers
and Student Teachers: The Case of Binary Operation. s. 67—69.

8 ZASLAVSKY, Orit a PELED, Irit. Inhibiting Factors in Generating Examples by Mathematics Teachers
and Student Teachers: The Case of Binary Operation. s. 73.

8 HADAR, N. a HADASS, R. Between associativity and commutativity. s. 539.
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4 ALGEBRAICKE STRUKTURY

V této kapitole se autorka zabyva algebraickymi strukturami. Nejdiive tento pojem
definuje a dale rozebere zakladni typy algebraickych struktur sjednou a se dvéma

binarnimi operacemi.

Definice ¢. 17: Necht mame mnozinu A a systém n-arnich operaci definovanych na

mnoziné A. Pak tento systém nazyvame algebraickou strukturou na mnoziné A.%
4.1 ALGEBRAICKE STRUKTURY S JEDNOU BINARNI OPERACI

Algebraické struktury s jednou binarni operaci budou oznacovany jako usporadané
dvojice (A, o), kde A piedstavuje neprazdnou mnozinu a o je binarni operace definovana
na této mnozin€. Dle vlastnosti bindrni operace o lze rozlisit nékolik typt algebraickych

struktur s jednou binarni operaci.
4.1.1 GRUPOID

Definice ¢. 18: Necht’ mame operaci © definovanou na mnoziné A, pak tuto algebraickou
strukturu (A, o) nazyvame grupoid. Je-li navic operace o komutativni, pak se jedna o

komutativni grupoid.

Abychom tuto uspofddanou dvojici mohli nazyvat grupoidem, musi spliovat dvé
zasadni vlastnosti, a to, Ze mnozina A musi byt neprdzdné a operace o na mnoziné A musi

byt uzaviena.®’

4.1.2 POLOGRUPA

Definice €. 19: Necht’ mame grupoid (A, o), kde binarni operace o je asociativni, pak tento
grupoid nazyvame pologrupou. Je-li navic operace o komutativni, pak se jedna o

komutativni pologrupu nebo také Abelovskou pologrupu.8®
4.1.3 MoNoID

Definice ¢. 20: Necht’ mame grupoid (A, ©), kde bindrni operace o je asociativni a ke
kazdému prvku zmnoziny A existuje prvek neutralni, pak tento grupoid nazyvame

monoidem. Je-li navic operace o komutativni, pak se jedna o komutativni monoid. &

8 NAGY, Jozef. Vybrané partie z moderni matematiky. s. 54.

8 HORT, Daniel, Jiti RACHUNEK a Univerzita Palackého. Algebra I. s. 34.
8 KOVAR, Petr. Algebra. s. 41.

8 HORT, Daniel, Jiti RACHUNEK a Univerzita Palackého. Algebra I. s. 34.
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Z definice je patrné, ze monoid je specidlnim ptipadem pologrupy. Jedna se tedy o

pologrupu, ktera ma neutralni prvek.
4.1.4 GRUPA

Definice ¢. 21: Necht mame grupoid (A, o), kde binarni operace o je asociativni, ke
kazdému prvku z mnoziny A existuje neutralni prvek a ke kazdému neutrdlnimu prvku
existuje prvek inverzni, pak tento grupoid nazyvame grupou. Nékdy se také grupa definuje
jako algebraické struktura s jednoznaénym délenim. Je-1i navic operace o komutativni, pak

se jedna o komutativni grupu nebo také Abelovskou grupu.®®

Z definice je patrné, Ze grupa je speciadlnim piipadem pologrupy a také monoidu.
Jedna se tedy o pologrupu s neutralnim a inverznim prvkem a o monoid s inverznim

prvkem.
4.1.5 PREHLED ALGEBRAICKYCH STRUKTUR S JEDNOU BINARNI OPERACI

V této Casti je vytvorena tabulka pro jednodusi orientaci v algebraickych strukturach
s jednou binarni operaci. Ve svislém zahlavi jsou vypsany typy algebraickych struktur
s jednou binarni operaci, ve vodorovném pak jejich vlastnosti, kterych mohou operace
nabyvat. Zeleny symbol oznacuje, Ze dana struktura ma urcitou vlastnost, pokud je pouzit

cerveny symbol, tato vlastnost se v dané struktuie neobjevuje.

8 KOVAR, Petr. Algebra. s. 46.
9 BLAZEK, Jaroslav. Algebra a teoretick4 aritmetika. sv. 2, s. 10.
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Tabulka ¢. 9 — Prehled algebraickych struktur s jednou binérni operaci.

Algebr. str. Vlastnosti operace © na mnoziné A

(A, 0) Uzavienost | Asociativnost | Komutativnost | Neutralnip. | Inverznip.

Grupoid >< X ><

Pologrupa >< ><

XX | X X X

K. pologrupa ><
Monoid X

K. monoid

Grupa ><

K. grupa

Zdroj — vlastni tvorba.

Pozn. Algebraickd struktura je v tabulce zapsana jako algebr. str., komutativnost je

oznaéena pismenem k. a prvek pismenem p.
4.2 ALGEBRAICKE STRUKTURY SE DVEMA BINARNIMI OPERACEMI

Algebraické struktury se dvéma binarnimi operacemi budou oznacovany jako
usporadané trojice (A, o, *), kde A pfedstavuje neprazdnou mnozinu a © a * jsou binarni
operace definované na této mnoziné. Dle vlastnosti binarnich operaci o a *, nebo dle
rozloZeni na dvé struktury s jednou bindrni operaci a urceni jejich typt, lze rozlisit nékolik
typt algebraickych struktur se dvéma binarnimi operacemi. Pro definovani nasledujicich

struktur bude vyuzita druhd moznost.
4.2.1 POLOOKRUH

Definice ¢. 22: Necht mame uspotfadanou trojici (A, o, *), kde grupoid (A, o) je
komutativni pologrupa, grupoid (A, *) ptfedstavuje pologrupu a operace * je distributivni
vzhledem k operaci o, pak tuto algebraickou strukturu nazyvadme polookruhem. Pokud by

grupoid (A, *) byl komutativni pologrupa, pak mluvime o komutativnim polookruhu.®

%L BLAZEK, Jaroslav. Algebra a teoreticka aritmetika. sv. 1s. 190.
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4.2.2 OKRUH

Definice ¢. 23: Necht mame uspotfadanou trojici (A, o, *), kde grupoid (A, o) je
komutativni grupa, grupoid (A, *) pfedstavuje pologrupu a operace * je distributivni
vzhledem k operaci o, pak tuto algebraickou strukturu nazyvadme okruhem. Pokud by

grupoid (A, *) byl komutativni pologrupa, pak mluvime o komutativnim okruhu.®
4.2.3 OBORINTEGRITY

Definice ¢. 24: Necht mame uspofadanou trojici (A, o, *), ktera piedstavuje komutativni
okruh s jednotkovym prvkem vzhledem k nasobeni a kde neexistuji netrivialni délitelé

nuly, pak se tato algebraicka struktura nazyva obor integrity. %3
4.2.4 TELESO

Definice ¢. 25: Necht mame uspotfadanou trojici (A, o, *), kde grupoid (A, o) je
komutativni grupa, grupoid (A \ 0, %) pfedstavuje grupu a operace * je distributivni
vzhledem Kk operaci o, pak tuto algebraickou strukturu nazyvame télesem. Pokud by

grupoid (A\ 0, *) byl komutativni grupa, pak mluvime o komutativnim t&lese.%*
4.2.5 PREHLED ALGEBRAICKYCH STRUKTUR SE DVEMA BINARNiMI OPERACEMI

V této Casti je vytvorena tabulka pro jednodusi orientaci v algebraickych strukturach
se dvéma binarnimi operacemi. Jak jiz bylo uvedeno vySe, struktury se dv€éma binarnimi
operacemi se daji popsat bud’ vlastnostmi operaci, nebo pomoci rozloZeni na dv¢ struktury

s jednou bindrni operaci a urceni jejich typu. Zde je vyuzit druhy zplsob.

Ve svislém zéhlavi jsou vypsany typy algebraickych struktur se dvéma binarnimi
operacemi. Ve druhém a tietim sloupci se nachazi struktury s jednou binarni operaci, ze
kterych je dand struktura se dvéma binarnimi operacemi slozena. VSechny niZe vypsané
typy struktur musi spliiovat distributivnost jedné operace vici druhé, tato vlastnost je

vyznacéena v poslednim sloupci tabulky.

92 HORT, Daniel, Jiti RACHUNEK a Univerzita Palackého. Algebra I. s. 36.
9% HORT, Daniel, Jiti RACHUNEK a Univerzita Palackého. Algebra 1. s. 38.
% TLUSTY, Pavel a Jiho¢eska univerzita. Linearni algebra a jeji aplikace. s. 30.
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Tabulka ¢. 10 — Prehled algebraickych struktur se dvéma bindrnimi operacemi.

Algebraickeé struktury s jednou bin. op.

Algebr. str. o
Distributivnost
(A, 0, %) (A, 0) (A, )
Polookruh K. pologrupa Pologrupa
Komutativni polookruh K. pologrupa K. pologrupa
Okruh K. grupa Pologrupa
Komutativni okruh K. grupa K. pologrupa
Obor Integrity K. grupa K. pologrupa, bez
délitelt nuly
Téleso K. grupa (A\O, *) —grupa
Komutativni téleso K. grupa (A\O, *) — k. grupa

Zdroj — vlastni tvorba.

Pozn. Algebraicka struktura je v tabulce zapsana jako algebr. str., binarni operace jako bin.

op. a komutativnost je oznacena pismenem K.
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5 PRAKTICKA CAST

Posledni ¢ast bakalarské prace je zaméfena na vySetfovani vlastnosti a vyznamnych
prvka binarnich operaci. Autorka zde podrobné rozebird pétici Uloh. Dvé zadani jsou
ptevzata ze skript s nazvem Algebra (Petr Kovar), dalsi dvé jsou autoréina vlastni tvorba.
Posledni Uloha je pievzata z knihy Rozpracovana reseni Uloh z vyssi algebry (Jiti Weil),
kde jsou podrobné rozebrany a osvétleny vSechny kroky pro jeji vyfeseni.

Pozn. V uloze ¢. 1 se objevuje symbol =? (rovna se s otaznikem), ktery je pouzit v téch
ptipadech, kdy je urcita vlastnost vySetfovana a nelze zatim jasné urcit, zda dana rovnost
plati ¢i nikoliv.

5.1 ULoHAC.1

Zadani ulohy ¢&. 1: Vysetiete vlastnosti a vyznamné prvKky binarni operace zadané
piedpisem x oy = e **Y kde x,y € R.
Reseni Ulohy &. 1:

Uzavienost:
Pokud dosadime za X, y jakékoliv realné Cislo, vysledek bude vzdy realné ¢islo.

Operace je tedy uzavi‘ena neboli je neomezené definovana na mnoziné R.

Komutativnost:

Xoy=yox

eX+y :ey+X

S¢itani je obecné komutativni, proto je tato binarni operace také komutativni.

Asociativnost:
(xoy)oz=x0(yo2)
eX*Yoz=xoeV*?
eex+y+z:7 e x+eVt?
eXtV+z="x+eV*?
Do ziskaného piedpisu mizeme dosadit vhodné vybrana realna ¢isla, napt. x = 1, y =
2, z = 0. Abychom ov¢tili neplatnost urcité vlastnosti, staci najit jediny priklad, kde tato
vlastnost neplati.

e1+2+0¢1+e2+0

edzl+e? = eXV+zzxt+eV'?
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Operace tedy neni asociativni.

Existence neutralniho prvku:

Pismeno e zde piedstavuje Eulerovo C¢islo, neutralni prvek tedy bude oznacen

pismenem n.
X0 Nn=Xx
gX*h=x
X+n=Inx
n=Inx-x

Jelikoz je operace komutativni, staci oveéfovat pouze pro jednu ¢ast vyrokové formy.
Z vysledné rovnosti je patrné, ze prvek n neni jednozna¢né urcen, proto neutralni prvek

neexistuje.

Existence agresivniho prvku:

X0g=X
eX+g:g
x+g=Ing

Jelikoz je operace komutativni, sta¢i ovéfovat pouze pro jednu cast vyrokové formy.
Z vysledné rovnosti je patrné, ze prvek g nelze jednozna¢né urcit, proto agresivni prvek

neexistuje.

Existence inverznich prvki:

Binarni operace neméa neutralni prvek, proto je zbyte¢né vySetiovat existenci

inverznich prvka. Inverzni prvky tedy neexistuji.

Existence idempotentniho prvku:

X0 X=X
eX+X=?X
e = x

V mnoziné realnych ¢isel neexistuje zadné X, pro které by tato rovnost platila. V této

operaci tedy neexistuje zadny idempotentni prvek.

Jednoznacnost déleni:

Xoz=y
eX+Z:y
X+z=lIny
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z=Iny—-x
Jelikoz je operace komutativni, staci ovéfovat pouze pro jednu cast vyrokové formy.

Vysledna rovnice ma jednozna¢né feSeni, proto se jedna o binarni operaci

S jednoznacnym délenim.
Kréceni:
Xoy=xoz = eX"V =eX'? = y=7

Jelikoz je operace komutativni, sta¢i ovétit pouze kraceni zleva, které plati. Jedna se
tedy o binarni operaci s kracenim.
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5.2 ULOHAC.2

Zadani ulohy €. 2: Urcete vSechny symetrie symbolu ¢tyflistku a vySetiete vlastnosti a

vyznamné prvky binarni operace skladani symetrii.
Reseni Glohy &. 2:

Obrazek ¢. 6 — Symetrie symbolu ctyrlistku.

R
» 180

Zdroj — vlastni tvorba v programu geogebra.org.

Jak lze vycist z obrazku, symbol ma osm symetrii, a to identitu I, ¢ty osové
soumérnosti O1, O2, O3, O4, otoceni 0 90° Rgo, otoceni o 180° Rigo a otoceni o 270° Rao.
Tyto symetrie je pak mozné zapsat pomoci bijektivnich zobrazeni bodu {A, B, C, D, E, F,
G, H} - {A, B, C, D, E, F, G, H} neboli permutaci.

I=@BCDEFGH) OF@BCDEFGH)
ABCDEFGH BAHGFEDC
Reo= (4.8 C D EF G H) 0p=(4 B CDEFGHY
GHABCDEF DCBAHGFE
Rug = ABCDEFGH) OF(ABCDEFGH)
EFGHABCD FEDCBAHG
Ry (ABCDEFGH) 04:(ABCDEFGH)
CDEFGHAB HGFEDCBA
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Pii tvorbé Cayleyho tabulky je dulezité si pfipomenou, Zze operace skladani zobrazeni

se obvykle Cte zprava doleva, coz bude platit i u tlohy €. 3 a 4.

Tabulka ¢. 11 — Cayleyho tabulka pro skladani symetrii symbolu ctyrlistku.

o I O1 O2 O3 Os4 Rwo R R
I I O1 O2 Os Os Roo Riso Roro
O1 | O1 I Reoo Rigo R0 Os O3  O2
O2 | O2 Rero | Ro Riso O1 Oz Os
Os | Os Riso Rero | Ro Oz O1 Oas
Os | O4 Roo Rweo Roro | O3 O2 O
Reo [ Rw O2 Os Os O1 Rio Roro |
Riso | Riso O3 Os O1 O2 Roro | Roo
Roo | Roo 04 O1 O2  Os I Roo  Riso

Zdroj — vlastni tvorba.

Uzavfienost:

V tabulce jsou vyplnéna vSechna pole, operace je tedy uzavi‘ena neboli necomezené

definovana na mnoziné.

Komutativnost:

Tabulka neni symetricka podle hlavni diagonaly, operace tudiz neni komutativni.

Asociativnost:
Jak bylo uvedeno vyse, asociativnost nelze z Cayelyho tabulky vycist. Obecné vSak

plati, Ze skladani zobrazeni ma asociativni vlastnost,® tudiz i tato operace je asociativni.

Existence neutralniho prvku:

Prvni sloupec a fadek tabulky jsou totozné se zahlavimi tabulky. Operace tedy ma

neutralni prvek, a to identitu.

Existence agresivniho prvku:

V zadném tadku ani sloupci se nenachazi pouze jediny prvek. V této operaci tedy

neexistuje agresivni prvek.

% KOVAR, Petr. Algebra. s. 13.
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Existence inverznich prvki:

Jelikoz ma operace neutralni prvek, mohou tedy existovat inverzni prvky k nékterym
prvkiim. Z tabulky lze vy¢ist, Ze inverzni prvek pro identitu je identita (symbolicky It = 1),

dale 011 = 01, 021 = 02, O3 = O3, Roo! = R270, Riso™! = Riso, R270™t = Reo

Existence idempotentniho prvku:

V této operaci existuje jeden idempotentni prvek, a to identita, pro niz plati I o I = 1.

Jednoznacnost déleni:

V kazdém fadku i sloupci tabulky se kazdy prvek vyskytuje pravé jedenkrat, jde tedy

0 operaci s jednoznaénym délenim.
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5.3 ULOHAC.3

Zadani ulohy €. 3: Urcete vSechny symetrie obdélniku a kvadru o strandch a < b < c.
Vysetiete vlastnosti a vyznamné prvky binarnich operaci skladani symetrii a porovnejte

je.%
ReSeni Glohy ¢&. 3:

Obrdazek ¢. 7 — Symetrie obdélniku v rovine.

Zdroj — vlastni tvorba v programu geogebra.org.

Jak lze vycist zobrazku, obdélnik ma Ctyfi symetrie, a to identitu |, osovou
soumérnost podle svislé osy O1 a podle vodorovné osy Oz a stfedovou soumérnost S, Kterd

je shodné s rotaci 0 180°. Symetrie pak opé&t lze zapsat pomoci permutaci.

=(i5cp) =34 b c)
s=(cu's) %= ¢ 5 )

% KOVAR, Petr. Algebra. s. 39.
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Obrazek ¢. 8 — Kvadr v prostoru.

H

Zdroj — vlastni tvorba v programu geogebra.org.

V tomto piipadé jiz na obrazku nejsou vyznaceny symetrie, jelikoz by se stal velmi
nepiehlednym. Oproti obdélniku ma kvadr symetrii osm, a to identitu I, téi rotace o 180°
Ra, Rb @ Rc, kdy osa rotace vzdy prochazi sttedem dané stény a je rovnobéznad s piislusnou

stranou. Déle se jednd o tii rovinné soumérnosti podle rovin Oa, Ob a Oc, které jsou kolmé

VSechny symetrie budou opé&t zapsany pomoci permutaci.

I:(ABCDEFGH) OF@BCDEFGH)
ABCDEFGH BADCFEHG
w=(y'6rencsa) (5% G nancp)
w=(cD s G nEF) o=(p'cs'a w6 rE)
RC:(ABCDEFGH) S:@BCDEFGH)

FEHGBADC GHEFDCBA

Nyni budou opét vytvoreny Cayleyho tabulky, nejdiive pro skladani symetrii
obdélniku a poté pro skladani symetrii kvadru, na jejichz zéklad¢ autorka vySetii vlastnosti

a vyznamne prvky vzniklych operaci.
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Tabulka ¢. 12 — Cayleyho tabulka pro skladani symetrii obdélnika.

o I 01 02 S
I I O1 02 S
01 01 | S 02
O2 02 S I O1
S S 02 O1 I

Zdroj — vlastni tvorba.

Tabulka ¢. 13 — Cayleyho tabulka pro skladani symetrii kvadru.

o | Ra Ro Rc Oa Opn Oc S
I I Ra Rb Re Oa Op Oc S
Ra | Ra I Re  Rob S O Op Oa
Ro | Ro  Re I Ra  Oc S Oa O
Rc | Re  Ro Ra I Oh Oa S O
Oa | Oa S Oc O I Re Ro Ra
Ob | Ob Oc S 0Oa R I Ra  Rb
O | Oc Op ©Oa S Rb Ra I Re
S S Oa Oph Oc Ra Ro R I

Zdroj — vlastni tvorba.

Uzavrenost:

Ob¢ tabulky jsou zcela vyplnéné, tudiz jak operace skladani symetrii obdélnika, tak

operace skladani symetrii kvadru jsou uzaviené neboli neomezené definované na

mnozing.

Komutativnost:

Tabulka ¢. 12 i tabulka ¢. 13 jsou symetrické podle hlavni diagondly, obé& operace jsou

tedy komutativni.

Asociativnost:

Jak bylo uvedeno v piedchozim ptikladé, sklddani zobrazeni je obecné asociativni,

proto i obé tyto operace jsou asociativni.
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Existence neutralniho prvku:

Jak u tabulky pro skladani symetrii obdélnika, tak u tabulky pro skladani symetrii
kvadru se sloupce i fadky pattici prvku | shoduji se svym zahlavim. Pravé identita tedy

predstavuje neutralni prvek obou operaci.

Existence agresivniho prvku:

Ani u jedné tabulky se v zadném tadku ani sloupci nenachazi pouze jeden prvek.

Operace tedy nemaji agresivni prvek.

Existence inverznich prvki:

U obou operaci existuje neutralni prvek, tudiz mohou existovat inverzni prvky
k nékterym prvkam. Z Cayeleho tabulek pro skladani symetrii obdélnika a kvadru lze

vycist, Ze kazdy prvek je inverzni sdm k sob¢.

Existence idempotentniho prvku:

Jak u operace skladani symetrii obdélnika, tak u operace skladani symetrii kvadru

existuje jeden idempotentni prvek, ato identita, pro niz plati 1 o I = 1.

Jednoznac¢nost déleni:

V kazdém tadku i sloupci obou tabulek se kazdy prvek vyskytuje pravé jedenkrat, jde

tedy o operace s jednozna¢nym délenim.
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5.4 ULOHAC. 4

Zadani ulohy €. 4: Urcete vSechny piimé symetrie Gtyisténu a vySetiete vlastnosti a
vyznamné prvky binarni operace skladani symetrii.®’

Pozn.: Pi#imou symetrii rozumime takové zobrazeni, které neméni orientaci stran.
Piikladem ptimych symetrii je identita a rotace, do nepiimych symetrii pak patii osova,

popf. rovinna soumérnost.%
ResSeni Ulohy ¢. 4:

Obrazek ¢. 9 — Pravidelny ctyrstén v prostoru.

D

B
Zdroj — vlastni tvorba v programu geogebra.org.

Z divodu piehlednosti nejsou na obrazku vyznaceny symetrie ale pouze pomocné
body, které poslouzi k lepsi predstavé ohledné vzniklych symetrii. Body U, V, W, X, Y a
Z predstavuji stfedy danych stran. Pravidelny Ctyfstén ma tedy celkem dvanact pifimych
symetrii, z nichz je jedna identita | a jedenact ruznych rotaci. Necht’ vede ptimka z vrcholu
D do tézisteé prot&jsi strany, pak tato ptimka bude osa rotace kolem bodu D, kterou lze
otoCit o 120° a 0 240°, ozna¢me Rp1, Ro2. To samé lze provést i s ostatnimi vrcholy, kdy
vzniknou rotace Ra1, Raz, Re1, Rez, Rc1 a Rez. Dale Gsecky XV, YW a UZ predstavuji osy
rotace 0 180°, ozna¢me Rxv, Ryw, Ruz. Vzniklé symetrie budou popsané pomoci permutaci,
Z nichz autorka vytvoii Cayleyho tabulku pro skladani symetrii, kterd umozni vySetieni

vlastnosti a vyznamnych prvk.

9 KOVAR, Petr. Algebra. s. 39.
9% HRUSA, Karel. Piehled elementarni matematiky. s. 270.
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=(isco) Re=(i¢ny)  Re=(3pch)
Ro=(eann)  R=Bhae)  RvE(eh )
=z eap)  Re(espa)  Rwe(Ephs)
(55D me(AER) meGESY)
Tabulka ¢. 14 — Cayleyho tabulka pro skladani symetrii ctyrsténu.

o | Roi Rp2 Rar Raz Re1 Re2 Rct Rec2 Rxv Ryw Rzu

| I Roi Ro2 Rat Raz Rei Re2 Rct Rc2 Rxv Rvw Rzu
Roi | Ro1 Ro2 I Ryw Re2 Rct Rzu Rxv Rar Rei Rc2 Ra
Rp2 | Rp2 | Roi Rc2 Rzu Rxv Ra2 Rei Ryw Rci Rar Ree
Rai | Ran Rzu Re1  Raz | Ryw Rc2 Roi Rxv Re2 Rp2 Ra
Ra2 | Ra2 Rci  Rvw | Rai Rp2 Rxv Rzu Re2 Rc2 Rei1  Robi
Rei1 | Ree Rai Rzu Rxv Rci Re2 I Ryw Rpz Rbpi Ra2z  Re
Re2 | Rez  Rxv Rc2 Rb1  Rvw I Res Ra2 Rzu Rai Rci  Rbp2
Rci | Ret Ryw Ra2z Rei Rxv Rzu Rpb1  Re I Ro2 Re2 Rai
Rc2 | Rz Re2 Rxv Rzu Rp2  Rai Ryw | Rci Ra2  Rp1  Rei
Rxv | Rxvt Rcc Re2 Rci Rei Ra2z Rp2 Rait Rbi I Rzu Ryw
Ryw | Ryw Raz Rct Re2 Rpi Rcz2 Rar Roz Rer Rzu I Rxv
Rzu | Rzu Ret Ra1 Rp2 Rc2 Roi Rci Rs2 Raz Ryw Rxv |

Zdroj — vlastni tvorba.

Uzavrenost:

V tabulce jsou vyplnéna vSechna pole, operace je tedy uzavi‘ena neboli necomezené

definovana na mnoziné.

Komutativnost:

Tabulka neni symetricka podle hlavni diagonaly, operace tudiz neni komutativni.

Asociativnost:

Skladani zobrazeni je obecné asociativni, tato operace tedy bude také asociativni.
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Existence neutralniho prvku:

Prvni sloupec a fadek tabulky jsou totozné se zahlavimi tabulky. Operace tedy ma

neutralni prvek, a to identitu.

Existence agresivniho prvku:

V Zadném ftadku ani sloupci se nenachazi pouze jediny prvek. V této operaci tedy

neexistuje agresivni prvek.

Existence inverznich prvki:

Jelikoz ma operace neutralni prvek, mohou existovat inverzni prvky k nékterym
prvkim. Z tabulky lze vy¢ist, Ze inverzni prvek pro identitu je identita (symbolicky 1t = 1),
dale Ro1? = Rpz, Roz! = Ro1, Ra1?t = Raz, Razt = Rai, Re1? = Rez, Re2? = Rei, Rei? = Rey,

Rc2! = Rei, Rxvt = Rxv, Ryw! = Ryw a Rzu® = Rzu.

Existence idempotentniho prvku:

V této operaci existuje jeden idempotentni prvek, a to identita, pro niz plati | o I = 1.

Jednoznacnost déleni:

V kazdém tadku i sloupci tabulky se kazdy prvek vyskytuje pravé jedenkrat, jde tedy

0 operaci s jednozna¢nym délenim.
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5.5 ULOHAC.5

Zadani ulohy ¢&. 5: Mé&jme symetrickou diferenci S A T dvou podmnozin S, T < U, ktera je
definovana predpisem SA T = (S T') U (S N T). Dokazte, Ze je tato binarni operace

komutativni a asociativni a Zze operace M je distributivni vzhledem k operaci A.%°
Reseni Glohy &. 5:

Komutativnost:

SAT=TAS
SEATYuE'NT)=TNS)U (T NYS)
= SnT)=(T"NnS)=A
SnT)=(TNnS)=B
= AUB=BUA [

Asociativnost:

Definici asociativity autorka rozdéli na dvé ¢asti. Nejdiive bude dokazana cervend
¢ast, poté modra, na konci diikazu by se mély obé& ¢asti sobé rovnat. Jelikoz by byl vypocet
velice zdlouhavy a pravdépodobné nepiehledny, bude od vypoctu oddé€lena zelené, popt.
zluté¢ vyznacena Cast, kterou autorka vytesi ve vedlej$im vypoctu, a poté rovnou dosadi
vysledek.

(SAT)AR=SA(TAR)

SAT)AR=[CENTYUE "nDIAR={[SEATY)UE"N"T)]NRFIU{SENT)U (S

NI NR}=[ENT N"RYUE N"TNAR)] U{[(S UT)Nn(SUT)NR}=[(SAT

NRYUE'NTNAR)] U{[EN"TYU(TNS)]NR}=[(SA"T N"RYU(E"N"TNR]

UIEN"T "Ry U(TMTNSAR)]=ENT nRYUE'nTNAR)UE'NnT mnR)uU (TN

SN R)
SUTnEGuUT)=[SNASUTNUITAECUT)N=[ENSHUE'NT) U]
(TS u(TNAT)N=E" NS uE'NTY)U(TNSHU(TNAT)=TU(S'NT)U (T
NSud=(S"nT)u(TNS)

9 WEIL, Jiti a J. WEIL. Rozpracovana feeni uloh z vy$3i algebry. s. 37.
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SA(TAR)=SA[(TNRY)U(MNR)={SAI(TARYU(TNR)JIU{S"[(TNAR)
U(MnR)I}={S[ BUIE "TAR)YUE' AT NAR)]={S[(T
NRYURNAMDFIUIE "TNARYUE' AT NnR)]=[(SNT N"RYUSNRNT)]uU
[(SNATAR)UE' AT NAR)]=ENT NRY)USARAT)UENTNR)U (S NT
N R)

=[TN(TUR)U[RA(TUR)=[(TNTu(MnNR)]U[
RATURAR)=(TNTHU(T"R)URNT)URNR)=FU(T'NnR) U
RNTYLD=

SENTNARYUSNARATNHUE' NTNR)U(ENT NR) =
SNATNR)UE'NTNAR)UE N"T NR)U(TNSNR)

l
Distributivnost:

Distributivnost operace n vzhledem k operaci A bude dokazovana tak, ze na zakladé
rozepsani prvni ¢asti vyrokové formule by méla vzniknout druhd ¢ast vyrokové formule.
Autorka si u tfetiho, respektive ¢tvrtého kroku pomuze ptidanim dvou prazdnych mnoZin,
diky kterym pak bude moZzné provést vytykani. Tento postup bude opét vyznacen pomoci
barev.

RNASAT)=(RNS)ARNT)
RANGSAT)=RNA[ENT)UE' NT]=RNASATY)URNSN"T)=(RNSNT)uU
RNASNTuUuBUB=RnNSAT)URNSNT)URNR NS URNR NT)=
[RNS)N (TURNUIRAT)N (S UR)=IRNS) N (TAR)JTUIRNAT)N (SN
RYI=(RNS)ARNT)

O

53



ZAVER

ZAVER

Cilem této bakalaiské prace je zkompletovat poznatky o tématu vySetfovani vlastnosti
a vyznamnych prvkid bindrnich operaci a sezndmit Ctendie se zdkladnimi pojmy a
definicemi potfebnymi k jeho pochopeni.

Nejdiive byly vysvétleny pojmy, jako kartézsky soucin, relace, zobrazeni ¢i operace,
coz umoznilo definovat pojem binarni operace. Dale se autorka vénovala vlastnostem a
vyznamnym prvkum binarnich operaci, které byly vzdy uvedeny na vhodnych piikladech.
Soucasti prace je i kapitola zabyvajici se binarnimi operacemi na urcitych stupnich
vzdélavani a chybami spojenymi pravé s vyukou binarnich operaci. S pojmem binarni
operace uzce souvisi i pojem algebraicka struktura, jemuz je v této praci také vénovéana
jedna kapitola, konkrétnéji algebraickym strukturam s jednou a se dvéma binarnimi
operacemi.

Posledni kapitola prace je Cisté praktickd, autorka v ni vyfeSila nékolik ne pfilis
obvyklych tloh, které mohou pozdéji poslouzit naptiklad pti vyuce binarnich operaci na

vysokych Skoléach.
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RESUME

Tato bakalafska prace je zaméfena na vySetfovani vlastnosti a vyznamnych prvkt
binarnich operaci. Hlavni ¢ast prace je Cisté teoreticka, konec je pak prakticky.
V teoretické ¢asti jsou definovany pojmy, jako kartézsky soucin, relace, zobrazeni ¢&i
operace, na jejichz zéklad¢ je mozné zavést pojem binarni operace a dale se zabyvat jejich
vlastnostmi a vyznamnymi prvky. Kazda vlastnost ¢i vyznamny prvek je pak uveden na
vhodnych piikladech. V teoretické casti je také popsano né¢kolik piipadt, kdy se zaci
setkdvaji s binarnimi operacemi difive neZ na vysokych $kolach, dale je upozornéno na
nékolik chyb pfivyuce binarnich operaci. S pojmem binarni operace Uzce souvisi i

algebraické struktury, kterym je vénovan zavér teoretické Casti. V praktické casti je

vvvvvv

RESUME

This bachelor thesis is focused on examination of properties and important elements of
binary operations. The main part of the thesis is entirely theoretical, and the end is
practical. In the theoretical part, terms like cartesian product, relation and mapping are
defined, thanks to which it is possible to delineate the concept of binary operation and
further deal with their examination and important elements. Every examination and
important element are presented with an appropriate examples. The theoretical part also
describes some cases where students encounter binary operations earlier than in
universities and draws attention to several mistakes during teaching of binary operation.
Algebraic structures are also closely related to the concept of binary operations, to which
the conclusion of the theoretical part deals. In the practical part, five complex problems are

solved in detail.

55



SEZNAM LITERATURY

SEZNAM LITERATURY

BELIK, Miroslav. Sbirka iloh z elementarni aritmetiky s pokyny k feeni: Uréeno
pro stud. pedag. fakult. Usti nad Labem: Pedagogicka fakulta, 1990. ISBN 80-
7044-018-X. Dostupné také z: https://ndk.cz/uuid/uuid:d144cb70-7a17-11e3-
a80c-0050568252009.

BICAN, Ladislav. Algebra (pro ucitelské studium). Praha: Academia, 2001. ISBN
80-200-0860-8. Dostupné také z: https://ndk.cz/uuid/uuid:2fa77ae0-4bad-11e7-
9277-0050568252009.

BLAZEK, Jaroslav. Algebra a teoretick aritmetika. Praha: Statni pedagogické
nakladatelstvi, 1983. sv. 1. Dostupne také z: https://ndk.cz/uuid/uuid:1c0f60dO-
31el-11e4-8cl4-5ef3fcObb22f.

BLAZEK, Jaroslav. Algebra a teoreticka aritmetika. Praha: Statni pedagogické
nakladatelstvi, 1985. sv. 2. Dostupné také z: https://ndk.cz/uuid/uuid:6ecefa80-
d044-11e5-9¢c26-5ef3fcObb22f.

CULLINANE, Michael J. Motivating the notions of binary operation and group in
an abstract algebra course. Online. Problems, Resources, and Issues in
Mathematics Undergraduate Studies. 2005, ro¢. 15, ¢. 4, s. 339-348. Dostupne z:
https://doi.org/10.1080/10511970508984127. [cit. 2023-12-08].

Doporuéené uéebni osnovy predméti CJL, AJ a M pro zakladni $kolu. Piiklad
zpracovani ucebnich osnov. Matematika. Ministerstvo Skolstvi, mladeze a
télovychovy. Online. 2011. Dostupné z: http://www.vuppraha.rvp.cz/wp-
content/uploads/2011/03/Doporucene-ucebni-osnovy-predmetu-CJL-AJ-a-M-pro-
zakladni-skolu.pdf. [cit. 2024-03-22].

DRABEK, Jaroslav. Zéklady elementarni aritmetiky pro uditelstvi 1. stupné ZS:
Celost. vysokoSk. ucebnice. Praha: SPN, 1985. Dostupné také z:
https://ndk.cz/uuid/uuid:edcde5c0-3e99-45f2-955e-16609ab6d219.

HADAR, N. a HADASS, R. Between associativity and commutativity. Online.
International Journal of Mathematical Education in Science and Technology.
1981, ro€. 12, ¢. 5, S. 535-539. Dostupné Z:
https://doi.org/10.1080/0020739810120504. [cit. 2023-12-08].

56


https://ndk.cz/uuid/uuid:d144cb70-7a17-11e3-a80c-005056825209
https://ndk.cz/uuid/uuid:d144cb70-7a17-11e3-a80c-005056825209
https://ndk.cz/uuid/uuid:2fa77ae0-4bad-11e7-9277-005056825209
https://ndk.cz/uuid/uuid:2fa77ae0-4bad-11e7-9277-005056825209
https://ndk.cz/uuid/uuid:1c0f60d0-31e1-11e4-8c14-5ef3fc9bb22f
https://ndk.cz/uuid/uuid:1c0f60d0-31e1-11e4-8c14-5ef3fc9bb22f
https://ndk.cz/uuid/uuid:6ecefa80-d044-11e5-9c26-5ef3fc9bb22f
https://ndk.cz/uuid/uuid:6ecefa80-d044-11e5-9c26-5ef3fc9bb22f
https://doi.org/10.1080/10511970508984127
http://www.vuppraha.rvp.cz/wp-content/uploads/2011/03/Doporucene-ucebni-osnovy-predmetu-CJL-AJ-a-M-pro-zakladni-skolu.pdf
http://www.vuppraha.rvp.cz/wp-content/uploads/2011/03/Doporucene-ucebni-osnovy-predmetu-CJL-AJ-a-M-pro-zakladni-skolu.pdf
http://www.vuppraha.rvp.cz/wp-content/uploads/2011/03/Doporucene-ucebni-osnovy-predmetu-CJL-AJ-a-M-pro-zakladni-skolu.pdf
https://ndk.cz/uuid/uuid:edcde5c0-3e99-45f2-955e-16609ab6d219
https://doi.org/10.1080/0020739810120504

SEZNAM LITERATURY

HORT, Daniel, Jiti RACHUNEK a Univerzita Palackého. Algebra I. Olomouc:
Univerzita Palackého, 2003. ISBN 80-244-0631-4. Dostupné také z:
https://ndk.cz/uuid/uuid:55a0e420-d9e2-11e2-a0b3-5ef3fcobb22f.

HRUSA, Karel. Pfehled elementarni matematiky. Praha: Statni nakladatelstvi
technické literatury, 1962. Dostupné také z: https://ndk.cz/uuid/uuid:3669d120-
a863-11e3-9d7d-005056827¢e51.

KOLAR, Josef, Olga STEPANKOVA a Michal CHYTIL. Logika, algebry a
grafy: celostatni vysokoskolska ucebnice pro elektrotechnické fakulty vysokych
Skol technickych. Praha: Statni nakladatelstvi technické literatury, 1989. Dostupné
také z: https://ndk.cz/uuid/uuid:2959cebd-5b6a-45cf-a233-5a0734e2f00c.
KOSMAK, Ladislav a Masarykova univerzita. MnoZinova algebra. Brno:
Masarykova univerzita, 1995. ISBN 80-210-1082-7. Dostupné také z:
https://ndk.cz/uuid/uuid:3abbf804-3dba-46¢1-9f92-c5bed4c8c3al.

KOVAR, Petr. Algebra. Online. 2023. Dostupné
z: https://homel.vsb.cz/~kov16/files/skriptum_algebra.pdf. [cit. 2024-03-22].
KUROS, Aleksandr Gennad'jevi¢. Kapitoly z obecné algebry. Praha: Academia,
1968. Dostupné také z: https://ndk.cz/uuid/uuid:c449bce0-288f-11e6-a344-
5ef3fc9ae867.

Matematika. Skolni vzdélavaci plan Gymnazia Jana Keplera. Online. Dostupné z:
https://sites.google.com/a/gjk.cz/svp/5-osnovy/osnovy-4leteho-
gymnazia/matematika. [cit. 2024-03-22].

NAGY, Jozef. Vybrané partie z moderni matematiky. Praha: SNTL, 1976.
Dostupné také z: https://ndk.cz/uuid/uuid:6640cb10-73d8-11e4-9605-
005056825209.

Operace v mnozing, vlastnosti binarnich operaci. PF UJEP, Katedra matematiky.
Online. Aritmetika s didaktikou 1. Dostupné z: https://www.pf.ujep.cz/wp-
content/uploads/2018/09/KPR_opora_MA _aritmetika_studium_aritmetika03.pdf.
[cit. 2024-03-22].

PONDELICEK, Bedfich. Algebraické struktury s bindrnimi operacemi. Praha:
Statni  nakladatelstvi technické literatury, 1977. Dostupné také z:
https://ndk.cz/uuid/uuid:27619790-b634-11e5-82dc-5ef3fcIbb22f.

57


https://ndk.cz/uuid/uuid:55a0e420-d9e2-11e2-a0b3-5ef3fc9bb22f
https://ndk.cz/uuid/uuid:3669d120-a863-11e3-9d7d-005056827e51
https://ndk.cz/uuid/uuid:3669d120-a863-11e3-9d7d-005056827e51
https://ndk.cz/uuid/uuid:2959cebd-5b6a-45cf-a233-5a0734e2f00c
https://ndk.cz/uuid/uuid:3abbf804-3dba-46c1-9f92-c5be44c8c3a1
https://homel.vsb.cz/~kov16/files/skriptum_algebra.pdf
https://ndk.cz/uuid/uuid:c449bce0-288f-11e6-a344-5ef3fc9ae867
https://ndk.cz/uuid/uuid:c449bce0-288f-11e6-a344-5ef3fc9ae867
https://sites.google.com/a/gjk.cz/svp/5-osnovy/osnovy-4leteho-gymnazia/matematika
https://sites.google.com/a/gjk.cz/svp/5-osnovy/osnovy-4leteho-gymnazia/matematika
https://ndk.cz/uuid/uuid:6640cb10-73d8-11e4-9605-005056825209
https://ndk.cz/uuid/uuid:6640cb10-73d8-11e4-9605-005056825209
https://www.pf.ujep.cz/wp-content/uploads/2018/09/KPR_opora_MA_aritmetika_studium_aritmetika03.pdf
https://www.pf.ujep.cz/wp-content/uploads/2018/09/KPR_opora_MA_aritmetika_studium_aritmetika03.pdf
https://ndk.cz/uuid/uuid:27619790-b634-11e5-82dc-5ef3fc9bb22f

SEZNAM LITERATURY

Ramcovy vzd€lavaci program pro gymnazia. Vyzkumny ustav pedagogicky
v Praze. Online. Dostupné z: https://www.edu.cz/rvp-ramcove-vzdelavaci-
programy/ramcove-vzdelavaci-programy-pro-gymnazia-rvp-g/. [cit. 2024-03-22].
SEDIVY, Jaroslav. O modernizaci §kolské matematiky. Praha: Statni pedagogické
nakladatelstvi, 1977. Dostupné také z: https://ndk.cz/uuid/uuid:f78a2120-9324-
11e7-a9a4-005056827e51.

TLUSTY, Pavel a Jihodeska univerzita. Linearni algebra a jeji aplikace. Ceské
Budgjovice: Jiho¢eska univerzita, 2003. ISBN 80-7040-650-X. Dostupné také z:
https://ndk.cz/uuid/uuid:c9b5d6b0-15b8-11e3-84ec-5ef3fcobb22f.

VYSIN, Jan. Metodika feSeni matematickych tloh. Praha: SPN, 1972. Dostupné
také z: https://ndk.cz/uuid/uuid:fledf640-557b-11e4-90c9-005056825209.

WEIL, Jifi a J. WEIL. Rozpracovana feseni uloh z vyssi algebry: celostatni
vysokoSkolska  pifirucka  pro  studenty = matematicko-fyzikalnich  a
ptirodovédeckych fakult studijniho oboru 11-04-8 "Matematicka analyza". Praha:
Academia, 1987. Dostupné také z: https://ndk.cz/uuid/uuid:5447ef30-9caa-11e2-
bc29-005056825209.

ZASLAVSKY, Orit a PELED, Irit. Inhibiting Factors in Generating Examples by
Mathematics Teachers and Student Teachers: The Case of Binary Operation.
Online. Journal for Research in Mathematics Education. 1996, ro¢. 27, s. 67-78.
Dostupné  z:  National Council of Teachers of Mathematics,
https://www.jstor.org/stable/749198. [cit. 2023-12-08].

58


https://www.edu.cz/rvp-ramcove-vzdelavaci-programy/ramcove-vzdelavaci-programy-pro-gymnazia-rvp-g/
https://www.edu.cz/rvp-ramcove-vzdelavaci-programy/ramcove-vzdelavaci-programy-pro-gymnazia-rvp-g/
https://ndk.cz/uuid/uuid:f78a2120-9324-11e7-a9a4-005056827e51
https://ndk.cz/uuid/uuid:f78a2120-9324-11e7-a9a4-005056827e51
https://ndk.cz/uuid/uuid:c9b5d6b0-15b8-11e3-84ec-5ef3fc9bb22f
https://ndk.cz/uuid/uuid:f1edf640-557b-11e4-90c9-005056825209
https://ndk.cz/uuid/uuid:5447ef30-9caa-11e2-bc29-005056825209
https://ndk.cz/uuid/uuid:5447ef30-9caa-11e2-bc29-005056825209
https://www.jstor.org/stable/749198

SEZNAM TABULEK

SEZNAM TABULEK

Tabulka ¢. 1 — Cayleyho tabulka pro implikaci. .........c.ccooeveiiniiiiiii e 13
Tabulka ¢. 2 — Cayleyho tabulka pro scitani na mnozZineg A. .............cccccoueeecoeniinnineninenn. 17
Tabulka ¢. 3 — Cayleyho tabulka pro sCitani na MNOZINEG Z3. .....cc.coccuvviiviiiiieiiineiiieeniinens 17
Tabulka ¢. 4 — Cayleyho tabulka pro SCitani na MNOZINE 73. .......ccecoueeicienciiineiiieiienee e 19
Tabulka ¢. 5 — Cayleyho tabulka pro ndsobeni na mnozZing Z3. ..............cccoeuvivceiiiennnnnnn, 21
Tabulka ¢. 6 — Cayleyho tabulka pro sCitani na MNOZINEG Z3. .....cc.ccccveeiiviiiiieiiieeiiieeiinns 23
Tabulka ¢. 7 — Cayleyho tabulka pro SCitani na MNOZINE Z3. .......ccccoeeeieniiiineiieeiienee e 25
Tabulka ¢. 8 — Cayleyho tabulka pro sCitani na MNOZINE Z3. .....cccoovvveiiieiiiiiniiieeiiieesninens 26
Tabulka ¢. 9 — Prehled algebraickych struktur s jednou binarni operaci..........c.cccceevvenee. 36
Tabulka ¢. 10 — Prehled algebraickych struktur se dvema binarnimi operacemi. .............. 38
Tabulka ¢. 11 — Cayleyho tabulka pro skladani symetrii symbolu ctyrlistku. ..................... 43
Tabulka ¢. 12 — Cayleyho tabulka pro skladani symetrii obdélnika. ............ccccocevvrvrinnnen. 47
Tabulka ¢. 13 — Cayleyho tabulka pro skladani symetrii KVAdru. .........cccccovvveveiieiisinnnnnn, 47
Tabulka ¢. 14 — Cayleyho tabulka pro skladani symetrii CtyrStenis. ...........cocvvvvveiiieeninnnn. 50

59



SEZNAM OBRAZKU

SEZNAM OBRAZKU

Obrazek ¢. 1 — KartBzsky graf. ........cooov oo 6
Obrazek ¢. 2 — SACROVIICOVY GFAS. ...c.cvveveeeeveiseeeieeeeeeee e 6
Obradzek ¢. 3 —UZIOVY QFaf. .....oceiiiee et 7
Obrdazek ¢. 4 — Hierarchie Mezi POJMY. ..c.ooviiiieiiiiiieieeee e 11
Obradzek ¢. 5 — SPOJNICOVY NOMOGIAM. ..ecuviiuieieeieireeiteeresteesteesresraesreesresaesraeseeessesreesreenens 14
Obrazek ¢. 6 — Symetrie SYMDOIU CEYFIISRLL ......oveveeceee e 42
Obrazek ¢. 7 — Symetrie ObdEINTKU V 7OVIRE. .......cocviiiiiiiiecee s 45
Obradzek ¢. 8 — KVAATN V PFOSIOMU. ...ovviieiiieiieeie et ste et e e e sraesaeene e nreanaens 46
Obrazek ¢. 9 — Pravidelny CtyFstén v PrOSTOTU. ......cccvieiiiiieniiieiiee et 49

60



