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V oblasti matematického vzdélavani zvladnuti feseni algebraickych rovnic a soustav je
zdkladem, ktery studentim nabizi vstupni branu k SirSimu pochopeni feSeni
kvantitativnich problém(. Tato prdce se snaii prozkoumat a objasnit r(izné metody
pouzivané pfi feSeni rovnic, od zdkladnich az po pokrocilé, se zaméfenim na jejich
pedagogické dlsledky.
Vyznam pro pedagogiku: Matematické vzdélavani hraje klicovou roli pfi utvareni
analytického mysleni, dovednosti fesit problémy a logicky uvazovat. Rovnice a soustavy,
které jsou v matematickém diskurzu pfitomné vSude, poskytuji studentim perspektivu,
diky niz mohou tyto zakladni kognitivni schopnosti zdokonalovat. Komplexnim
zkoumanim metod feSeni rovnic ziskavaji pedagogové poznatky pro tvorbu ucinnych
vyukovych strategii, které odpovidaji rlznym stylim uceni a schopnostem.
Rozsah a klasifikace: Tato prace se zabyva rozmanitym prostfedim algebraickych rovnic,
zahrnujicim linedrni, kvadratické a kubické formy. Soustavy rovnic, kfizovatka, kde se
prolinaji matematické pojmy, jsou zkoumdny od zdakladnich konfiguraci az po sloZitéjsi
pfipady. Vymezeni metod je nejen zkoumanim matematickych principt, ale i planem pro
pedagogy, ktefi mohou své studenty provést odstupriovanou  vyukou.
Cil a pFistup: Hlavnim cilem této prace je vybavit pedagogy jemnym porozuménim riznym
metodam feseni rovnic a umoznit jim tak prizplsobit metodiku vyuky potfebam jejich
zakU. Pocinaje zakladnimi pojmy pripominajicimi zaklady vzdélani, pres pokrocilé metody
a konce nabéhem k vypocetnim nastrojlim, tato prace uplatiiuje systematicky pfristup.
Praktické vyuiZiti a vyhledy do budoucna: Pfi prochazeni krajiny feseni algebraickych
rovnic a soustav se budeme zabyvat také redlnymi aplikacemi a moznym zaclenénim do
vzdélavacich technologii. Bude rozebrano vyuziti vypocetnich ndstrojl, jako jsou Wolfram
Mathematica a GeoGebra, které pedagogim nabidnou pohled na symbidzu tradicnich
matematickych principl a modernich technologii.
Tato prace v podstaté neni pouhym matematickym vykladem, ale pedagogickym
pocinem, ktery pedagogim poskytuje sadu nastrojli, jak vstipit svym studentim
matematické dovednosti. Prostfednictvim dudkladného zkoumani rozmanitych metod
feSeni se vyddvame na cestu, kterd nejen objasfiuje matematické principy, ale také

pfispiva ke zdokonaleni pedagogickych postupu.
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2 TYPY ROVNIC A ZAKLADNIi METODY JEJICH RESENI.

2.1 ZAKLADNI POJMY
Rovnice.

Rovnice v matematice predstavuje rovnost dvou vyrazl, které obsahuji jednu nebo vice
proménnych. Kofen rovnice predstavuje hodnotu proménné (nebo sada hodnot proménnych),

pfi niZ je rovnost splnéna.

Proménna v matematice a programovani slouzi jako symbolickd reprezentace objektd, coz
umoznuje plné abstraktni manipulaci s nimi. Proménna reprezentuje libovolny myslitelny objekt

z dané tfidy nebo mnoziny. P¥i feSeni rovnic obvykle pracujeme v mnoziné redlnych Cisel.
Formalni definice rovnice:
fx) =g(x)

Kde f(x) a g(x) jsou funkce, definované na néjaké mnoZiné. Jednd se o funkci jedné nezndmé x,

funkce f(x) se nazyva leva strana rovnice a funkce g(x) se nazyva prava strana.
Rovnice o n neznamych ma tvar

F(xq1, %9, 0, Xp) =0

Kofeny rovnice

Kazdé cislo x, z mnoziny, v niZ je rovnice definovdna, které spliiuje podminku f(x,) = g(xo)

nazyva se kofen rovnice.
Dale se v této praci budeme drzet téchto definic.

Véta: Pocet korenu algebraické rovnice je roven jejimu stupni, jestliZe kaZdy koren pocitadme

tolikrdt, kolik ¢ini jeho ndsobnost (SISLER 1996, s.14).
2.2 TYPY ROVNIC
Linearni rovnice

Linedrni rovnice jsou vSechny rovnice, které Ize elementdrnimi dpravami prevést do tvaru:

ax+b=0
Kde x je proménna, a - koeficient, b je volny ¢len.a,b € R,a # 0

Geometricky vyklad: Grafem linedrni rovnice v roviné souradnic je ptrimka. Sklon a prlsecik s

osou f(x) sdéluji informace o vztahu mezi koeficienty.
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Obr. 1 Linearni rovnice

Jak vidime. Prvni pfimka (modra) prochazi soutradnici [0;0] pod Uhlem 45 stupnd. Druha primka
(Cervena) prochazi také pod uhlem 45 stupnid, ale je posunuta o 2 jednotky nahoru, to proto, Ze
koeficient b ovliviiuje misto priseciku grafu s osou y (neboli f(x)). Treti pfimka (zelend) prochazi
souradnici (0;0), ale pod uhlem 30 stupnil s osou X, protoZe tento Uhel nastavuje tzv. Uhlovy

koeficient.

Kvadraticka rovnice

Kvadratickd rovnice je rovnice, kterou lze upravit na tvarax? + bx + ¢ =0
Kde a,b,c jsou koeficienty z mnoziny R, a # 0.

Pozdéji mohou se vyskytovat vyrazy také termin redukovana kvadraticka rovnice. Je to rovnice,
v niz je koeficient a= 1. Neuplna kvadraticka rovnice je rovnice, ve které je koeficient b =0 nebo

c=0

Geometricky vyklad:

[REY
(e

{

(€2}

[aEy
[en]

Obr. 2 kvadraticka rovnice
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Graf kvadratické rovnice se nazyva parabola. Prvni kiivka (modrd) s koeficienty a =1,b =
0,c = 0. Druhd kfivka (zelend) s koeficienty a = —1,b = 0,c = 0. Treti kfivka (Cervend) s
koeficienty a = 0,5,b = 1,c¢ = 1. Jak vidime, znaménko pred koeficientem a odpovida za smér
paraboly (nahoru a dol() a a hodnota jeho absolutni hodnoty odpovida za rozsifeni nebo ztuzeni
paraboly. Koeficient b je zodpovédny za souradnice pocatec¢niho bodu, koeficient c za

soufadnice bodu priseciku s osou y. To vSe budeme potrebovat v dalsi praci.
Iracionalni rovnice

DalSim typem rovnic jsou iracionalni rovnice. Jednoduse fefeno, pokud rovnice obsahuje

odmocninu, nazyva se iracionalni rovnice.

Graf iraciondlni rovnice vypada jako parabola, v niZ jsou osy x a y prevracené s jednou nebo

dvéma vétvemi. Graf je zndzornén na obr. 3.

/

5

w

= Y=VX

[Riy

— Y =3YX

Obr. 3 iracionalni rovnice
Defini¢ni obor se méni v zavislosti na stupni odmocniny. Pokud je odmocnina sudého stupné,
mUZe proménna pod odmocninou nabyvat pouze hodnot vétsSich nez nula.

Existuje nékolik typ( téchto rovnic.

1. Rovnice ma pouze jednu odmocninu.
2. Vrovnici jsou dvé odmocniny.

3. Rovnice ma vice odmocnin i ¢isel samotnych.

Rovnice vyssiho stupné

VSechny rovnice, v nichz mad proménnd mocninu vétsi nez dvé, Ize nazvat rovnicemi vyssiho
stupné. Rovnice stupné 3 se nazyvaji kubické a jejich graf se nazyva kubicka parabola, jejiz leva

vétev se lisSi smérem od kvadratické paraboly (obr. 4).
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Obr. 4 rovnice stupné 3

Rovnice md tvar: a,x" + a,_1 X" 1 + -« + a,x% + a1x + ay

Kdea€eR; neN;n>2

Exponencialni rovnice.

Rovnice, ve které je naSe proménnad ve stupni néjakého cisla, se nazyva exponencialni rovnice:
af® =0

Graf pro a = e je uveden na obr.5.
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Obr. 5 exponencialni rovnice

Rovnice s absolutnimi hodnotami
Z ndzvu je patrné, Ze se jedna o typ rovnice, ve které je nezndma v absolutni hodnoté.

Graf funkce y = |x|je zndzornén na obr. 6.
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Obr. 6 absolutni hodnota

Logaritmické rovnice

Logaritmické rovnice jsou rovnice, které maji nezndmou v argumentu logaritmické funkce.

Existuji dva typy logaritmickych rovnic.

1) Rovnice s jednim logaritmem typu

logox=b, kdea>0;a#1x>0

Z definice logaritmu pak vyplyva vzorec pro nalezeni feseni x = a®

Také se mohou vyskytnout rovnice, kde se neznama nachazi v zakladu logaritmu (tj. na misté

konstanty a). V kapitole o feSeni se budeme zabyvat obéma variantami.

2) Rovnice s >1 logaritmem typu

logg f1(x) +10gg fo(x) + -+ +10g, fu(x) = logg g1 (x) +108g go(x) + -+ + logg gm (x)
kdea >0;a# 1,f;(x)proi =1,2,...,n; gi(x) proi =1,2,...,m >0

Soustavy rovnic

Soustava rovnic dvou nebo vice proménnych jsou rovnice s tzv. "spoleénymi kofeny", tj. kofeny

jedné rovnice budou fesenim jinych rovnic.
Formalni zapis soustavy m rovnic pro n proménnych je ndasleduijici:

Fl = (xl, xZ, ...,xn)
Fy = (X1, %3, ) Xp)

E, = (x1, %3, o, Xp)
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Kulata zavorka znamena, Ze feseni (xq, X5, ..., Xpr) musi fesit kazdou rovnici.

Soustava m linearnich rovnic pro n neznamych vypada takto:

allxl + a12x2 + -+ alnxn = b1
alel + azzxz + -+ aann = bz

Am1X1 + Az Xy +'--- + QmnXn = by
Graf soustavy rovnic vypada jako nékolik funkci na stejné souradnicové soustavé s praseciky v
bodech, jejichz souradnice jsou kofeny této soustavy.
2.3 ZAKLADNI METODY RESENI ROVNIC
2.3.1 METODY RESENI LINEARNICH ROVNIC.

Vime, Ze linearni rovnice ma tvar:ax + b =0

X, . , b

Reseni linearni rovnice bude mit tvar: X = — —
a

K ziskani zakladniho tvaru linearni rovnice mizZeme pouzit ekvivalentni Upravy:

e K obéma ¢astem rovnice pficteme (nebo odefteme) stejny vyraz.
e Pfi¢teme nasobku nezndmé k obéma strandm rovnice
e Vynasobime (nebo vydélime) obé strany rovnice stejnym vyrazem (nerovnym nule).

Pti feSeni linedrnich rovnic se mizZeme setkat se tfremi vysledky:
1) Kofen rovnice ma pouze jedno reSeni

Priklad 1.3.1:

37x +5= 57x — 1/- 2 (Celou rovnici vynasobte dvéma)

3x + 10 = 5x — 2 (Ted presurime vSsechny proménné na jednu stranu a volné ¢leny na druhou
stranu)

—2x = —2 — 10/: —2x (Celou rovnici vydélte ¢islem -2)

_-l2_
x = — =

2) Rovnice ma nekonecné mnoho feSeni. To se muze stat pro: a,b = 0.

Priklad 1.3.2:

12x—8x+4=4x+6—-2
(12-8—-4)x=6-2—-4
Ox=0
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ProtoZe koeficient proménné x je nula a na pravé strané mame také nulu, nezalezi na tom,
jakou hodnotu nase proménna nabyva. Proto dostdvame, Ze x mlzZe nabyvat libovolné hodnoty.
Matematicky mGzeme zapsat, ze x = (—o0; +o0) tj. x mlze nabyvat libovolné hodnoty od

minus nekonecna do plus nekonecna.

3) Kofen rovnice nenabyva zadné redlné hodnoty.

Jednoduse receno, rovnice nema zadné feSeni. To se mlze stat pro:a = 0;b # 0
Priklad 1.3.3:

16x +3 =4-(4x + 10)

16x + 3 = 16x + 40

(16 —16)x =40 -3

Ox = 37

Jak vidime, koeficient pred nasi proménnou je roven nule. TakZe nezavisle na tom, jakou
hodnotu nabyva, dostaneme v kazdém piipadé nulu. Cislo 37 v tomto pfipadé nelze ziskat.

Proménna x tedy nemUze nabyvat Zddné hodnoty.
2.3.2 METODY RESENi KVADRATICKYCH ROVNIC
1) Pomoci diskriminantu rovnice

Diskriminant kvadratické rovnice se vypocitd podle vzorce D = b? — 4ac. Pak lze kofeny

-b+VD
2a

rovnice vypocitat podle vzorce X = . Z tohoto vzorce vyplyva, Ze kvadraticka rovnice

bude mit dva redlné koreny, pokud je hodnota diskriminantu vétsi nez 0, jeden kofen, pokud je

roven nule, a Zadny redlny kofen, pokud je diskriminant mensi nez nula.
Priklad 1.3.4:

—x2—-2x+3=0
D=4—4-(-1)-3=4+12 =16

2+4
x1,2=_—2=—3a1

2) Vietovy vzorce.
Pro reSeni kvadratickych rovnic existuji Vietovy vzorce:

_C
XI'XZ—Z

b
X1+XZ=_;
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Priklad 1.3.5:
—x?—=2x+3=0

xl'x2=_—1=—3
-2
x1+x2=—_—1=—2

Obycejnou dosazovaci metodou dojdeme k tomu, Ze kofeny rovnice se rovnaji: -3 a 1. Bohuzel,

protoze tato metoda je zaloZena na substituci nebo odhadu koren(, je vhodnd pouze pro
o . . .y . b . o iws

pfipady, kdy je rovnice dostatecné jednoducha nebo kdy 2 a—- davaiji cela Cisla.

3) Je-li soucet koeficientl roven nule

Je-li soucet viech koeficientll kvadratické rovnice roven nule (a + b + ¢ = 0), bude kofen

takové rovnice roven jedné(x; = 1) a druhy se bude rovnat poméru volného ¢lenu ke

koeficientu a (x, = 2) (Kapnenko 2017)

Priklad 1.3.6:

—x2—-2x+3=0 a=-1;b=-2;c=3
a+b+c=—-1—-24+3=0 (To znamend, Ze jeden =z kofenl je roven 1)
xz—_l—

4) Reseni redukovanych kvadratickych rovnic

V tabulce jsou zapsany metody feSeni redukovanych kvadratickych rovnic (je-li jeden z

koeficientl b,c nulovy).

b,c=0 b+0,c=0 b=0,c#0
ax?> =0 ax®>+bx =0 ax’>+c=0
x=0 x(ax + b) xzz_i
x1=0 a
-b
__" =4 |==
xz— a xl,Z = a

Tab. 1 reSeni redukovanych kvadratickych rovnic
Priklad 1.3.7:
a)4x?=0->x=0

b)18x2—36x=0—>x(18x—36)=0—>x1=0x2=—_1—386=2

025x* =10 =02 = 2 =4 > x,, = £/4 = £2

10
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5) Rozklad kvadratické rovnice

Pomoci vzorce pro kvadraticky souget (nebo rozdil) ((a + b)? = a? + 2ab + b?) mlZeme
kvadratickou rovnici vyrazné zjednodusit. Pomoci vzorce pro kvadraticky soucet (nebo rozdil)
muzeme kvadratickou rovnici vyrazné zjednodusit. Tato metoda spociva v tom, Ze z kvadratické
rovnice s vhodnymi koeficienty mizeme ziskat soucet (rozdil) na druhou. MiZeme se také
uchylit k "triku secti a odecti", kdy k ziskani poZzadovaného volného ¢lenu mizeme tento clen

selist a nasledné odstranit ze zavorek. Podivejme se na to na pfikladu.
Priklad 1.3.8:

625x2% 4+ 300x + 11 = 0 (V této rovnici bude velmi vhodné pouZit nasi metodu, protoze625 =
252;300 = 25 2+ 6. BohuZel nam viak chybi potfebny volny &len 62. K tomu do nasi rovnice
pficteme Cislo 36 a od rovnice ho odecteme, takZze odpovéd se nezméni, protoZze vyraz zlstane
beze zmény)
(25x)2+2:25:6+62—6%+11 =0 (Zde jsme seletli a odefetli 36, abychom dostali
b=300.)

((25x)%2 +2-25-6 + 62) = 36 — 11(Jak vidime, vyraz v zadvorce ndm udavd kvadrat souctu.)

(25x + 6)2 = 25
25x + 6 =15

1 11
xl = _ﬁ, xZ = _E

2.3.3 RESENI KUBICKE ROVNICE
(ax3® + bx* + cx +d = 0)

1) Reeni netplné kubické rovnice

d=20 b,c,d =0

Odstranime X | x

x(ax?+bx+c)=0 x = 3a

Jeden z kofent = 0, zbylé dva
jsou fteSenim kvadratické

rovnice.

Tab. 2 feSeni netplné kubické rovnice

11
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2) Metoda rozkladu nasobkd

Nékdy Ize levou stranu kubické rovnice rozlozit na nasobky. Toho dosdahneme, pokud mezi ¢leny
rovnice najdeme spolecny nasobek. Podle toho bude mit rovnice podobu ndsobeni tohoto

spolecného ndsobitele souctem zbyvajicich ¢lenll. UkaZzme si tento postup na prikladu.
Priklad 1.3.9.

5x3 — x? — 20x + 4 = 0 (Zkusme levou stranu rozloZit na soucin dvou souctt)
(5x3—=20x) —(x2—-4)=0

5x(x? — 4) — (x?> — 4) = 0 (V tomto pfipadé je spoleénym nasobkem x? — 4. Zbyvajici ¢leny
budou 5xa-1)
Gx—1)-(x*-4)=0

- . ey v T . 1
Z tohoto zdpisu rovnice vidime, Ze jeden z kofenu je feSenim obycejné linedrni rovnice (x; = E)
a ostatni jsou FeSenim zkracené kvadratické rovnice (x, 3 = +2).

3) Metoda feseni kubické rovnice s hadanim korent

K této metodé je mozné pristoupit, pokud se kubickou rovnici nepodafilo vyresit predchozi

metodou.

Rozdélme si tuto metodu na body.

Je-li soucet vsech koeficientl = 0, pak je koren rovnice roven 1.

Jestlize b + d = a + c, pak kofen rovnice je -1.

Jsou-li vSechny koeficienty celd &isla - rovnice ma raciondlni kofen s, pro ktery plati, ze d je
délitelné Cislem p, a je délitelné Cislem g. Podivejme se na tento bod na prikladu.

Priklad 1.3.10:

2x345x24+3x—3=0 a=2b=5c=3;d=-3

Vidime, Ze vSechny koeficienty jsou cela &isla.

Najdéme délitele koeficientu d: +1; +3 Toto bude nase cislo p

Ted’ najdéme délitele koeficientu a: +1; +2 Toto bude nase &islo g

Ziskejme mozné hodnoty korfenl délenim kazdého z déliteld d kazdym z délitelt a (Cislo s):

+1;, +

N |-

; 135 £

N | W

12
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Dosazenim kaidé z nich dostaneme, Ze &islo %je kofenem rovnice. Pomoci odhadnutého
kofene mlZeme polynom rozloZit na ndsobky (P(x), = (x — xg) - Q(x), kde P(x) je pavodni

)

P(x)

polynom, x, je nalezeny koten, a Q(x) je vysledek déleni

X—Xg

P(x 2x3 4+5x2+3x -3
() _¢ - )=2x2+6x+6
x_xo x__
2

P(x)=(x—%)(2x2+6x+6)=0

PlGvodni rovnici jsme znacné zjednodusili, protoze ted mame jednu linedrni rovnici a jednu
. e e e ee L w v v ;. . gvs v , . . 1
kvadratickou rovnici, jejichz metody feSeni jsme popsali dfive. Kofeny této rovnice jsou: -5

Protoze diskriminant kvadratické rovnice je mensi nez nula, nema zadné koreny, ale mohou

nastat i opacné pripady, pak bude mit plivodni rovnice dva nebo tfi kofeny.

Je vhodné poznamenat, Ze kazdou rovnici s racionalnimi koeficienty lze prevést na rovnici s
celociselnymi koeficienty vynasobenim spoleénym jmenovatelem. Proto je tato metoda
pouzitelnd pro jakoukoli kubickou rovnici. Tato metoda vSak bohuzZel vyZaduje mnoho ¢asu a
usili, takZe byste se k ni méli uchylit, pokud koeficienty jsou cisla s malym poctem délitel( nebo

pokud jiné metody nefunguiji.
2.3.4 RESENi ROVNIC VY$$iHO STUPNE

Nejprve je tfeba uvést, Ze nékteré z dfive uvedenych metod, jako je rozklad na ndsobky,
pouzivani délitele a odhad kofenu, Ize pouzit k feseni rovnic vyssich stupnd.

Jednou z nejpouzivanéjsich metod je zdména proménnych nebo tzv. substituéni metoda. Pokud
se v rovnici opakuje vyraz, ktery obsahuje urcity stupent proménné, mlzeme ji nahradit novou
proménnou. CozZ by teoreticky mélo vést k rovnici, ktera je mnohem jednodussi nez ta plvodni.
Po vyreSeni této rovnice a zjisténi hodnoty nové zavedené proménné se mlzeme vratit k
hledanym proménnym a zjistit jejich ciselné hodnoty. Podivejme se na metodu feSeni na

prikladu.
Priklad 1.3.11:
ax*+bx>+c=0

Zde mGZeme zavést substituci x? = t. Z toho vyplyva, 7e x* = (x?)? = t2. Pak bude ptvodni

rovnice vypadat takto:

13
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at? + bt + ¢ = 0. A tak se rovnice vy$3iho stupné zménila na kvadratickou rovnici, jejiz feseni

mUzZeme najit napfiklad pomoci determinantu.

5 —b + Vb2 — 4ac
D =b%—4ac - ty, =
’ 2a
o . L -b+Vb2-2 ,—b—\/b2—4
Z naéi substituce ziskame x2 =t » x =t - X12 = Tac; X23 = Tac

V zdvislosti na koeficientech muiZe mit tato rovnice bud Zadné kofeny, nebo jeden az cCtyfi

koreny.
2.3.5 METODY RESENi EXPONENCIALNICH ROVNIC
1) Rovnice se stejnym zakladem

Tato metoda vychazi ze skutecnosti, Ze pokud jsou exponenty se stejnymi zaklady rovny, pak

jsou rovny i jejich stupné.
Vzorec bude vypadat takto: a/ @ = q9®) - f(x) = g(x)

V této metodé je cilem uvést vyrazy na obou strandch do spole¢ného zakladu pomoci
zakladnich vlastnosti mocnin:

n m n+m

a*-a™ =a
at:am =qa" ™
(an)m — anm
(ab)™ = a™b"
Priklad 1.3.12:

43% . 2 53% = 100*3(Pouzijme jednu z vlastnosti mocnin (posledni uvedenou) a ziskejme
43% .2 53% — (4.25)3% = 103¥).
103x — (102))6—3

103* = 102*~% (ProtoZe mdame stejné zaklady, musi byt stejné i mocniny)
3x=2x—-6
x=-6

14
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2) Logaritmovani rovnice.

Pro reSeni rovnice, ve které je naSe proménna v nékteré mocniné Cisla, mizeme pouzit funkci
logaritmu. PouZiti logaritm( vychdzi z vlastnosti, Ze mocninu argumentu mizeme prenést jako
nasobek logaritmu. O vlastnostech této funkce si vice napiSeme v Casti vénované reSeni

logaritmickych rovnic. Postup této metody je nasledujici:
1. Méme pivodni rovnici a/® = p9™x),
2. Zlogaritmujme pGvodni rovnici log a/®) = log h9™),
3. Zlogaritmu vyjmeme stupen f(x) -loga = g(x) - logb.

. - 1
4. Upravime rovnici f® _ 282
gl loghb

Priklad 1.3.13:

3% . 2% — 4%-3
log(3* - 6%*) = log(4*~3)
log 3* + log 62* = log4*~3
xlog3 + 2xlog 6 = (x — 3)log4
x(log3 + 2 log6 —log4) = —3log4
. —3log4

log3 + 2 log6 —log 4

3) Substituce

Exponent s proménnou v mocniné mlizeme nahradit obycejnym Cislem. Ukazme si tuto metodu

na prikladu.
Pfiklad 1.3.14.82* + 8* —6 =0

Zavedeme substituci. 8* =t

t?4+t—6=0.

Koreny této rovnice budou ¢isla -3 a 2. -3 nevyhovuje nasi substituci, protoze kladné ¢islo v
libovolné mocniné nemlzZe dat zaporné Ccislo. Nyni dosadme kofen do nasi substituce

2=8*

2=23x—>3x=1—>x=§

15
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2.3.6 METODY RESENi IRACIONALNiCH ROVNIC

K fesSeni iracionalnich rovnic se pouzivd metoda umocnovani. ProtoZe se nejedna o ekvivalentni
Upravu, musime po zjisténi kofene vysledek zkontrolovat. Pro zkousku pouZijeme takovy

postup, Ze ziskanou hodnotu kofene dosadime do plvodni rovnice a zjistime, zda je spravna

Priklad 1.3.15.

Vvx —5=4 Z rovnice vyplyvd podminka x =5. V tomto pfipadé, abychom se zbavili

odmocniny, musime celou rovnici prevést na druhou mocninu.

(Vx—5)" =42
x—5=16
x=16+5=21

Udéldme zkousku: v21 — 5 =16 = 4
Stejny postup bude platit pro rovnici se dvéma koreny, ale bez samostatnych Cisel.

Priklad 1.3.16. Rovnice s vice kofeny a Cisly.

24+Vx—7=vVx+9 x>7;x>-9

(2 + \/ﬁ)z = \/x+_92(V tomto pfipadé pouZijeme k Fedeni rovnice vzorec pro (a + b)?)
442-2-x—=7+x—7=x+9 (Opét jsme dostali iracionalni rovnici, ale tentokrat pouze s
jednou odmocninou)

Wx—7=12/4

Vx—7=3/("2)

x—7=9

x=9+7=16

Zkoudka: 2 + V16 —7 =V16 + 9

2+V9=v25
2+3=5
5=5

2.3.7 METODY RESENi ROVNIC S ABSOLUTNi HODNOTOU

Pro jednoduché rovnice tohoto typu (s jednou absolutni hodnotou) Ize pouzit jednoduchou
metodu. V tomto pfipadé budeme muset rozdélit dva rlizné pripady této rovnice. Prvni z nich je

ten, ve kterém je absolutni hodnota vyrazu vétsi nez nula, takZe odstranéni znaménka absolutni

16



1 Uvop

hodnoty vyraz nezméni. Druhy ptipad je ten, kdy vyraz v zavorce absolutni hodnoty bude mensi

nez nula. V tomto pripadé se znaménka tohoto vyrazu po odstranéni zavorek zméni.
Priklad 1.3.17.
|[4x + 1| = 23

Na zakladé této rovnice vime, Ze vyraz uvnitf absolutni hodnoty mize byt 4x + 1 nebo

—(4x + 1). Proto vezmeme v Uvahu obé varianty.

1)4x+1 =23
4x = 22
22

X = T =55
2)4x +1=-23
4x =-23—-1=-24
X = _= = -6

4
Ziskali jsme dvé hodnoty x; = 5,5; x, = —6. Obé spliiuji podminku rovnice.

Pokud se v rovnici vyskytuje vice nez jedna absolutni hodnota, my nevime, s jakym znaménkem
tyto hodnoty rozlozit. Proto se rfeSeni takovych rovnic provadi na intervalech. Nejprve najdeme
nulové body, coZ jsou hodnoty, v nichZ je kazda absolutni hodnota nulova. Poté odstranime
znaménka absolutni hodnoty a kazdému vyrazu pfiradime znaménko, které vyhovuje

zvolenému intervalu. UkaZme si to na prikladu.
Priklad 1.3.18.
|5 — x| = |x + 4| V tomto ptipadé budou nulové kofeny: x = 5;x = —4

Vytvorme tabulku pro tfi intervaly hodnot x.

5-x X+4

L (—o0: —4) + -

12 (5: +OO) - +

Tab. 3 priklad 1.3.18.
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Nyni odstranime zavorky s absolutni hodnotou tak, Ze je vynasobime znaménkem, které jim

vyhovuje.

L)5—x=—-(x+4)

5—x=—-x—-4
5 = —4 Jak vidime, tato rovnice nema feseni, tim méné reseni, které by odpovidalo nasemu
intervalu.

L)5—x=x+4

2x =1

x = 0,5 Tento kofen vyhovuje intervalu, ve kterém musi lezet.
L)-6—-x)=x+4

—S5+x=x+4

—5 = 4 Opét tu mame rovnici, kterd nema reseni.

’ . v . vis . - , . 1
Vysledkem je, Ze jsme nasli pouze jeden kofen této rovnice: x = 3

MuUzZeme se také setkat s rovnicemi, kde se uvnitf absolutni hodnoty bude nachazet dalsi
absolutni hodnota. V takovém pfipadé budeme muset uvazovat 4 varianty reSeni této rovnice.
Priklad 1.3.19.

||x —-1| - 7| = 10 (Nejprve otevieme zavorky vnéjsi absolutni hodnoty a zjistime, jaké varianty
dostaneme).

—-1|—-7=1 —-1|=17 v _ v v . sov gt v s . , , v/ v
-1l 0 ['x | (VyreSme kazdou z rovnic zvlast, kazda z nich ndm da dalsi dvé

|x—1]-7=-10 [x—1|=-3
moznosti).
1)|x -1 =17
x—1=17
[x_1=_17—>x1 =18,x, = —16
2)|]x — 1| = —3 Tato rovnice nebude mit kofeny, protoze absolutni hodnota nemize nikdy
davat zaporné hodnoty, a proto je feSenim nasi pavodni rovnice: x; = 18,x, = —16

2.3.8 METODY RESENi LOGARITMICKYCH ROVNIC

e Metody reseni logaritmickych rovnic 1. typu
Nejjednodussi metodou reseni logaritmickych rovnic je nalezeni feSeni z definice logaritmu.

Vzorec pro tuto metodu je uveden v definici rovnice v pfedchozi kapitole.

18
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Priklady 1.3.20-1.3.22.:

1)logz(2x —3) =4 Ze vzorce x = a’ wvyplyvd 2x —3 = 3*Z defini¢niho oborux > 1,5
_3*+3 2
X = > =

Neékdy argument logaritmu obsahuje nelinearni funkci. Re$eni této rovnice proto maze vést k
feSeni jinych typu rovnic, o kterych jsme hovofili dfive.

2)logz(x* —x—3) =3

x? —x — 3 = 33 = 9 Jak vidime, fe$eni logaritmické rovnice se zménilo na fe$eni kvadratické
rovnice x2 — x — 12 = 0. Vyfesime ji pomoci Vietovych vzorc(.

{xl 'x2 - —12

X+, =1 - x; =6x, =—5K = {6; -5}

3) Redeni rovnic, pokud je proménna v zdkladu logaritmu. K tomu m{iZeme pouZit vzorec:

log,a=b o x="Ya
log, 64 =3 o x=364=4
e Metody feseni logaritmickych rovnic 2. Typu

Reseni logaritmickych rovnic druhého typu je zaloZeno na jejich pfevedeni na prvni typ pomoci

vlastnosti logaritmu. UkaZzeme si tyto vlastnosti.

qlogab — p log. b — log. b
_ Ba log. a
log, b + log, c = log,(bc)
1

log, b =

b
logy b —log, ¢ = log, (E) log, a

log, b" =n-log, b log, b -log, c =log, c

1 log,» b™ =log, b
log,2b = Eloga b

A také z definice logaritmu log, b = log,c < b =c¢

Prozkoumejme pouziti nékterych z téchto vlastnosti na pfikladech.

Priklady 1.3.23-1.3.27.:
1)logx* + log% =2 x>0
log (x4 l) = log 102
X
logx3 =log 100 < x3 = 100 < x = V100
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2)log,(2x —7) —logs(x +3)=1 x> 3,5

l 2x =7 l A
Og4 x + 3 - Og4
2x —7
=4 2x—7=4x+12
x+3
2x = =19 & x = —9,5 Vyslednd odpovéd nevyhovuje definicnimu oboru, takZe tato

rovnice nema reseni.

3)log?x +logx?—8=0x>0
log? x + 2logx — 8 = 0 V tomto pfipadé vidime, Ze se jedna o kvadratickou rovnici, kde

misto proménné je logaritmicka funkce. Proto miZeme zavést substituci log x = t. Pak

t24+2t—8=0
VyreSme tuto rovnici pomoci Vietovych vzorc(
tl ) tz = _8 , vy . . ™
_ ty =—4;t, =2 Vratme se k naSi substituci a najdéme x
t,+t, =2

logx = —4 & x =107* = 0,0001
logx =2 o x =102 =100 K = {100;0,0001}

4)log,(logs(log, x)) = 0 ProtozZe hledani defini¢niho oboru v této rovnici je narocné na

¢as a praci, provedeme zkousku az po nalezeni feseni.

log,(logz(logz x)) =log, 1 « logz(logz x) = 1 « logs(log, x) = log; 3 « log; x
=3

x = 23 = 8 Provedme zkousku

log,(logs(log, 8)) = logs(logs 3) =log,(1) = 0 Nalezené feSeni vyhovuje plvodni
rovnici

K = {0}

5) Logaritmicka rovnice s riznymi zaklady

log, x =1og,9 x>0

log, 9 = log,2 3% = ;logz 3 =log, 3

log, x =log,3 o x =3
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2.3.9 ZMiNKA O GRAFICKE METODE

Pomoci grafické metody lze fesit vétSinu typd rovnic, o kterych jsme psali dfive. Tuto

metodu viak probereme azZ v kapitole vénované pouziti riznych vypocetnich nastroja.
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3 SOUSTAVY ROVNIC

3.1 RESENI SOUSTAV ROVNIC SE DVEMA NEZNAMYMI

Resit soustavu rovnic znamend najit nejen Feseni, ale i soustavy Feseni, tj. takové hodnoty
vSech proménnych, které pri soucasném dosazeni do soustavy prevedou kaZdou jeji rovnici

na identitu.
3.1.1 GRAFICKA METODA.

Soustavu rovnic lze fesit i grafickou metodou, ale jak bylo napsano dfive, tuto metodu si

vysvétlime pozdéji.

3.1.2 DOSAZOVACIi METODA

Jednd se o jednu z nejjednodusSich metod, ale u slozitéjSich systémui muzZe byt velmi
Casové narocna.

1) v jedné z rovnic soustavy (té jednodussi) vyjadiime jednu proménnou prostrednictvim
ostatnich;

2) vysledny vyraz se dosadi do ostatnich rovnic na misto této rovnice proménné;

3) po vyfeSeni této rovnice a zjisténi hodnoty (nebo hodnot) jedné z proménnych -

postupné se vratime k dfive vyjadienym proménnym a nalezené hodnoty dosadime.

Priklad 2.1.1.

{ x+y=28
6x —5y =15

y=8-x . .
{6x _5(8—x) =15 (Vyjadreni proménné y prostfednictvim proménné x. Vysledny
vyraz dosadime do druhé rovnice. )
{ y=8-x (Rovnici vyfesSime pro proménnou x)

6x —40 + 5x = 15
11x = 55/:11

x=05
y = 8 — 5 (Ziskanou hodnotu dosadime do vyrazu pro y)
y=3
K ={[5; 3]}
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3.1.3 SCiTACi METODA

Jednou z vlastnosti soustav rovnic je, Ze mizeme kteroukoli z rovnic vynasobit libovolnym
Cislem a také mUZeme rovnice navzdjem scitat a odcitat, coz nema vliv na odpovéd. Proto
mulzZeme tuto vlastnost vyuzit ke zjednoduseni soustav rovnic. Napfiklad odstranit jednu z

proménnych.
Algoritmus této metody je nasledujici:

1)Obé strany jedné z rovnic vyndsobime takovym Cislem, aby po seéteni dvou (nebo vice)

rovnic jedna z proménnych zmizela.

2)VyreSme vyslednou linedrni rovnici s jednou neznamou pomoci jiz zndmych metod.
3)Dosadime ziskanou hodnotu jedné z neznamych do jedné z rovnic ze zadani.
Priklad 2.1.2.

4x — 7y =18
{ Y (Jak vidime, druhou rovnici miZeme vyndsobit cislem -2. To

2x =3y =81 (-2)

povede k tomu, Ze proménna x v prvni a druhé rovnici bude mit koeficienty opacného

znaménka, ale stejné koeficienty v hodnoté)
{4x—7y=18 {4x—7y=18

—4x + 6y = —16 —4x + 6y = —16

—y = 2&y = —2 (Kdyz se zbavime jedné proménné, ziskdme linedrni rovnici s jednou
proménnou, kterou mlzeme snadno vyresit.)

2x —3-(—2) =8 (Po zjisténi hodnoty jedné z proménnych muizZeme tuto hodnotu

dosadit do libovolné rovnice plvodni soustavy a zjistit, Cemu se rovna druha proménna.)

2x+6=8
x=1
K ={[1;-2]}

3.1.4 METODA ROZKLADU ROVNIC

Vyse jsme psali o tom, jak Ize rozlozZit kvadratickou rovnici (nebo rovnici vyssiho stupné)
na nasobky. Tuto vlastnost mizeme vyuzit ke zjednoduseni feSeni soustav rovnic. Pokud
Ize jednu z rovnic rozdélit na ndsobky (s nulou na pravé strané). Pak mizeme kazdy z

téchto nasobkl prirovnat k nule a ostatni rovnice plvodni soustavy pfidat, ¢imzZ ziskame
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kombinaci nékolika soustav (které budou jednodussi nez plvodni soustava). UkdZzeme na

prikladu.

Priklad 2.1.3.

x—5y)(x—3)=0
{ ( »)( ) (V tomto pripadé byla prvni rovnice jiz rozdélena na ndasobky,

4y —xy+3y+4=0

ale lze pouZzit i vzorec pro rozdéleni polynomu.)

(x—-5y)(x—3) =0 {xx—_53y:=00<:>{xx=:53y (Ziskali jsme dvé hodnoty pro

proménnou x, dosadme kazdou z nich do samostatné soustavy s druhou rovnici plvodni

soustavy.)

{ x =5y

2 _ =
4yt —xy+3y+4=0 (VyreSme kazdou z téchto soustav samostatné.)

{ x=3
4y —xy+3y+4=0

x=—
{ x =5y { x =5y { x =5y {y=_
MNay? —xy+3y+4=0"lay? =52 + 3y +4 =07 l-y? +3y + 4 = 07 {x=20
y=4
b{ x=23 { x =5y { x =5y Tot . Y
) 4y —xy +3y+4=0"14y2 =3y +3y+4=0"" 4y2+4=0(°° resen

nemad zadné redlné koreny, protoze druha rovnice nem(ze byt nikdy rovna nule, bude
vidy vétsi.)

K = {[-5;—1];[20; 4]}

3.1.5 METODA DELENi A NASOBENI

Véta. Pokud obé Cdsti rovnice f,(x;y) = g,(x; y)soucasné pri Zadnych hodnotdch (x;y)

nenabyvaji nulové hodnoty, pak jsou soustavy

{fl(x; y) = g1(x; y). { it y) = g1(xy) . fi(xy) = g1(xy)

] ] f( ; ) ( ; )
£ =060 i@nNLEY) = 1 neEN' | Fis= S

ekvivalentni (MeHblioBa, 2020).

Smyslem této metody je vydélit nebo vynasobit jednu z rovnic druhou a ziskat novou

rovnici, ktera by méla byt mnohem jednodussi nez plvodni.

Priklad 2.1.4.
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5.,7 —
x = 32

{x733]5 — 128 (V této rovnici je nejlepsi uchylit se k vydéleni jedné rovnice druhou.
x7y5 128  x? x o s .. ..

v E@; = 4<:>; = 2<>x = 2y (Délenim ziskdme novou rovnici, kterd je mnohem
jednodussi nez kterakoli z plvodnich dvou.)

X =2y o ) .
{(2y)7y5 — 128 (Jednu z rovnic v ptivodni Uloze nahradime novou rovnici.)

y=1, , , , ,
y = _1(Vyresme ziskany systém pomoci

jiz znamych metod. )

{ x=2%x1=2
x=2x%(-1)=-2

K ={[-2;-1];[2;1]}

(2y)7y5 = 128128y1? = 128<y12 = 1@{

3.1.6 METODA SUBSTITUCE PROMENNE

Z nazvu je zfejmé, Ze v této metodé se mizeme uchylit k nahrazeni vyrazu (nebo nékolika
vyraz(l) néjakou novou proménnou (nebo proménnymi), pokud se tento vyraz (nebo
vyrazy) opakuje v obou rovnicich soustavy, coz by mélo vést ke zjednoduseni systému.

Uvazujme tuto metodu na pfikladu.

Priklad 2.1.5.

xy+x+y=29
{ Y Y (zde vidime, Ze se v obou rovnicich vyskytuji vyrazy (xy) a (x+y).)

xy—2(x+y)=2

l=xty=laioso,

jednodussi nez plvodni. MGzZeme ji vyresit odectenim jedné rovnice od druhé, protoze

(Nahrazenim téchto vyraz(Q jsme ziskali systém, ktery je

proménnd a se stejnymi  koeficienty se opakuje v obou rovnicich)

—{a+b=29<:>b+2b=27<:>3b=27<:>b=9

a—2b=2
a+9=29<a=29-9=20

{xy=20 <:>{(9—y)=|<y=20

x+y=9 x=9—-y
=5

—y249 —zozo@{y1

Y Y vy, =4

X1=9_5=4‘

x1=9—4=5
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K ={[4;5];[5; 4]}

Prosli jsme si jednotlivé metody feseni soustav rovnic. Samoziejmé lze k feSeni libovolné
soustavy rovnic pouzit kombinace vSech téchto metod. Volba zplisobu feseni se mlze

vzdy lisit podle toho, o jaky systém se jedna.
3.2 REgENf SOUSTAV SE TREMI A VICE ROVNICEMI

3.2.1 Uvob DO MATIC

V predchozi ¢asti jsme se zabyvali metodami rfeSeni soustav se dvéma rovnicemi. Tyto
metody lze samoziejmé poutZit i pro fesSeni soustav s vice rovnicemi. Jde vsak o to, Ze pfi
feSeni soustav s vice rovnicemi mohou byt tyto metody docela naro¢né na praci a ¢as. Pro
feSeni takovych soustav existuji jiné metody feSeni, pfedevsim pomoci matic. Vysvétleme

si nékteré pojmy a véty.

Definice. Necht X je neprdzdnd mnoZina a m, n pfirozend cCisla. Matici typu n x m nad

mnoZinou X budeme rozumét obdélnikové schema

(6111 am1>
An1  *° Anm

kde a;; € X pro kazdé i = 1,..,n a kaZdé j = 1,..,m; tuto matici budeme znacit téz
(aij)nxm nebo jednoduseji (a;; ). Jestlize je m # n, pak hovofime o obdélnikové matici
typu n x m; jestlize je m = n, hovofime o Ctvercové matici fadu n. Ddle fikame, Ze prvek a;;

stoji v matici na misté ij (Becvdr 2005).

Definice. Necht A = (a;; ) je matice typu n x m nad komutativnim okruhem R.
Transponovanou matici k matici A budeme rozumét matici AT = (b; j) typu m x n, kde pro
kaZdéi=1,..,n a j=1,.,m je b;j = a;; (BeCvdr 2005).

Definice. Necht R je komutativni okruh. Diagondlni matici nad okruhem R budeme
rozumét kazdou matici, kterd ma mimo hlavni diagondlu samé nulové prvky. Obdélnikovad
matice A = (a;;) typu n x m je tedy diagondlni, jestliZe pro kaZdé i=1,..,naj=1,..m, i # ],
Jje a;j =0 (Becvar 2005).

Hlavni diagonala obsahuje prvky a;; pro kazdé i=j.
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Ctvercové matice maji determinant. Definice determinantu je zaloZena na permutacich a
vysvétleni téchto pojmu by zabralo hodné ¢asu. Proto se zaméfime pouze na vzorce pro

vypocet determinantu a jeho vlastnosti.

Determinant matice A se znaci jako det A nebo |A|

Determinant Ctvercové matice druhého fadu lze vypocitat jako rozdil mezi soucinem
prvkd hlavni diagonaly a sou¢inem prvk( vedlejsi diagonaly.

Sarrusovo pravidlo

Pomoci Sarrusova pravidla vypocitdme determinant matice tretiho radu.

Princip spociva v tom, Ze plvodni matici rozsifime o dva radky, které duplikuji prvni a
druhy radek. Determinant této matice se vypocita jako rozdil mezi souc¢tem soucinl prvk
hlavnich diagondl a souctem soucinl prvku vedlejsich diagonal.
ai1 A2 Ag3
a1 Q12 Qg3 Qz1 QA2 A3
A=|a ayp G| A =|as azx ass |

a3z; daszy dsg a;; Q12 Qg3
az1 Az QAyz

detA = |A] = (ay1 - a2 - A33 + Apq " A3z " Ag3 + A31 " A1 " Az3) — (Ag3 " App " A31 + An3

O3y Aq1 + A33° Aqp * Apq)

Priklad 2.2.1.

5 7 1
Urcéete determinant matice A=<—4 1 0)
2 0 3
5 7 1
5 7 1 —4 1 0
det(A)=]-4 1 0o[=]2 0 3
2 0 3 5 7 1
-4 1 0

=5:1-34+(-4)-0-1+2-7-0—-1-1-2-0-0-5-3-7-(—4)
=154+0+0—-2—0+84 =97

Laplacelv rozvoj

Nejprve definujme pojem submatice matice a minor matice.
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Submatice matice je novd matice, kterd vznikne odstranénim jednoho fadku a sloupce
plvodni matice. Matice ma samoziejmé nékolik submatic, takZze kazda submatice ma své

koeficienty.

Priklad 2.2.2.

1 3 8
Mdame matici A = ( 2 5 O). Jednou z submatic této matice bude nova matice
-2 2 5

S = (g (5)) Koeficienty ve spodni ¢asti udavaji, ktery radek a sloupec plvodni matice

odstrafiujeme. Koeficient v horni ¢asti oznacuje matici, jejiz je naSe nova matice

submatici.

Minor matice je determinant submatice. V nasem prikladu je tedy minorem matice je

hodnota M4 = |SA | = |§ g| — 25-0 =25
Vzorec pro nalezeni determinantu matice pomoci Laplaceova rozvoje vypada takto:
n
A=) (1) -y - M
j=1

MuUzZeme fici, Ze tento algoritmus spocivd v tom, Ze determinant matice najdeme pomoci
souctu soucint kazdé submatice s prvkem plvodni matice se stejnymi koeficienty pro
fadek nebo sloupec, ve kterém se tento prvek nachdzi a s -1 na stupen rovny souctu

koeficientd.

Priklad 2.2.3.

5 7 1
Vezméme matici z predchoziho pfikladu. A = <—4 1 0). Vypocitejme determinant
2 0 3

této matice Laplaceovym rozvojem na tretim radku.

— (_ 3+1 , 7 1 _ 3+2 , . 5 1 _ 3+3 ., . 5 7
Al = (=1)"""-2 |1 0|+( 172+ 0 |—4 o|+( 1)>*-3 |—4 1
= _24+0+99=097

Jak vidime, ziskame stejnou hodnotu jako v pfedchozim prikladu.
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Definice. Necht R je komutativni okruh s jednotkovym prvkem a A Ctvercovd matice rfadu n
nad R. Inverzni matici k matici A budeme rozumét matici A=, pro kterou je AA™* =A"1A4 =
E. Matice A, ke které inverzni matice existuje, se nazyvd invertibilni. E je jednotkovd

matice, tj. matice s prvky hlavni diagondly rovnymi jedné a ostatnimi prvky rovnymi nule.

Definice. Necht A = (a;;) je matice typu n x m nad komutativnim okruhem R.
Transponovanou matici k matici A budeme rozumét matici AT = (b; j) typu m x n, kde pro

kaZdéi=1,.,naj=1,..,mjebj; = a;;.
Metoda nalezeni inverzni matice
Existuje algoritmus pro nalezeni inverzni matice. Rozebereme si ho krok za krokem.

1) Nejprve zjistime determinant plvodni matice. Pokud je rGzny od nuly, pak k této matici

existuje inverzni matice.

2) Najdeme matici minord. Misto kazdého prvku plvodni matice napiSeme minor tohoto

prvku.

3) Najdeme matici algebraickych doplik((A *). Za timto ucelem vyndsobime kazdy prvek

matice minor( ¢islem 1:+/
4) Najdeme transponovanou matici (4 *)Talgebraickych doplfikg.
5) Vypocitdme inverzni matici podle vzorce A™! = ﬁ- (AT,

Priklad 2.2.4.

2 5 7
Najdéme inverzni maticik maticiA = (6 3 4

5 -2 -3
2 5 7
1)|JAl =16 3 4 | = —1. To mGzeme vypocitat metodami, které jiz zname.
5 -2 -3

-1 -38 -=-27
5 - :<—1 —41 —29)
E ORI OR )

-1 -34 -24
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-1 38 =27
3)Ax=1 1 —41 29

—1 34 -—24
-1 1 -1

4) (A0)T" = ( 38 —41 34 )
—27 29 —24

L . -1 1 -1
S)A_1=m'(x4 *)TZ_—l'( 38 —41 34)

1 -1 1
—-38 41 -34
=27 29 24 27 =29 24

Metody feSeni soustav rovnic pomoci matic
3.2.2 GAUSSOVA METODA

Tato metoda je zaloZena na vlastnosti matic, Ze muUZeme nasobit fadky a sloupce
libovolnym redlnym cislem a séitat je navzajem, ménit poradi fadkl. Ze soustavy rovnic
vytvorime matici s dalSim sloupcem z mnoziny volnych koeficientl rovnic v soustavé (Cisla
bez proménnych). Témito ekvivalentnimi zménami pak matici opravime na matici s
nulami pod hlavni diagonalou (A jesté lIépe s 1 nebo -1 na hlavni diagonale). Pak mizeme

snadno zjistit hodnotu posledni proménné a z ni najit ostatni.
Priklad 2.2.5.
Vyteste soustavu rovnic Gaussovou metodou.

2x —y + 3z = 13 Rozsifena matice pro tuto soustavu rovnic vypada takto:

{3x+2y—52=—1
x+2y—2z=9

3 2 =5|-1
<2 -1 3 13>PFistupmekelementérnim Upravam, abychom ziskali trojuhelnikovou
1 2 =119
matici.
3 2 =5|-1 1 2 -1|9 1 2 =119
2 -1 3|13)-»(2 -1 3|13 ])—-(0 -5 5|13
1 2 =119 3 2 =5I-1 3 2 =5I-1
1 2 -1]9 1 2 -1|9 1 2 -1]9
-0 =5 5[5 -»{0 1 -1|j1]—-(0 1 -—-1(1
0 —4 -—-21-28 0 2 1114 0 0 3112
1 2 —-1|9
=10 1 -1]|1
0 0 114
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Probereme si jednotlivé upravy v poradi, v jakém se vyskytuji: 1) Vyménme prvni a treti
radek. 2)Prvni radek vynasobime -2 a pri¢teme k druhému radku. 3) Vynasobime prvni
radek Cislem -3 a pricteme ke tfetimu radku. 4) Vydélime druhy radek cislem -5 a treti
fadek cislem -2. 5)Druhy fadek vynasobime -2 a pfi¢teme ke tfetimu radku. 6) Vydélime
treti radek Cislem 3.

Vysledkem je nova soustava rovnic, kterd by méla byt mnohem jednodussi:

x+2y—z=9

{ y—z=1 -y=1+4=5->x=9-10+4=3
z=4

K ={[3;5; 4]}

Provedme zkousku dosazenim ziskanych hodnot do plvodni soustavy rovnic.

2:3—54+3:4=6—-5+12 =13 Ziskané hodnoty vyhovuji plvodni soustavé
3+42:5-4=34+10—-4=9

rovnic.

{3-3+2-5—5-4=9+10—20=—1

3.2.3 METODA S INVERZNi MATICI
Podivejme se, jak se soustava rovnic zapisuje v maticovém tvaru.

A-X =B Kde matice A je matice koeficientll proménnych, matice X je matice
proménnych a matice B je matice fesSeni rovnic. Pokud pak obé ¢&asti této rovnosti

vynasobime inverzni matici, ziskdme nésledujici vyraz.

A1 (A-X) = A™' - B Protoze nasobeni matic ma vlastnost asociativity, mdZeme tento

vyraz zménit na tvar:
A1 4)X=41BoE-X=A1BsX=4"1B

Z posledniho kroku ziskdme vzorec pro feSeni soustav rovnic pomoci inverzni matice:

X=A"1-B

Priklad 2.2.6. Vyresit soustavu rovnic pomoci inverzni matice.

x+2y+z=-1 1 ) 1 x -1
3x—y+3x=-1 A=<3 -1 _1> X=<y>B=<—1>

—2x+2y+3z=5 -2 2 3 A 5
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Nejprve najdeme determinant matice A, coz mizeme provést nékterou z vySe uvedenych
metod. Nebudeme se jiz zabyvat rozkladem samotnym a zapiSeme pouze vysledek.

A=-11

Proto’e determinant je rdzny od nuly, existuje inverzni matice A™. Najdéme ji.

Algoritmus pro nalezeni inverzni matice s prikladem je opét uveden vyse.
1 1 (-1 -4 -1
ST A*>T=‘H'(‘7 ¥ 4)
4 -6 7

Ted najdeme fedeni soustavy. X = A1+ B

-+ 3 DE-Q
(-(3) oo

K ={[0;-2;3]}

Priklad 2.2.7. Vyresit soustavu rovnic pomoci inverzni matice.

x+2y—2z=3 1 2 =2 X 3
{5x+7y+z=—1 A=<5 7 1>X=<y>3=<_1>

3x +3y+5z=0 3 3 5 z 0
Nejprve opét najdéme determinant maticeA
1 2 -2
|Al=|5 7 1|=1-7-5+2-1-34+5-3-(-2)—(-2)-7-3—-2:-5-5—-1-1-3
3 3 5
=0

Jak vidime, determinant této matice je nulovy, takZe tuto soustavu rovnic nemutzZeme resit

maticovou metodou.

3.2.4 CRAMEROVO PRAVIDLO

Necht A-x = b je soustava linearnich rovnic, kde A je reguldrni matice stupné n. Pro
kazdé j = 1, 2, ..., n oznaCme A; matici, ktera vznikne z matice A nahrazenim j-tého
sloupce sloupcovym vektorem b pravych stran rovnic dané soustavy. Potom pro kazdé j =
1,2, ..., nplati

X= det A
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Jinymi slovy. Re$eni soustavy rovnic se bude rovnat determinantu matice, v niz je jeden ze
sloupcl zménén na sloupec s hodnotami na pravé strané, déleno determinantem puvodni
matice. Pokud je determinant matice A nulovy, nelze samoziejmé systém fesit pomoci

Cramerova pravidla.

Priklad 2.2.8. Vyresit soustavu rovnic pomoci Cramerova pravidla

7x +2y+3z=15 7 2 3 15
{5x—3y+2y=15 A=<5 -3 2>b=<15>

10x — 11y + 5z = 36 10 —-11 5 36

Nejprve najdeme determinant matice A
7 2 3

|Al=|5 -3 2
10 —11 5

=7-(-3)'5+5-(-11):34+2-2:-10—-3-(-3)-10—-7-2-(—-11)
+5:5-2=-36
Ted' misto jednotlivych sloupcl matice A nahradime sloupec matice b a vypocitame jejich

determinanty. Nejprve dosadime sloupec b misto sloupce koeficientl x, 3otom misto y a

na konci misto z.

15 2 3
detd, =15 -3 2|=-72
36 —11 5
7 15 3
detd, =[5 15 2|=36
10 36 5
7 2 15
detd,=|5 -3 15|=-36
10 —-11 36
Pak ziskame.
_detd, =73 detd, 36 _ _detd, 36 _
YT detd  —36 “ 7 T deta 36 7T detdA -—36

K ={[2,-1;1]}
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4 POUZiVANI VYPOCETNICH NASTROJU K RESENI ROVNIC.

4.1 GEOGEBRA

Program GeoGebra nabizi velké mnoZstvi nastrojl pro praci s grafickymi objekty, jako je
vykreslovani grafl, sestrojovani rlznych téles, prace s jejich daty a prace ve 3D. Pomoci
tohoto programu si ukdzeme graficky zplsob feSeni rovnic pro rGzné typy rovnic a jejich
soustav. Grafickou metodu Ize samoziejmé pouzit i na papife s tuzkou a pravitkem, ale
napfiklad u rovnic vyssich stupnd, logaritmickych a iracionalnich rovnic a soustav o tfech

rovnicich mlzZe byt pouziti grafické metody velmi obtizné.
4.1.1 RESENIi LINEARNICH ROVNIC

Pro feSeni linedrni rovnice grafickou metodou musime:

1) Upravit rovnici tak, aby nula zlstala na pravé strané rovnice.
2) Nakreslit graf funkce na levé strané rovnice.

3) Najit x-ovou souradnici praseciku grafu funkce s osou x.

Jinymi slovy, mdme dvé funkce. Prvni je funkce vlevo. Druha je funkce napravo, v nasem
pfipadé y=0. Redenim rovnice budou soufadnice priseciku obou téchto funkci. Pro
snadnéjsi feSeni ma GeoGebra také prikaz "Roots", ktery vrati a zvyrazni feseni nasi

funkce.
Priklady 3.1.1-3.1.7:
4(2x — 3) + 2 = 3x + 5 (Nejprve posuneme vse na levou stranu).

8x—-124+2—-3x—-5=0

5x—-15=0

5(x—3)=0

Samoziejmé se jednd o jednu z nejjednodussich linearnich rovnic a jeji feseni jiz vidime,
ale podivejme se na jeji graf. Funkce vykreslend pomoci programu GeoGebra je

znazornéna na obr. 7.
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Obr. 7 teSeni linearnich rovnic

Z grafu je vidét, Ze funkce y nabyva hodnoty rovné nule v jednom bodé A(3;0). Soufadnice
x tohoto bodu tedy bude fesenim nasi rovnice (x=3).

Ovérme si to obvyklou metodou fesSeni rovnice.

5x—3)=0

x—3=0

x = 3 Ziskané reseni je shodné s feSenim ziskanym grafickou metodou

vvvvvv

1) Kvadraticka rovnice
(2x+3)3x+1) =11x+ 30 (Pfesuneme vie na jednu stranu)
y=02x+3)3x+1)—-11x—-30=0

Kdybychom tuto rovnici reSili metodou diskriminantd nebo jinou metodou, dostali
bychom iracionalni feseni rovnice. Program GeoGebra vSak umoziuje nejen vykreslit graf
funkce, ale také urcit hlavni body jejiho grafu. Graf funkce a souradnice bodl jsou

znazornény na obr.8.
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O fry=(2¢43)(3x+1)-11x-30 :

Root(f) :

A = (-2.1213203435596, 0)

@) B = (2.1213203435596, 0) :
_ C = Extremum(f) :
F
0

= (0,-27)

sss

Intersect(F, yAxis)

= D=(0,-27)

Obr. 8 reSeni kvadratické rovnice
Z tohoto grafu vidime, Ze soutradnice bod(i A a B nemUzeme zjistit jednoduse z obrazku.
Pokud vsak zvolime moZnost zobrazit hlavni body, miZeme tyto soufadnice vidét. Z této

¢asti vidime, Ze feSenim nasi rovnice budou hodnoty x; , = +2,12
2) Iracionalni rovnice

Vx+1=24++Vvx—19 x > 19
y=vx+1-2—-+vx—-19=0

Hlavni potiz pfi vykreslovani grafu této iracionalni rovnice spociva v tom, Ze pfi obvyklém
vykreslovani grafu, kdy bereme stejnou cenu déleni pro osu x a y, pak dostaneme témér
primku, kterd lezi velmi blizko osy x. Program GeoGebra umoziuje zménit cenu déleni pro
osy tak, aby graf vypadal lépe. Zménou meéfitka nebo stejnym zpusobem jako v
predchozim prikladu zjistime, Ze bod priseciku grafu funkce s osou x (bod A) ma
soufadnice (35;0). Z toho vyplyva, Ze feSenim nasi rovnice je x = 35. Funkce je

znazornéna na obr. 9.
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-2

-6

Obr. 9 feSeni iracionalni rovnice

v v

3) Rovnice vyssiho stupné
xt—x3—-21x2+x+20=0

ProtoZe tato rovnice ma vSechny koeficienty celociselné, mohli bychom ji vyfesit pomoci

déliteld absolutniho ¢lenu.

-4

Obr. 10 reSeni rovnice vyssiho stupné
Pti vykresleni grafu (Obr.10) vSak ihned vidime, Ze feSenim této rovnice jsou body A(-4;0),

B(-1;0), C(1;0) a D(5;0). Podle toho bude mnoZina feseni K = {—4; —1; 1; 5}.
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4) Exponencialni rovnice

27 34x—9 _ 9x+1 =0

Obr. 11 reSeni exponencialni rovnice

Funkce je zndzornéna na obr. 11. Jednoduchym pouzitim programu GeoGebra jsme byli
schopni ziskat tento slozity graf, pro jehoz konstrukci na papire bychom museli tuto funkci
analyzovat, hledat extrémy, konvexitu-konkdvnost atd. Vybérem specidlnich bodu grafu

zjistime, Ze bod se souradnici y=0 (bod A) ma souradnici x=4. To bude nase feseni.
5) Rovnice s absolutni hodnotou
[I3—x|—-x+1|+x=6

V ramci bézného postupu feSeni zabyvali bychom se dvéma pfipady, kdy (3 —x) =0
nebo (3 — x) < 0. Pak bychom v kazdém z nich Fesili dalsi dva pfipady, kde celad absolutni
hodnota je také vétsi nebo mensi nez nula. To trva velmi dlouho a je to pomérné slozité.

Sestrojime tedy graf a feSeni najdeme z ného.

Obr. 12 feSeni rovnice s absolutni hodnotou
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Z vykresleného grafu (Obr. 12) vidime, Ze feSenim rovnice budou body -2 a 4. Z toho
vyplyva, Ze mnozina feSeni K = {—2; 4}.

6) Logaritmické rovnice

log;_,(x*+3x+1) =1

Pfi reSeni této rovnice metodami, které jsme probrali vySe, bychom museli vypsat
defini¢ni obor, uvést jednicku na pravé strané do logaritmu a poté srovnat zaklady.

Podivejme se, jak vypada reSeni této rovnice na obr. 13.

NZIS 2 s 1 05 0 )’ 18 2 25

25

Obr. 13 reSeni logaritmické rovnice

Jednd se o sloZity graf, jehoz sestaveni by vyZzadovalo mnoho ¢asu a prace. Ale vidime z
néj, Zze bod, ktery nam vyhovuje, je bod A(-4;0). A feSenim nasi rovnice je jeho soufadnice

x = —4.
4.1.2 POUZITi PROGRAMU GEOGEBRA K RESENi SOUSTAV ROVNIC

Redeni soustav rovnic grafickou metodou je zaloZeno na tom, Ze pokud soustava rovnic
plati pro libovolnou mnozinu proménnych, pak grafy jednotlivych funkci budou mit

spolecné body, jejichZ soufadnice jsou rovny hledané mnoziné proménnych.
Podivejme se na tuto metodu nejprve na soustavé dvou rovnic
Priklad 3.1.8

{6x2—12xy+6y2—5x+5y—1=0
9x2 —3xy —2y? —12x + 11y —-5=0
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Tato rovnice je pomérné slozitd, a to nejen pro Skolskou Uroven, ale i pro Uroven vysokych
Skol. Abychom ji vyresili negrafickou metodou, museli bychom nejprve najit diskriminanty
pro kazdou rovnici (jako kdyby jedna z proménnych byla konstanta nebo volny ¢len) a pak
z kazdé rovnice ziskat dalSi dvé rovnice (v tomto ptipadé by kazidd rovnice dala dvé
rovnice primky). A pak vyresit soustavu Ctyr rovnic. Zde je rychly pohled na to, jak by

takové reSeni vypadalo:

6x%2 —12xy + 6y —5x +5y —1 =6y —y(12x = 5) +6x—5x—1=0 V tomto
pfipadé jsme vzali prvni rovnici a nyni budeme hledat jeji diskriminant, jako by proménna

x byla konstantni.

12x —5+7 1
Y="1  ~*7*%
— _ 2 __ 2 _ — = = 72
D= (12x —5)* —24(6x* —5x—1) =49 =7 & 12x—5_7
AT

{6x —-6y+1=0

x—y—1=0

V tomto pfipadé jsme ziskali dvé rovnice. Budou to rovnobézné primky, protozZe koeficient
proménné x je stejny. Druha rovnice plvodni soustavy by dala dvé rovnice pro protinajici
se primky. Protoze smysl tohoto postupu je jasny, vynechame jej. Z druhé rovnice ziskame

soustavu:

y=241 {3x—2y+1=0
N d
3x+y—-5=0

Z plGvodni soustavy ndm nakonec vyjdou ctyfi rovnice, které musime vyresit. Jak je vidét,

feSeni touto metodou je velmi dlouhé a slozité.

Pti feSeni této soustavy v programu Geogebra mizZeme obé rovnice vyrovnat najednou,
takZe ziskame pouze ctyfi body, ve kterych rovnice plati. Tento zpUsob je zndzornén na

nasledujicim obr. 14.

\ntersect(ﬁxzf12xy+ﬁy2—5x+5y—1 =0 —3xy -2y —12x+11y—565 —12xy+6y?—5x+565y—1= 0) :

= eql = (-0.6666666666667, -0.5)
eql; = (1.2083333333333, 1.375)
eqly = (-3, -4)

eqly = (1.5, 05)

Obr. 14 reSeni soustavy dvou rovnic (zapis)
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Nebo mizZeme zadat kazdou z rovnic zvlast, takZe uvidime primky, které budou vysledkem
kazdé z rovnic. Abychom ziskali souradnice prisecikd téchto dvou rovnic, budeme muset
pouzit prikaz "Intersect(ob1;0b2)", kde misto objektu 1 a objektu 2 budou nazvy nasich

rovnic, napfiklad eql a eq2. Tento zpUsob je zndzornén na obr. 15.

O eql: Bx? - 12xy + 6y? - Bx + By -1 =10

eq2: B - 3xy -2y - 12x + 1ly-5=10

Intersect(eql, eq2)

= A = (1.2083333333333, 1.375)

B = (-0.6666666666667, -0.5)

@ &6 o o

C = (1.5 05)

O D = (-3, -4)

Obr. 15 reSeni soustavy dvou rovnic (zapis)

Ziskali jsme graf a prlseciky, které budou reSenim nasi rovnice (Obr. 16).

ec}Q eq/2

e

)

Obr. 16 feSeni soustavy dvou rovnic (graf)

K ={[1,2;1,375]; [—%; —0,5] ;[1,5;0,5]; [—3; —41]}
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Re3eni soustav tfi rovnic grafickou metodou v programu GeoGebra

Redeni soustav rovnic o tfech neznamych grafickou metodou je zaloZeno na stejném
operaénim principu jako feseni soustav o dvou proménnych. Redeni takovych rovnic viak
spociva v tom, Ze je téméf nemozné spolehlivé znazornit trojrozmérny prostor na papite.
Proto v takovych pfipadech mlizeme k vizualizaci a provedeni takového reseni pouzivat
software. GeoGebra umoZnuje vizualizovat feSeni soustav rovnic graficky v

trojrozmérném prostoru.
Priklad 3.1.9

y=x2+2
x2+y2+2z2=9
xt+y—z=4

Voere

Pokud bychom tuto soustavu rovnic nefesili grafickou metodou, feSili bychom ji
dosazovaci metodou nebo nékterou z dalSich vyse uvedenych metod. Podivejme se vsak,
jak vypadad reSeni pomoci grafické metody. Prvni rovnice této soustavy ve 2D prostoru by
nam dala rovnici paraboly, ale protozZe graficky reSime ve 3D, bude to parabolicky valec.
Druha rovnice je rovnici koule a druhd rovnice je rovnici roviny. Po sestrojeni vSech tfi
objektd mGzeme prejit k nalezeni spolecnych bodl. Abychom je nasli, museli jsme nejprve
najit spole¢ny objekt (parabolu) mezi rovinou (eq2) a parabolickym valcem. Ve druhém
kroku jsme nasli spole¢né body mezi vyslednou parabolou a kouli z druhé rovnice.

Vysledny prikazovy radek a grafy jsou na obr. 17 a 18.

O fy=x2+2 :
i:] eql: 2 +y2 +22=9 :
O eq2 i Xx+y—z =4 :

c : IntersectPath(eq2, ) :

= X = (-0.25, 2.06, -2.19) + (0.43 t,

® Intersect(c, eql) :
= A = (-0.23, 2.05, -2.18)
O A, = (0.92, 2.85, -0.23) :

Obr. 17 reSeni soustavy tf rovnic (zapis)
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Obr. 18 reseni soustavy tfi rovnic (graf)

Cervené body Al a A2 jsou spole¢né body, které jsou fe$enim nasi soustavy. Podle toho

bude mnozina feseni K = {[—0,23;2,05; —2,18]; [0,92; 2,85; —0,23]}.
4.2 WOLFRAM MATHEMATICA

Wolfram Mathematika je program, ktery poskytuje rGzné nastroje pro reseni rlznych
matematickych problém(. V programu Mathematica miZeme ftesit rovnice, jejich
soustavy, ale i slozZitéjsi typy rovnic, se kterymi se v nasi praci nesetkdvame, jako jsou
rekurentni a diferencidlni rovnice apod., miZeme také zjednodusovat vyrazy, sestavovat
grafy a také je upravovat, je moZiné integrovat, diferencovat, hledat limity, derivace,
prevadét funkce do Taylorovych fad a provadét s nimi rdzné operace, stejné jako

obrovské mnozstvi dalSich rliznych moznosti.

My se budeme vénovat pouze tém funkcim programu, které pomahaji pfi reseni rovnic a
jejich analyze. Zvlastni pozornost budeme vénovat maticovym metoddm reSeni soustav

rovnic v programu Wolfram Mathematika.
4.2.1 RESENi ROVNIC S JEDNOU PROMENNOU

Spravny zapis funkci a rovnic hraje ve Wolfram Mathematica klicovou roli pfi UspésSném
feSeni matematickych problém. V této ¢asti prace si nejprve projdeme pravidla a syntaxi

pro zapis funkci a rovnic v systému Mathematica.
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Zapis funkci:

1) PoutZiti symboll a operdtor(: V systému Mathematica je moZné pouzivat symboly a

operatory k definovani funkci. Funkci f(x) = x2 + 2x + 1 Ize napfiklad zapsat takto:
Flx] ==x"2+2*x+1

Zakladni znacky a operdtory pouZivané v programu Mathematica:

() - (kulaté zavorky ) slouZi k oznaceni poradi vypocta.

[ 1 - (hranaté zavorky) se pouzivaji k oznaceni argument( funkce; Tan[x] je te¢na k x.

Pokud napiSete Tan(x), nebude to fungovat.
{}- (slozené zavorky) se pouzivaji k oznaceni seznamu; {1,2,3,4} je seznam Ctyr Cisel.

"1" znamena faktoridl; piSe se s argumenty dohromady.

znamena prifazeni; x=4 je x pfifazené 4.

":=" odklada pfirazeni.

==" kontroluje rovnost; x==4 vraci True, pokud je x rovno 4.

"1=" kontroluje nerovnost; al=4 vraci True, pokud x neni rovno 4. Pfi psani této funkce je
vSak tfeba ddvat pozor na mezery mezi argumenty, protoze x!=4 milZe znamenat

"faktorial x se rovna ¢tyfem".
Zakladni funkce pro fesSeni rovnic

V této Casti prace se budeme zabyvat rlznymi metodami feSeni rovnic s jednou
proménnou v programu Mathematica, véetné analytickych, ciselnych a grafickych
pfistupl. Podivdame se také na priklady rovnic, které kombinuji rGzné matematické

funkce, napfiklad exponencialni, logaritmické, iracionalni a funkce absolutni hodnoty.

V systému Mathematica lze k feSeni rovnic s jednou proménnou pouzit funkce Solve,
NSolve, FindRoot, Reduce a dalsi, ale tyto Ctyti funkce jsou zakladem pro reSeni rovnic.

Kazda z téchto funkci ma své vlastni vlastnosti a je pouZitelnd v rliznych pfipadech.

e Solve: Tato funkce je urCena k analytickému FeSeni rovnic. Snazi se najit presné
analytické reseni, pokud néjaké existuje.
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Priklad 3.2.1:

Musime vyfesit rovnici x3 — 5x2 + 6x — 2 = 0. Najdéme kofeny pomoci funkce Solve.
Nejprve si zjistime, jak tuto rovnici spravné zapsat. Mame dvé moznosti: Bud’ nasi rovnici
zapiSeme primo do funkce Solve, nebo nasi rovnici upravime tak, aby vypadala jako
funkce, pojmenujeme ji a tento ndzev pak zapiSeme do funkce Solve. Zde je zndzornéno,

jak budou vypadat obé mozZnosti

1) Solve[x"3 —5x"2 + 6x — 2 == 0, x]
2) Flx] =x"3—=5x"2+6x—2;
Solve[F[x] == 0,x]

nyn

Pismeno "x" za ¢arkou v hranatych zavorkdch znamend, Ze rovnici budeme fresit pro
danou proménnou. DuleZity je také znak ";" ve druhém zapisu v prvnim fadku; radky s
timto znakem se v odpovédi (Out) nezobrazuji. V programu Mathematica to vypada

nasledovné:

In:= Solve[x"3 - 5x"2 + 6x - 2 == 0, x]//1. zpusob

F(x]=x"3-5x"2 +6x-2;

Solve[F[x]==0, x]// 2. Zpusob

out:=(1.zpasob) [{{x->1}, {x-2-V2}, {x-2+V2}}]
(2.zpusob) [{{x-1}, {x-2-V2}, {x=2+V2}}]

Jak vidime, rovnice ma tfi reSeni a v obou zplsobech zdpisu jsou stejné.

e NSolve: Tato funkce slouzi k numerickému feSeni rovnic. MuiZe poskytnout
pfiblizné numerické feseni rovnic, které nelze resit analyticky, tj. pokud jsou
feSenim rovnice iraciondlni Cisla nebo rdzné logaritmy, pak tato funkce vypise
pfiblizné numerické hodnoty reseni.

Priklad 3.2.2:

Na rozdil od predchoziho zplisobu ndm tato funkce umozni ziskat Ciselna reseni, ktera
jsou aproximaci iracionalni odpovédi. VyfeSme rovnici z predchoziho prikladu a
porovnejme odpovédi. Zde jiz nebudeme vénovat pozornost tomu, jak je nase rovnice
zapsana. Bude vypadat napfiklad takto:

In:= NSolve [x"3-5x"2+6x-2==0, x]
Pak budeme mit YeSeni:Out:=
{{x-0.5857864376269049}, {x-1.0000000000000009}, {x-3.414213562373095}}

Z toho, co vime: V2 =~ 1,4. Nae odpovédi se tedy shoduji s predchozim pfikladem.
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e FindRoot: Tato funkce slouZi k ¢iselnému nalezeni kofenu rovnic. Lze ji pouZzit v
pfipadé, Ze je znama pouze pfiblizna hodnota kofrene, naptiklad pokud rovnice
mUzZe mit nékolik kofen(, ale my potifebujeme pouze jeden, ktery se blizi znamé
hodnoté.

Priklad 3.2.3:

| x — 2 | +v/x — 4 = 0. ProtoZe pouzivame funkci "FindRoot", musime také vzit pocateéni
aproximaci. V rovnici mame absolutni hodnotu. Jak si pamatujeme, midzeme ji rozlozit
bud’ s minusem, nebo s plusem. Vezméme prvni pfiblizeni, kdy se rozklada s plusem, tj.

x>2. Pro tento ucel vezméme napfiklad dalsi ¢islo za 2, které této podmince vyhovuje:

Ini=FindRoot [Abs[x-2]+Sqgrt[x]-4==0, {x,3}]
Out:= {x-4.}

Dostali jsme odpovéd, kterd odpovida nasi rovnici. Zkusme vSak najit druhou odpovéd, ve
které absolutni hodnota nabyva opacné hodnoty. ProtoZze nemuzZeme vzit x<0 (kvali

odmocniné), vezméme aproximaci jako 1.

In:=FindRoot [Abs[x-2]+Sqrt[x]-4==0, {x,1}]
Out:= {x->-1.2330697202611234+1.51643694882004241}

V takovém pripadé vsak rovnice nemd zadné skutecné koreny. Kdybychom totiZz tuto

rovnici sami fesili, dostali bychom: Vx —x = 2. Z toho je zfejmé, 7e tato rovnice ve

7

skutecnosti nema zadné redlné koreny.

e Reduce: Tato funkce slouZi k nalezeni vSech mozZnych reSeni rovnice pfi splnéni
vSech moznych podminek. "Reduce" je uzite¢na zejména tehdy, kdyZz chceme
prozkoumat cely prostor feSeni rovnice a najit vSechna mozna reSeni. "Reduce"
také umoznuje nastavit dalsi podminky, které mohou omezit prostor feseni.

Priklad 3.2.4

Vezmeéme rovnici z pfedchoziho pfikladu.

In:=Reduce[Abs[x-2]+Sqrt[x]-4==0, {x}]
Out:= x==

Jak vidime, tato metoda vyreSila nasi rovnici v realnych Cislech. Z tohoto prikladu neni

=ty

prilis zfejmé, ¢im se tato funkce liSi od ostatnich, ale jeji role je viditelnéjsi pfi reSen
soustav rovnic.

e Plot: Wolfram Mathematica nam také umoznuje vykreslovat grafy pomoci funkce
"Plot", pomoci které mliZeme nastavovat a ménit parametry samotného grafu,
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vybirat body a vykreslovat funkce s parametrem, kde mizZeme tento parametr
ménit a ukdzat, jak ovliviiuje graf a feSeni rovnice.

Priklad 3.2.5
ax?—-2x+3

Uvazujme kvadratickou rovnici s parametrem a. Jak vime, znaménko tohoto parametru
ovlivni, zda tato parabola bude mit vétve smérem doll nebo nahoru, a hodnota tohoto
parametru ovliviiuje pocet korfenl a hodnoty téchto korenl samotnych. V programu
Mathematica mizZeme tento graf nakreslit a mizeme také vypsat feSeni této rovnice v

zavislosti na tom, jakou hodnotu parametru zvolime. NizZe je uvedeno, jak by to vypadalo:

In:=Manipulate[Module[{roots}, roots={x,0}/.NSolve[a*x"2-2*x+3==0,x];Plot[a*x"2-
2*x+3,{x,-3,3},PlotRange->{{-3,3},{-5,10}},Epilog-
>{PointSize[Large],Red,Point[roots]},PlotLabel-

>TableForm[{Style[ToString[Round[#,0.001]]&/@roots,Black]}, TableAlig
nments->Right], ImagePadding-

>{{Automatic, 10}, {Automatic,Automatic}}]], {{a,1},-3,3,0.1}]

Grafy s rlznymi parametry jsou znazornény na obr. 19 a 20.

- : 1
3.46845

2.35189
1.04714 4.14182

Obr. 19 graf s parametrem (1) Obr. 20 graf s parametrem (2)

DalSi uzitecné funkce pro feseni rovnic

Tento jazyk nabizi také mnoho dalSich funkci, které mohou vyrazné zjednodusit reseni
problémd, napriklad rozklad mnohoclenu na nasobky, zjednoduseni rovnice, otevirani
zavorek a pocitani poctu korent. Zde jsou nékteré z nich:

e Faktor: Funkce Faktor slouzi k rozkladu polynomu na ndsobky.

In:= Factor[x"4-16]
Qut:= (-2 + x) (2 + x) (4 + x"2)

e Simplify: Funkce Simplify v pfipadé potfeby zjednodusuje vyrazy véetné rovnic.
In:=Simplify[(x"2 + 2x + 1) / (x + 1)]
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Out:= 1 + x

e Expand: Funkce Expand odstranuje zavorky ve vyrazech, coz mize byt uzite¢né
pfi analyze.
Expand[ (x + y)"3]
x"3 + 3 x"2 y + 3 x y'2 + y"3

e RootCount: Funkce RootCount urCuje pocet realnych kofenl rovnice v daném
intervalu. Funkce bohuZel neni v nasi verzi podporovdna z dlivodu absence
bali¢cku Algebra. Funkce vSak vypada nasledovné:

In:= RootCount[x"2-4,{-10,101}]

e FindInstance: Funkce FindIinstance najde hodnoty proménnych, které spliuji
zadanou rovnici nebo nerovnici.

FindInstance[x"2 + y*2 == 5 && x - y == 1, {x, y}, Reals]
{{x -> -1, v -> -2}}

e Eliminate: Funkce Eliminate zjednodusuje soustavu rovnic odstranénim zadanych

proménnych.
Eliminate[{x"2 == 2+2x+y, x+y==0},v]
-X + x"2 ==

4.2.2 RESENi SOUSTAV ROVNIC V PROGRAMU WOLFRAM MATHEMATICA

V programu Mathematica mUzZeme fesit nejen rovnice, ale také soustavy rovnic. Protoze
jsme se zabyvali grafickou metodou feSeni soustav rovnic v programu GeoGebra, v této
Casti se podivdme na vizualizaci a funkénost feSeni soustav rovnic pomoci maticovych

metod.

Matice jsou v systému Mathematica reprezentovany jako seznamy, coz umoznuje jejich
intuitivni pouZiti. Jakoukoli soustavu rovnic Ize vyjadfit jako maticovou rovnici. Pro zapis

seznamu jako matice mlizeme pouZzit prikaz MatrixForm.
A - x = b kde A je matice koeficientd, x je vektor neznamych a b je vektor volnych ¢len(.
Zakladni funkce pro maticové operace v programu Wolfram Mathematica:

e Nasobeni matic:

5 6

Potfebujeme napfiklad najit matici M: A = (1 2) ;B = (7 3

3 3 );M:A-B

Za timto Ucelem muUZeme zadat matice A a B jako seznam a poté pouzit prikaz "Dot",
ktery je zodpovédny za ndsobeni matic. Pomoci pfikazu MatrixForm pak ziskame nasi

matici M, nikoli seznam radkd.
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In:=Q={{1, 2}, {3, 4}};
R={{5, 6}, {7, 8}};
M=Dot[Q,R];
MatrixForm[M]

19 22
Out=(y3 50

19 22)

M:(43 50

e Determinant matice:
Nyni zjistime determinant matice M. Je to velmi jednoduché, v programu Mathematica k

tomu slouZi ptikaz "Det".

In:=Det [M]
Out:=4
M| =4

¢ Inverzni matice:
Pro nalezeni inverzni matice k nasi matici M si mlZzeme intuitivné uvédomit, Ze mdzeme
pouzit pfikaz "Inverse".

In:=Inverse[M]//MatrixForm

5 _u
Out:=( 13 1;)
I
25 11
-1 _ 2 2
M = 43 19
4 4

e Nalezeni transponované matice:
Tento pfikaz je jasny i intuitivné. K nalezeni transponované matice pouZijeme pfrikaz

"Transpose".

In:=Transpose [M]//MatrixForm
19 43

Out:=(22 50)
r_ (19 43
M =(3; 5o)

e Reseni soustav linearnich rovnic
1)Mame-li jednoduchou soustavu linearnich rovnic, je nejjednodussi pouzit prikaz
"LinearSolve[A, b]", kde A je matice koeficientl, x je vektor neznamych a b je vektor

volnych ¢lend. Ukazeme si tento prikaz na prikladu soustavy:
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{ix—;y::—i; A= (i —11)’b = (_51)

Ptikaz pro reSeni tohoto systému by byl:

In:=LinearSolve[{{2,1},{1,-1}},{5,-1}]
Out::{g,g}

S
Il

Wl Wl -~
)
=
Il

vvvvvv

byly popsany v ¢asti o maticovych metodach feSeni soustav. Zacnéme Gaussovou
metodou. Jak si pamatujeme, v této metodé redukujeme rozsifenou matici, kterou tvofi
matice koeficientll + sloupec volnych ¢lend, na tvar trojuhelnikové matice pomoci
ekvivalentnich zmén, takZe dostaneme jinou, jednodussi, soustavu. K pouZiti této metody
v programu Mathematica pouZijeme pfikaz "RowReduce". A k vytvoreni rozSifené matice
pouzijeme ndasledujici ptikaz: Transpose[Join[Transpose[A],{b}]]. Ano, je to moina
trochu slozité, ale udélali jsme to jen proto, abychom vam ukazali, jak bude takova matice
vypadat. V samotném feseni misto plivodniho radku matice A jednoduse zapiseme radek

rozsifrené matice.

Priklad 3.2.6:

2x+y—z=28
{—3x—y+22=—11
—2x+y+2z=-3

V tomto a vSech dalSich prikladech budeme pouzivat stejnou soustavu rovnic, takze A, b a

X zUstanou stejné.

In:=A={{2, 1, -1}, {-3, -1, 2}, {-2, 1, 2}};

b={8, -11, -3};

Transpose[Join[Transpose[A],{b}]]//MatrixForm
1 1 8

2 —
Out:= <—3 -1 2 -11

-2 1 2 -3
In:=Ab={{2,1, -1, 8}, {-3,-1, 2, -11}, {-2, 1, 2, -3}};
RowReduce[Ab]//MatrixForm

1 0 O 2
Out:=<0 1 0 3 >
0o 0 1 -1
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Jak vidime, pfikaz "RowReduce" vytvofil z plvodni matice A nejen trojuhelnikovou matici,
ale i jednotkovou matici, a také zménil dalsi sloupec volnych ¢lend, coz nam umozni

snadno vyresit tuto soustavu rovnic. Protoze x = b; = 2;y = b, = 3;z = b; = —1.

3) Metoda vyuiivajici inverzni matici

Jak si pamatujeme z predchozi kapitoly:X = A~ - b. Pro nalezeni matice kofen( X tedy
mulzZeme poutZit vySe uvedeny prikaz "Inverse" pro nalezeni inverzni matice a ptikaz "Dot"
pro jeji vynasobeni matici b.

In:=Alnverse = Inverse[A];
Print["AN(-1):", Inverse[A]//MatrixForm];
{X, y, z} = Dot[Alnverse, b];

Print["x=", X];

Pring'y=",

Print["z=", z];
4 3 -1
Out:=AA(-1).' -2 =2 1
5 4 -1

xX= 2

y= 3

z= -1

4) Cramerovo pravidlo

Jak si pamatujete, tato metoda spociva v tom, Ze determinant matice, v niZ je jeden ze
sloupcl zménén na matici volnych koeficientd, stfidavé délime determinantem pUvodni
matice koeficientl, ¢imz ziskdme hodnoty proménnych. V tomto kédu jsme poutzili prikaz
"Amod". Tento prikaz vytvofi kopii argumentu (v nasem pripadé matice A), takze mizeme
zménit jeden ze sloupcl v této kopii, aniz bychom ménili samotnou matici A. Zde je vidét,
jak vypada kéd a reseni:

In:= detA = Det[A];
Print["detA: ", detA];

Amod = A;

Amod[[All, 1]] = b;
detAx = Det[Amod];
Print["detAx: ", detAx];

Amod = A;

Amodl[[All, 2]] = b;
detAy = Det[Amod];
Print["detAy: ", detAy];

Amod = A;

AmodJ[All, 3]] = b;
detAz = Det[Amod];
Print["detAz: ", detAz];

X = detAx/detA;
y = detAy/detA;
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z = detAz/detA;

Print["x=: ", X];
Print["y=:", yI;
Print["z=: ", z];
Out:=
deta: -1
dethx: -2
dethy: -3
dethz: 1
X=: 2
y=: 3
z=: =1

4.2.3 VYHODY A NEDOSTATKY POUZiVANi VYPOCETNiCH NASTROJU

V nasi praci jsme se zabyvali pouze dvéma programy: Geogebra a Wolfram Mathematica.
Ddvodem je to, Ze pomoci téchto dvou zakladnich programu jiz mlzete mit k dispozici
obrovské mnoiZstvi funkci pro feseni témér jakéhokoli matematického problému. Je vsak
tfeba poznamenat, Ze v dnesSni dobé existuje obrovské mnoZstvi takovych programi a
kazdy z nich poskytuje néco jiného, takze kazdy C¢lovék si mize najit néco, co mu bude
vyhovovat. Nékteré z téchto program vyzZaduji znalosti programovani a nékteré staci jen

stahnout do telefonu.

Jaké jsou vsak vyhody a nevyhody pouzivani téchto programi pro sebe a pfi vyuce
ostatnich? Pouzivani vypocetnich nastroju, jako je software pro symbolické vypocty (napf.
WolframAlpha, Maple, Mathematica), grafické kalkulatory, pocitacové algebraické
systémy (CAS), webové aplikace a online zdroje ma pfti feSeni rovnic a jejich soustav a pfi

vyuce tohoto tématu ve Skolach a na univerzitach své vyhody i omezeni.
Vyhody pouzivani vypocetnich nastroju:
e Vétsi rychlost a pfesnost: Vypocetni nastroje mohou resit rovnice rychleji a s vétsi

presnosti nez ruéné, zejména u slozitych rovnic a soustav.

e Vizualizace: Grafické kalkulacky a software pro symbolické vypoéty mohou
vizualizovat grafy funkci, coZz usnadnuje pochopeni a analyzu matematickych
pojmda.

e Automatizované kroky reseni: Mnoho vypocetnich nastroji poskytuje podrobné
kroky rfesSeni rovnic, coZ studentim pomahd pochopit postup feSeni a lépe si
osvojit latku.
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e Prace s velkymi objemy dat: Nékteré vypocetni ndstroje jsou schopny pracovat s
velkymi objemy dat, coZ jim umoznuje resit slozité problémy a analyzovat rlizné
scénare.

Nedostatky pfi pouzivani vypocetnich nastroju:

e Zdvislost na technologiich: PouZivani pocitacovych programi vyZaduje pocitac
nebo zafizeni s pfistupem k internetu, ktery mlze byt v nékterych vzdélavacich
prostfedich omezeny.

e Nedostatecné porozuméni postupu feSeni: Studenti se mohou spoléhat na
vypocetni nastroje, aniz by pIné porozuméli matematickym pojmim a postuptim
feSeni rovnic.

e Omezeni v osvojovani dovednosti: PouzZivani vypocetnich nastroji muze branit
rozvoji dovednosti manualniho feSeni rovnic, které mohou byt dllezité pro
nékteré oblasti matematiky a inZenyrstvi.

e Omezeni dostupnosti a ceny: Nékteré vypocetni nastroje mohou byt drahé nebo
nedostupné pro vSechny studenty a instituce.

Vyuka pomoci vypocetnich nastroju:

e Integrace do vyukového procesu: Ucitelé mohou vyuZivat vypocetni ndstroje jako
soucdst vyukového procesu, aby doplnili tradi¢ni vyukové metody a poskytli
studentlm dalsi zdroje pro vyuku matematiky.

e Rozvoj technologickych dovednosti: Pouzivani vypocetnich ndstroji pfi studiu
pomaha studentlim rozvijet dovednosti v oblasti modernich technologii, které
mohou byt uzZitecné v jejich budouci kariére.

e Podpora student( s rGznou urovni matematickych znalosti: Vypocetni nastroje
mohou byt uZitecné pro individualizaci vyuky a podporu studentl s riznou urovni
matematickych znalosti.

e D(iraz na pochopeni pojm(: Je dllezité vyvazit pouzivani vypocetnich nastroja s
dlirazem na pochopeni matematickych pojm0 a postupl reseni rovnic. Vyucujici
by méli studenty podporovat v praktickém reseni problém a kritickém mysleni.
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ZAVER

Cilem této bakaldrské prace bylo shrnout metody feSeni rovnic a jejich soustav. Prace byla
koncipovana jako privodce nejen pro odborniky v matematice, ale i pro ucitele, ktefi v ni
mohou najit informace témér pro vSechny stupné skolniho vzdélavani, a také pro
samotné studenty, ktefi chtéji najit pokrocilé informace, které ve Skole nemusi dostavat.
Proto jsem se v této prdci obcas vyhybal odbornym terminim a snaZil se zjednodusit
nékteré definice. Prace je rozdélena do 3 kapitol, z nichz kazdad ideové navazuje na

predchozi, ale zaroven se zabyva vlastnim samostatnym tématem.

V prvni kapitole nasi prace jsme se seznamili s hlavnimi typy rovnic a metodami jejich
feSeni. To ndm umoznilo sezndamit se s rozmanitosti pristupl k feseni rovnic a pochopit

jejich vyhody a omezeni.

V druhé kapitole jsme se zabyvali metodami feSeni soustav rovnic. Studovali jsme Ciselné
metody pro feseni soustav linedrnich rovnic, popsali jsme zdkladni pojmy v tématu matic
a uvedli pfehled metod pro fesSeni soustav rovnic, které je vyuzivaji, jako je Gaussova
metoda a Cramerova metoda. Tento prehled ndm umoznil pochopit, které metody jsou v

raznych situacich nejefektivnéjsi a jak je lze pouZzit v praxi.

Ve treti kapitole zkoumali pouziti pocitacovych programd, jako jsou GeoGebra a Wolfram
Mathematica, k feSeni rovnic a soustav rovnic. Ukazali jsme, Ze tyto pocitacové nastroje s
pfijemnym uzivatelskym prostfedim a obrovskou pouzitelnosti umozniuji efektivné a
presné fesit matematické problémy, vizualizovat je a |épe jim porozumét. To otevira nové

perspektivy ve vyzkumu a vyuce matematiky.

Na zavér bych chtél fici, Ze studium metod feSeni rovnic a soustav rovnic hraje klicovou
roli pfi budovani matematickych dovednosti a rozvoji analytického mysleni studentd.
Pochopeni téchto metod pomahda studentim nejen hloubéji porozumét matematickym
pojmim, ale také rozviji jejich schopnost analyzovat a resit slozZité problémy. Tyto
dovednosti jsou stale Zadané jak v akademickém prostredi, tak v profesni kariéfe, a proto
je studium metod feSeni rovnic a soustav rovnic dileZitou soucdsti matematického
vzdélavani. Tento clanek se nezabyva slozitéjSimi typy rovnic (napf. diferencidlnimi
rovnicemi) a metodami jejich feSeni (napf. Newtonova metoda, numerické metody).

Zpracovani téchto typd muze vést k dalsi, hlubsi vyzkumné praci.



RESUME

RESUME

Tato prdce popisuje rizné metody feSeni rovnic a jejich soustav, véetné vyuziti

vypocetnich nastroju.

V lvodu jsou popsdany cile této prace, jeji vyznam a ostatni hlavni ¢asti.

Druhd kapitola "Typy rovnic a zakladni metody jejich feseni " obsahuje zakladni pojmy
souvisejici s feSenim rovnic, zakladni typy rovnic (linedrni, vy$siho stupné, exponencidlni

atd.) a zdkladni metody jejich reseni.

Treti kapitola "Soustavy rovnic" popisuje soustavy rovnic, metody jejich feSeni
(substitu¢ni metoda, ekvivalentni Upravy, substitu¢ni metoda a dalsi). Kapitola obsahuje
také zakladni pojmy tykajici se matic a popisuje metody reSeni rovnic, které vyuzivaji
matice (Gaussova metoda, Cramerovo pravidlo a metoda inverzni matice).

Ctvrta kapitola "PouZivani vypoletnich nastroji k Fedeni rovnic" popisuje vyuZiti
pocitacovych program(i Geogebra a Wolfram Mathematica k feSeni rovnic a jejich
soustav. V ¢asti vénované programu Geogebra je popsana i grafickd metoda rfeseni, ktera

dosud nebyla popsdna. V této kapitole je zaroven uvedena diskuse o vyuziti téchto

programU ve vyucovacim procesu, o jeho vyhodach a nevyhodach.

Zavér je analyzou této prace.
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