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Abstrakt

Tato bakalafskd prace se zaméfuje na problematiku vlastnich ¢isel s vdhovou funkci. Pro jed-
noduchost uvazujeme konkrétni obycejny diferencidlni operator druhého fadu s Dirichletovymi
okrajovymi podminkami. Nejprve uréime vlastni ¢isla a vlastni funkce v pfipadé po ¢astech kon-
stantni vahové funkce a studujeme jejich zavislost na parametrech vahové funkce. V druhé po-
loviné prace zkoumdme dolni odhady vlastnich ¢isel a itera¢ni odhady principidlniho vlastniho
¢isla. Tyto odhady porovndme na nékolika nelinedrnich vdhovych funkcich, u kterych provedeme

numerické experimenty.

P

Kli¢ova slova: vlastni ¢isla, vlastni funkce, Sturmova-Liouvilleova tiloha, viceparametrova vdhova
funkce, odhady vlastnich ¢isel, principidlni vlastni ¢islo






Abstract

This bachelor thesis focuses on the eigenvalue problem with weights. For simplicity, we consi-
der a particular second order ordinary differential operator with Dirichlet boundary conditions.
We first determine the eigenvalues and eigenfunctions in the case of a piecewise constant weight
function and study their dependence on the parameters of the weight function. In the second half
of the paper, we investigate lower estimates of the eigenvalues and iterative estimates of the prin-
cipal eigenvalue. We compare these estimates on several nonlinear weight functions for which we
perform numerical experiments.

Keywords: eigenvalues, eigenfunctions, Sturm-Liouville problem, multiparameter weight function,
eigenvalue estimates, principal eigenvalue
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Formulace ulohy

1.1 Uvod

7 %z

Vlastni ¢isla a vlastni prvky jsou klicovy pojem a ndstroj v mnoha oblastech nejen matematiky,
ale také v dalsich védnich disciplinadch, které ¢erpaji z matematiky a pouZzivaji ji jako zdkladni
néstroj pro analyzu, modelovéni a feSeni problémd. Jejich znalost je zdsadni v teorii dynamickych
systémti, kde slouzi k ureni stability staciondrnich bodt. V teorii grafti je spektrum matice sou-
sednosti jeden ze zakladnich ndstroji pro ur¢ovani vlastnosti grafii. Vlastni ¢isla a vlastni funkce
samoadjungovanych operatori jsou klicové pro popis kvantovych systémt. Napfiklad vlastni
¢isla zndmého Hamiltonova operédtoru odpovidaji energiim, které mtiZe kvantovy systém nabyvat.
V Kklasické fyzice jsou vlastni ¢isla matice tuhosti a hmotnosti zdkladni pro analyzu vibraci a
dynamickych vlastnosti mechanickych a strukturdlnich systémii. Napfiklad vlastni frekvence
a tvarové vlastnosti vlastnich funkci odpovidaji vibracim daného mechanického dynamického
systému.

Ulohou na vlastni ¢isla vétSinou rozumime rovnici ve tvaru

Ly = Ay, (L.1)

kde L : X — X je linedrni operétor, y je prvek prostoru X a A € R. Takovému A, pro které existuje
netrividlni feSeni rovnici (1.1), se fika vlastni ¢islo a y se nazyva vlastni prvek (respektive vektor,
funkce a podobné). V této praci se budeme zabyvat vlastnimi ¢isly obycejnych diferencidlnich
operatort, tedy y = y(x) je (dostatetné diferencovatelnd) funkce. Specidlnim problémem na
vlastni ¢isla je takzvana Sturmova-Liouvilleova tiloha ve tvaru

— & (P F) +ax)y = Ar(x)y,
a1y(a) + a2y’ () = 0,
B1y(b) + Boy' (b) =0,

kde funkce p(x), g(x) a r(x) jsou dané funkce na intervalu (a,b). V pfipadé takzvané reguldrni
Sturmovy-Liouvilleovy tilohy musi byt funkce p(x) kladnd na intervalu (a,b) a r(x), znama jako
vahova funkce, musi byt také kladnd. Okrajové podminky, kde «1,a;, B1, B2 jsou redlné kon-
stanty, zahrnuji Dirichletovy, Neumannovy nebo obecnéjSich Robinovy podminky. V piipadé re-
guldrniho problému je nezbytné, aby obé konstanty a; a ap nebyly nulové a zdroven ani obé

konstanty B1 a B2 nemohou byt nulové soucasné.
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2 KAPITOLA 1. FORMULACE ULOHY

Tento problém a teorii okolo néj rozvinuli francouzsti matematici Jacques Charles Frangois
Sturm (1803-1855) a Joseph Liouville (1809-1882), po kterych je pojmenovéna.

V této bakalaiské praci budeme zkoumat specidlni pfipad Sturmovy-Liouvilleovy tlohy na
intervalu (0; 7r), kde funkce p(x) = 1 a g(x) = 0. Okrajové podminky budou homogenni Di-
richletovy podminky, tedy y(0) = y(7r) = 0.

Zakladni dloha tedy bude mit tvar
{y”(x) + Ar(x)y(x) =0 prox € (0,7), (1.2)
y(0) = y(m) =0.

V pfipadé r(x) = 1je znamé, Ze vlastni ¢isla maji tvar druhych mocnin pfirozenych ¢isel a vlastni
funkce jsou ve tvaru y(x) = sinnx. My se soustfedime na p¥ipady, kdy vdhova funkce r(x) # 1.
V kapitole 2 za¢neme po ¢astech konstantni funkci, kterd bude nejprve obsahovat jeden parametr,
ktery bude popisovat bod nespojitosti. Pro tuto funkci vyjadiime vztah pro vlastni ¢isla a prove-
deme analyzu z&vislosti vlastnich ¢isel na parametru. V kapitole 3 budeme uvaZovat po ¢astech
konstantni vahovou funkci popsanou pomoci dvou parametr(i. V posledni stéZejni kapitole od-
vodime dolni odhady vlastnich ¢isel a zavedeme 2 itera¢ni odhady principialniho vlastniho ¢isla.

vvvvvv

softwarové implementace.



Po castech konstantni
vahova funkce s jednim
parametrem

V této kapitole budeme studovat Sturmovu-Liouvilleovu tilohu (1.2) s vdhovou funkci ve tvaru

") = {0, x € (0;¢e),

1, x € (¢;7),
kde € € (0, 1) je parametr. V§imnéme si, Ze funkce r(x) neni na daném intervalu kladnd, tedy se
nejednd o reguldrni Sturmovu-Liouvilleovu tlohu.
2.1 Obecné feSeni na podintervalech

Jelikoz védhové funkce r(x) neni spojitd na intervalu (0; 77), tak ani hledané feseni y(x) nemuZe
byt dvakrat spojité diferencovatelné. Budeme tedy hledat zobecnéné feSent, pro které plati

y(x) € C2(0ze),
y(x) € C2(e;m),
y(x) € CY(0; ).
Zobecnéné feSeni budeme hledat po ¢astech, tedy ve tvaru
1(x rox € (0,¢e),
W):{y() prox & (0,¢)
y2(x) prox € (e, m).
1) Na intervalu x € (0;€) je r(x) = 0, a tedy (1) se redukuje na
y"(x) = 0.
Charakteristickd rovnice je tedy ve tvaru

w=0

3



4 KAPITOLA 2. PO CASTECH KONSTANTNI VAHOVA FUNKCE

a obecné feeni y1 (x) méd podobu
yi(x) = A+ Bx. 2.1)

2) Na intervalu (e; 1), kde je r(x) = 1, dostaneme rovnici ve tvaru
/!
y(x) + Ay(x) =0,
jejiz feSeni lze rozdélit na tfi moZnosti v zdvislosti na parametru A.

1. Piipad A >0

Pokud je A kladné, tak jsou kofeny p¥islusné charakteristické rovnice +i\/A a obecné fesent
Y2 je ve tvaru

y2(x) = Ccos VA(x — ) + Dsin VA(x — 7). (2.2)
2. PHipad A =0

V tomto piipadé se diferencidlni rovnice redukuje na tvar y” = 0 a obecné feSeni y, je
linedrni funkce ve tvaru

ya2(x) = D(x — ) 4+ C. (2.3)

3. Pfipad A <0

V poslednim pfipadé jsou kofeny charakteristické rovnice +1/—A a obecné feseni je linearni
kombinace hyperbolickych funkci, tedy

ya(x) = CcoshvV—=A(x — ) + Dsinhv/—A(x — 7). (24)

V ptipadé feseni ve tvaru (2.2), (2.3) a (2.4) jsme argumenty funkci zdmérné posunuly o

7t. Diky tomuto posunu bude jednodussi urcit konstanty C a D pomoci stanovenych okra-
jovych podminek a podminek na hladkost feseni.

2.2 Reseni okrajové tlohy

Nyni budeme pozadovat splnéni okrajovych podminek ve tvaru y(0) = y(7r) = 0. Dale chceme,
aby feseni bylo tfidy C! na intervalu (0, 77), tedy spojité véetn& prvni derivace na podintervalech
(0,€), (e, ) aiv bodé napojeni x = €. ProtoZe na intervalu (0; €) je feSeni vzdy ve tvaru (2), tak
muzeme rovnou urdit, Ze z okrajové podminky y(0) = 0 plyne A = 0. Tedy prvni &ast FeSeni se
redukuje na tvar:

yi(x) = Bx.

1. Piipad A >0
Z druhé okrajové podminky y»(71) = 0 pro y»(x) dané predpisem (3) dostaneme:

0 = Ccos(0) + Dsin (0),

odkud vyplyva C = 0. Tedy



2.2. RESENI OKRAJOVE ULOHY 5

y2(x) = Dsin VA (x — 7).

V bodé napojeni, to jest x = €, musi platit

yi(e) = yale),
vi(€) = ya(e).
Po dosazeni za y1, y» dostaneme soustavu rovnic
Be = DsinVA(e — 1),
B = DVAcos VA(e — 7).
Z druhé rovnice dosadime do prvni za B
DVAcosVA(e — m)e = Dsin VA(e — 7).

Pro D = 0 dostaneme jen trividlni feSeni, tedy uvazujme D # 0 a mtiZeme vydélit D:

VAcos VA(e — m)e = sinVA(e — ), (2.5)
neboli
evVA =tgVA(e — ). (2.6)

Hleddme takova A > 0, kterd fesi rovnici (2.4). Pro zjednoduseni ozna¢ime z := /A, tedy
hleddme priseciky funkce

f(z) = ez
a funkce
8(z) = tgz(e — 7).
Je zfejmé, Ze pro vSechna € € (0,71) existuje spocetné mnoho prisetika z, > 0, tedy
spocetné mnoho hodnot A, = z%l, n € IN, spliujici rovnici (2.6). To je zndzornéno na obrazku
2.1.

JelikoZ libovolny nédsobek vlastni funkce je opét vlastni funkci, mtiZeme jeden z parametrti
volit libovolné. Napiiklad D = —1. Pak dostaneme B ve tvaru B = —A,, cos A, (e — 7).

Vlastni funkce y,,, pak miZeme zapsat ve tvaru

—ApxcosAy(e —m), prox e (0,€),
Yn = .
—sin A, (x — 1), prox € (e, 7).

Na obrazku 2.2 jsou vidét grafy vlastnich funkci pro prvni tfi hodnoty vlastnich ¢isel A, pro
€ = 7. Na obrazku 2.3 jsou grafy pro € = 0.05 a na obrdzku 2.4 pro € = 2.8. Pokud € = 7,
vyjdou hodnoty Aq, Ay, A3 nasledovné:

A~ 1.67,
Ay & 9.78,
A3 = 25.80.



KAPITOLA 2. PO CASTECH KONSTANTNI VAHOVA FUNKCE

Obrézek 2.1: Funkce f(z) = ez (modfe), g(z) = tg ((e — 71)z) (zelené) proe = 7.

2. Piipad A = 0

Funkce y; (x) vypadd ve vSech tfech piipadech stejng, to je

y1(x) = Bx.

Funkce y,(x) je pro A = 0 také linedrni a z druhé okrajové podminky ur¢ime, Zze C = 0. Tim
se ndm funkce redukuje na tvar

V bodé € musi platit

tedy po dosazeni

Za B dosadime do prvni rovnice
De =D (e — ).

Jedind moZnost jak splnit tuto rovnostje D = 0, tedy i B = 0. VSechny konstanty jsou nulové
a existuje jen trividlni feSeni. Tedy 0 neni vlastnim ¢islem tlohy (1).
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y(x)

€=T1/2

Y4

Obrazek 2.2: Prvni tii vlastni funkce y1, y2,y3, proe = 7.

3. Pfipad A <0
Funkce y1 (x) je opét stejna:
1 (x) = Bx.

Funkci y,(x) dostaneme pro A < 0 jako linedrni kombinaci hyperbolickych funkei:

y2(x) = Ccosh y/|A|(x — ) + Dsinh y/|A|(x — 7).
Z okrajové podminky y,(71) = 0 se y» redukuje do tvaru
y2(x) = Dsinh/|A|(x — 7).

V bodé € musi platit

tedy po dosazeni
Be = Dsinh y/|A|(e — ),

B = D\/|A|cosh y/|A|(e — 7).



KAPITOLA 2. PO CASTECH KONSTANTNI VAHOVA FUNKCE

Obrazek 2.3: Prvni tfi vlastni funkce y1, y2, y3, pro € = 0.05.

Dosadime do prvni rovnice za B z druhé rovnice:

Dy/|A|cosh\/|A|(e — m)e = Dsinhy/|A|(e — 7).

Pro D = 0 dostaneme jen trividlni feSeni, tedy uvazujme D # 0 a miZeme vydélit D.
Dostaneme tedy rovnost

V1A cosh /1] (e = m)e = sinh \/[Al(e — ),
neboli

€y/|A| = tghy/|A|(e — m). (2.7)
Nyni hleddme takova A < 0, ktera jsou feSenim rovnice (2.7). Pro zjednoduseni ozna¢ime
z = y/|A| a hleddme prise¢iky funkei
f(z) =ez

¢(z) = tghz(e — m).

V tomto ptipadé je zfejmé, Ze pro viechna € € (0, 1) existuje pouze jediny prisedik, a to je
hodnota z = 0, ta ale nesplituje podminku —z%> = A < 0 a tedy tloha nemd z4dnd zaporna
vlastni ¢isla. Na obrazku 2.5 je vidét situace pro € = 7.
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y(x)

£=2.8

Obrézek 2.4: Prvni tfi vlastni funkce y1, 2, y3, pro € = 2.8.

2.3 Zavislost vlastnich ¢isel na parametru e

Nyni probereme zavislost mezi parametrem ¢, ktery urcuje bod napojeni, a vlastnimi &isly A,
n € IN. Plati nasledujici série tvrzeni.

VETA 2.1. Mé&jme funkci F(e,z) = ezcosz(m — €) + sinz(mr — €). Hodnota A > 0 je vlastnim
&islem tilohy (1.2) pravé tehdy, kdyZ F(e,A?) = 0. MnoZina F(e,z) = 0 je v libovolném bodé popsatelnd
funkci z = z(e).

Diikaz. Prvni ¢ast tvrzeni plyne p¥imo z odvozeni v pfedchozi sekci a vztahu (2.6).
Druha &ést plyne z véty o implicitni funkci [2]. Pro parcialni derivaci funkce F(e, z) podle z plati

F
Frl ezcosz(rm—e€) —ez(m—z)sinz(m —€) + (mr —€) cosz(mw — €)
= mcosz(mm —€) —ez(m — €) sinz(m — €).
Nyni je potfeba ovétit, Ze soustava rovnic F; (¢,z) =0, F(e,z) =0, to je

mcosz(m—e€) —ez(m—e)sinz(mr—e) =0,
€zcosz(m —€) +sinz(m—€) =0,

nemd feseni pro € € (0,71) az > 0. Z prvni rovnice vyjadiime cos z(71 — €) ve tvaru



10 KAPITOLA 2. PO CASTECH KONSTANTNI VAHOVA FUNKCE

ez(m—e€)

cosz(m—¢€) = sinz(7r — €)

a ten dosadime do druhé rovnice. Dostdvame rovnici

220
ez(r—e) sinz(r —€) +sinz(m —e€) = 0.

Rovnici vydélime sin z(7r — €), coZ je uréité nenulovy vyraz, protoze pokud by byl roven nule, tak
cosz(m — €) # 0 a soustava by neméla feSeni. Dostavdame tvar
€2z%(1t —¢€)
T

+1=0.

Oba vyrazy na pravé strané jsou kladné, tedy jejich soucet nemtize byt 0, coZ je spor a sou-
stava rovnic nemd feSeni. Podle véty o implicitni funkci (viz[1]), 1ze tedy v kaZdém bodé hladinu
F(e,z) = 0lokalné popsat funkci z = z(e).

O

VETA 2.2. Nultou hladinu funkce F(e,z) tvori spocetnyj systém funkci z, = z,(€), kden € N a
e € (0,m).

Diikaz. Zderivujeme funkci F(e,z) podle z

F
?Tz = rrcosz(m —e€) —ez(m — €) sinz(mw — €).
Pro libovolné zvolené pevné ¢; € (0, 7r) jsou funkce F(eq, z) a F; (e, z) funkcemi jedné proménné.
Z dukazu u tvrzeni 2.1 vime, Ze nemaji Zddny spole¢ny nulovy bod. Nulové body funkce F; (eg, z)
oznacime jako d,,. Plati, Zze F;(ep,z) = 0 praveé tehdy, kdyz

cotz(mr —€p) = Mz.
T
Tedy vime, Ze d,, (71 — €9) naleZi intervalu ((n — 1)7; (n —1)7t + 5 ) pro viechna n € IN a vSechna

€0 € (0; ). Z vlastnosti goniometrickych funkci vyplyva, Ze
sgnF(eg, dp) = (—1)"*1.

Jelikoz funkce F(ep,z) pravidelné st¥id4 sva znaminka ve staciondrnich bodech d, a je spojita a
ostfe monoténni na intervalu (dy,; dy, 1), tak v kazdém intervalu (d,; d, 1) leZi pravé jeden bod
zy. To plati pro kazdé € € (0; 1) a tedy cely systém funkci, ktery tvoti nultd hladina funkce F (e, z)
je spocetny.

O

Nasledujici tvrzeni 1épe popise systém funkci, které tvofi nultd hladina funkce F(e, z).
VETA 2.3. Vlastni ¢isla A, jsou rostoucimi funkcemi parametru €.

Diikaz. Ukéazeme, Ze z roste pravé tehdy, kdyZ roste €, to je % > 0 pro vechny € € (0;7) a z
spliiujici rovnici F(e, z) = 0. Chceme ukdzat, Ze plati
dz F. €z*sinz(m —€)

de ~ E mcosz(m—¢)—ez(m—e)sinz(m —¢€) >0,
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z

=TT

Obrazek 2.5: Zelené nulté hladiny funkce F(e, z), modfe nulté hladiny funkce F; (¢, z), oranZové
body d, ad,1,n = 1, pro pevné zvolené €.

pokud plati
€zcosz(rt —€) +sinz(m —e€) = 0.

Z rovnice F(e,z) = 0 vyjadiime sinz(7 — €) a dosadime do nerovnice % > 0. Po jednoduché

tpravé dostdvame

€273

————— >0,
7T+ €222 (m —€)

coZ je splnéno pro viechna e € (0;7r) az > 0. Tedy s rostoucim € roste i z. Protoze z = V/A a
odmocnina je rostouci funkce, tak s rostoucim € roste i A.
O

s

VETA 2.4. Pro e bliZici se k hodnoté 7t zleva funkce z = z(€) a tedy i vlastni ¢isla A, diverguji do
nekonecna.

Diikaz. Zderivujeme funkci F(e,z) podle € a dostaneme

Fe(e,z) = ez?

sinz(7m — €).
Plati F(€,z) = 0 prave tehdy, kdyz z(7r — €) = k7, kde k € IN. Obdobné jako v pfipadé dikazu

véty 2.2 1ze ukdzat, ze 1ze kazdou funkci z, = z(e) zav¥it mezi funkce z = 0 ffe), které pro

€ — m" diverguji do nekonelna. Z véty o sevieni musi platit, Ze i funkce z, = z(€) diverguji do
nekone¢na proe — 7.

O
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V této kapitole jsem uvazovali pfipad vdhové funkce, kterd je na intervalu (0; 7r) nezdporna.
Véhové funkci s touto vlastnosti se nékdy oznacuji jako pozitivné semidefinitni. Diky volbé pozi-
tivné semidefinitni vahy jsme ziskali pouze kladnd vlastni ¢isla. Podobné se zavadi také oznaceni
pozitivné definitni, negativné definitni, negativné semidefinitni a indefinitni vdhova funkce. Tyto
pfipady a jejich vliv probereme v zavéru kapitoly 3.



Po castech konstantni
vahova funkce s dvéma
parametry

Nyni budeme uvazovat funkci r(x) ve tvaru

rx) = {é’, x € (0;¢e),

1, x € (e m),
kde ¢ € R. Tato aprava zapfi¢ini, Ze obecné pro A > 0 feSeni na intervalu x € (0; €) bude spojité
prechazet z hyperbolického tvaru pro zdporné hodnoty parametru ¢, do linedrniho tvaru pro
hodnotu ¢ = 0 a nakonec do goniometrického tvaru pro kladné hodnoty ¢. Pro ¢ = 0 je postup
vypoctu stejny jako v kapitole 2. Zaméfime se tedy na pfipady ¢ < 0a ¢ > 0.
3.1 Piipad & <0
Stejné jako v kapitole 2 rozdélime vypocet na tfi pfipady.
3.1.1 Ptipad A >0

Na intervalu (0; €) jsou kofeny pfislusné charakteristické rovnice redlné a feSeni mtizeme zapsat

ve tvaru
y1(x) = Acosh \/—AZ&x + Bsinh /—AZx.
Z okrajové podminky
y(0) =0,
dostaneme
A=0,

a feSeni se redukuje na
y1(x) = Bsinhy/—A ¢x.

Ze sekce 2.1 vime, Ze na intervalu (e; 71) ma FeSeni po dosazeni okrajové podminky y(7r) = 0 tvar
y2(x) = Dsin(vV/A(x — 7).

13
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Pro urceni parametrti B a D pouZijeme opét pozadavky na spojitost v bodé x = e.
y1(e) = ya(e),

vi(e) = ya(e)-
Tedy musi platit

Bsinh y/—AZe = Dsin VA(e — ),
B+\/—AZ cosh \/—AZe = DVAcos VA(e — 7).

Prvni rovnici vydélime sinh /—A¢e a B dosadime do druhé rovnice

a0 =Rt e = DVReos e

a po zjednoduseni dostaneme

V—EtgVA(e — ) = tgh \/—AZe.

A

f(2)

(o]

Obrézek 3.1: Modfe graf funkce g(z) = —tg (25 ), zelené graf funkce f(z) = tghzZ.Proe = %,
F=—-laz=+VA

Z vlastnosti funkcf tanx a tanh x (viz obrazek 3.1.1) plyne, Ze vlastnich &isel je opét spocetné
mnoho, ke kazdému existuje pravé jedna vlastni funkce ve tvaru

Bsinh /—A,¢x, x € (0;€),
Yn = .
Dsin/A,(x — ), x € (¢; ),
kde B = siny/A, (e — 7r) a D = sinh /A, Ce.
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y(x)

Yq

Obrézek 3.2: Grafy prvnich tif vlastnich funkci yq, y2 a y3, pro hodnoty e = 7 a ¢ = —1.

3.1.2 Piipad A =0
Tento pfipad je popsan v sekci 2.1.

3.1.3 Piipad A <0

Na intervalu (0;€) jsou kofeny piislusné charakteristické rovnice komplexni a feSeni mtizeme
zapsat ve tvaru

y1(x) = Acos\/Agx + Bsin \/Agx.

Okrajovéd podminka y(0) = 0 redukuje funkci do tvaru
y1(x) = Bsin\/A¢x.
Na intervalu (€; 7r) je feSeni podle sekce 2.1 a okrajové podminky ve tvaru

ya(x) = Dsinh vV —A(x — 7).

Konstanty B a D uré¢ime opét pomoci napojeni v bodé e. Po stejné tipravé jak v sekci 3.1.1 dostavame
tvar

\/Tfjtgh V=A(e—m) = tg \//\Tfe.

Vlastnich &isel je opét spocetné mnoho a pfislusné vlastni funkce majf tvar
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f(z)

WA

Obrézek 3.3: Modfe graf funkce g(z) = — tgh (25 ), zelené graf funkce f(z) = tgz5.Proe = %,
{=—-laz=+v—A\.

B { Bsin/A,¢x, x € (0;¢),
Y1 = Dsinh V—An(x— 1), x € (6 m),

kde B = sinh /A, (e — ) a D = sin /A, Ce.

3.2 Piipad¢ >0
Regeni opét rozdélime na na tfi p¥ipady podle vlastniho &isla A. P¥ipad s A = 0 byl uz opét vyfesen

v kapitole 2.

3.2.1 Piipad A >0

Na intervalu (0;€) jsou kofeny piislusné charakteristické rovnice komplexni a feSeni mtizeme
zapsat ve tvaru

y1(x) = Acos\/Afx + Bsin \/Agx.
Z okrajové podminky

dostaneme

a feSeni se redukuje na

y1(x) = Bsin /A ¢x.
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Na intervalu (€; 1) je rovnice y,(x), stejné jako v sekci 3.1.1, ve tvaru
ya(x) = Dsin(vVA(x — 7).
Pro urceni parametrti B a D pouZzijeme opét pozadavky na spojitost v bodé x = e.
y1(€) = ya(e),
yi(€) = ya(e).

Po dosazeni dostaneme tvar
Bsin \/AZe = DsinVA(e — 1),
B+/AC cos \/Afe = DV/Acos VA(e — 7).
A po tpravé dostaneme

VAGtg VA (e — 1) = tg \/Age.

()

Obrazek 3.4: Modfe graf funkce f(z) = tge+/Cz a ervend graf ¢(z) = z\/Ctgz(e — 1) proe = 2.8
a¢=1.

Lze ukdazat, Ze pro vechny € € (0;71) a { > 0 je Vlastnich ¢isel opét spocetné mnoho. Napiiklad
pro nastaveni parametrti € = 7 a { = 1 jsou vlastni ¢isla ve tvaru A, = 2n a prvni tfi vlastni
funkce jsou zndzornény ve na obrazku 3.2.1.
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Y3

UL

Obrézek 3.5: Grafy prvnich tif vlastnich funkci yq, y2 a y3, pro hodnoty e = 7 a ¢ = 1.

3.2.2 Ptipad A <0

Na intervalu (0; €) jsou kofeny pfislusné charakteristické rovnice redlné a feSeni muZeme znovu
po tpravé pomoci okrajové podminky zapsat ve tvaru

y1(x) = Bsinh y/—Agx.

Na intervalu (g; 71) dostdvdme tvar

yo(x) = Dsinh vV —A(x — 7).

7 Yz

Po jednoduché tipravé dostdvame vztah pro vlastni ¢isla

V=A&tghv/—A(e — ) = tgh\/—Ale.

Rovnice mé pro vsechny volby parametri jediné feSeni a to A = 0, které vSak neuvaZujeme.

V této kapitole jsme se setkali s ptipady pozitivné definitni a indefinitni vahové funkce. V
pripadé indefinitni vdhové funkce, tedy volbu parametru § < 0, jsme ziskali kladna i zdporna
vlastni ¢isla. V pfipadé pozitivné definitni vahové funkce jsme dostali, stejné jako v pfipadé po-
zitivné semidefinitni vahové funkce, pouze kladna vlastni ¢isla.

Stejné jako v kapitole 2 by bylo vhodné provést analyzu zavislosti vlastnich ¢isel na paramet-
rech ¢ a €. Toto ponechdme jako ndmét na dalsi praci.
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Obrazek 3.6: Modfe graf funkce f(z) = tgh/Cze a Cervené graf ¢(z) = z\/Ctghz(e — 1) pro
e=%a¢=1






Principialni vlastni c¢islo a
jeho odhady

Ve s

V této casti probereme nékolik odhadti prvniho vlastniho ¢isla pro obecnéjsi vahové funkce. Prvni
dva budou slouZit pro dolni odhad vlastnich ¢isel a dalsi dva budou iteraéni pro piesnéjsi urceni
prvniho vlastniho &fsla. Na zavér srovndme odhady pomoci vhodného softwaru. Méme dlohu
(1.2), to je:

{y”(x) + Ar(x)y(x) =0 prox € (0,7),
y(0) =y(m) =0.

Vahova funkce r(x) bude v této &asti uvaZzovdna nezdpornd na intervalu okrajové tlohy, tedy
musf platit Vx € (0;77) : r(x) > Oa [;"r(x)dx > 0. Z tohoto pozadavku vyplyva, Ze tloha
(1.2) ma prosté principidlni vlastni ¢islo A; a jemu pfislugné vlastni funkce na intervalu (0; 7r)
neméni své znaménko. JelikoZ libovolny nenulovy ndsobek vlastni funkce je také vlastni funkci,
tak miizeme Fict, ze vlastni funkce ¢ (x) je na daném intervalu kladna. [5]

4.1 Odhad na zdkladé Poincarého nerovnosti

Prvni dolni odhad vlastniho ¢isla A; ziskdme pomoci Poincarého nerovnosti.

VETA 4.1 (Poincarého nerovnost [3]). Nechf 1 < p < oo, ) je oteviend omezend souvisld mnoZina
v R", n € IN. Potom existuje konstanta ¢ zdvisld pouze na p a Q) takovd, Ze plati

1,
lullpay < cll Vil Yu e WyP(Q). (4.1)

V nasem piipadéjen = 1,Q = (0,7),p = 2 a lze ukdzat, Ze optimdalni konstanta v nerovnosti
(4.1) je v tomto piipadé c = 1 (viz [3]). Tedy plati ndsledujici nerovnost

/0 " P(x)dx < | /0 " ()2 Vy(x) € W0, 7). 42)

Nyni obé strany rovnice z tilohy (1.2) vyndsobime y(x) a zintegrujeme pfes interval (0; 7). Levou
stranu integrujeme metodou per partes. Ziskame

_ [y(x)y(x)/}z—l— /On(y’(x))z dx = /Oﬂ Ar(x)yA(x) do. (4.3)

21
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Prvni ¢len na levé strané se kvtli okrajovym podminkdm rovna nule. Dostali jsme rovnici do
tvaru, kde je moZné pouZzit Poincarého nerovnost (4.1), tedy plati

/Oﬂyz(x) dx < /Oﬂ Ar(x)y?(x) dx.

Nyni jesté odhadneme pravou stranu nerovnosti a dostaneme

/On y?(x)dx < A max r(x) /Onyz(x) dx.

x€(0;7)

Odtud dostavame vztah pro vlastni ¢isla A

As_ b (4.4)
max 7(x)
x€(0;7)

4.2 Prvni odhad na zdkladé Morreyho nerovnosti

Druhy odhad ziskdme podobné jako v pfedchozi kapitole, ale pomoci jiné zndmé nerovnosti, a to
Morreyho nerovnosti.

VETA 4.2 (Morreyho nerovnost [2]). Nechf I je otevieny a omezeny interval a nechf u € WP (I) a
1 _
1 < p < +oo. Potom plati, Ze u € c” (I) a pro vSechna a,b € I
1-1
y(a) —y®)] < la=bl" ¥y v (). (4.5)

V naSem piipadé volime za p = 2 a dostdvdme nerovnost ve tvaru

y(@) —y(®)| < \/la =Bl 1Y ll20)-

Zacneme stejné jako pro odhad v kapitole 4.1 a dostaneme rovnost (4.3).
Oznatime ym = max,c(o) Y(x) a xm € (0,77) bod, kde nastdvda maximu, tedy y(xm) = ym.
Integral na pravé strané (4.3) odhadneme shora jako

/Oﬁ(y’(x))2 dx < y%)»/onr(x) dx. (4.6)

Uvazujme dva pfipady.
1) Necht x,, < 5.
Diky Morreyho nerovnosti

s
= Ly~ ¥O)] <Vl 0 < /319 1130y

2) Necht x,, > 5.
Pomoci Morreyho nerovnosti dostaneme

7T
Ym = [y () = y(xm)| < V7T = 2mllY |22, 7) < \/:||y,|L2(O,n)'
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Celkové tedy plati

Po dosazeni do (4.6) dostavame

/On(y’(x))2dx < %/On(y’(x))zdx /()'”M(x) dx.

Po jednoduché tpravé dostdvame druhy odhad vlastnich ¢isel ve tvaru

2
A> T 4.7)

4.3 Druhy odhad na zdkladé Morreyho nerovnosti
Odhad v pfedchozi kapitole 1ze jesté dvojndsobné zlepsit. Zacneme stejné jako v ¢asti 4.2 a dosta-
neme dvé nerovnosti, které plati bez ohledu na pozici x,, v intervalu (0, 77):

Xm

v < [ (),

—~

7 ) [/ ()

m

2
Ym =

Prvni nerovnost vynasobime (77 — x,,) a druhou vynasobime x,,

(= v < (=) [0/ (1),

sty < (=) [/ ()Pl

Xm

Nerovnosti se¢teme a upravime do tvaru

oy < (= x) [/ ()2 (48)

Nyni vyuZzijeme AG nerovnost, ktera spojuje aritmeticky a geometricky prameér ¢isel ¢y, ¢, ..., ¢
Pokud ¢; > 0Vi =1, ..., n, pak plati

c1+c+...+cCyp

Yeicp...ocp <
n

V nasem piipadéjen = 2,c; = xy a 3 = 7T — X1 Musi tedy platit

X (70— xy) < T H T T

tedy plati

X (7T — X)) <

uk" A,

Po dosazeni do vztahu (4.8) dostdvame nerovnost

o< [ )
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Dosadime do (4.6) a upravime. Dostdvame lepsi odhad s vyuZzitim Morreyho nerovnosti

4

4.4 Yanguv itera¢ni odhad pomoci Greenovy funkce

V této sekci predstavime itera¢ni metodu pro odhad principidlniho vlastniho ¢isla predstavenou
B. Yangem [6] a J. Webbem [4]. Odhady vyuZivaji Greenovu funkci.

DEFINICE 4.3 (Greenova funkce [1]). UvaZujme okrajovou dlohu

—y"(x) = f(x)  proxe (0,7), (4.10)
y(0) = y(m) =0. |

Greenovou funkci pfislusnou okrajové tloze (4.10) rozumime funkci G(x,s) := (0, 1) x (0, r) —
R, ktera pro libovolné sy € (0, 7r) spliiuje nasledujici:

1. G(x,80) € C1((0, 7)) a G(x,59) € C?(0,59) N C? (50, 77),
2. 2G(sy,50) — £G(sy,50) =1,
3. G(0,s09) = G(m,80) =0,

4. 2.G(x,50) =0 Vxe (0,7)\{so}.

9x2

Lze ukazat, Ze Greenovu funkci pfislusnou tloze (1.2) Ize zapsat ve tvaru

s(m—x)

x(r—s)
s

pros € (0,x),

G(x,s) = (4.11)

pros € (x, ).
Vyuziti Greenovy funkce doklada naptiklad nasledujici znamé tvrzeni, které uvedemeis dtikazem.

VETA 4.4. Nechf f € C(0,7) ay € C%(0, 7r). Pak y #est okrajovou tilohu (4.10) pravé tehdy, kdyz

y(x) = /OﬂG(x,s)f(s)ds Vx €0, ).

Diikaz. Ekvivalenci dokdZeme ve dvou implikacich.

1.(=)

Predpokladejme, Ze y(x) je fegenim okrajové tlohy (4.10). Ulohu lze fesit metodou variace kon-
stant a dojit k feSeni ve tvaru

y(x) = A—i—Bx—/Ox(x—s)f(s)ds.

Z okrajovych podminek dostaneme, e A = 0a B = L [[7(71 — 5)f(s) ds. Reen{ tedy mtizeme

zapsat ve tvaru
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v =2 [“r=s)f(s)as = [ -9)f(s)ds.

7T 0

Po jednoduché tpravé dostdvame
coz lze zapsat jako

kde G(x, s) je ddno vztahem (4.11).

2.(«)

Pfedpoklddejme,ze y(x) = fon G(x,s)f(s)ds, Vx € (0, m). Rovnost zderivujeme podle nezdvislé
proménné x

y(x) = /0” %G(x,s)f(s) ds.

Nyni integral na pravé strané rozdélime na dva integraly

¥ (x) = /Ox %G(x,s)f(s) ds + /xﬂ %G(x,s)f(s) ds
a znovu zderivujeme podle x
V() = [ Gunls) () ds + [ Gunlx,9)f(5) s+ Gallr, ¥ )f(x7) = Gl ) F).

Z podminek na Greenovu funkci G(x, s) a na spojitost funkce f(x) dostdvame

atedyi

-y (x) = f(x) Vxe€ (0,m).

Ovéfeni okrajovych podminek y(0) = y(7r) = 0 dostaneme jednoduse dosazenim
T
y(0) = [ G(0,5)f(s)ds =0,
0
T
y(m) = / G(m,s)f(s)ds = 0.
0

Celkové jsme tedy dostali, Ze y fe$i okrajovou tlohu (4.10).

Lze ukazat, Ze pfedpoklady véty (4.4) 1ze zeslabit.

Nyni pomoci Greenovy funkce G(x, s) pfepiSeme tlohu (1.2) do tvaru

y(x) = /\/Oﬂ G(x,s)r(s)y(s)ds, Vx e (0,m). (4.12)
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Operator na pravé strané rovnosti (4.12) ozna&ime L, tedy L : C(0, ) — C(0, )

L(y)(x) = /0 " Gx,5)r(s)y(s) ds. 4.13)
Mgéjme libovolné funkce f(x) a h(x) takové, ze:
Vxe (0r): h(x) < ||(P§; (‘T) < f(x), (4.14)
1|0

kde ¢1(x) je vlastni funkce p¥islusna k vlastnimu ¢islu Ag a ||. || znaéi maximovou normu. Zave-
deme dvé funkéni posloupnosti

en(x) = L0, 1 (x) a Un(x) = Loy (X),

kde 6y = h(x), 0p = f(x) a L je operéator definovany v (4.13).

Déle zavedeme dvé &iselné posloupnosti (11,) ) a (M,) > dané predpisem

==

my = | sup Oy , (4.15)
0<x<m
_1
M, = | sup oy . (4.16)
0<x<m

Pak plati nasledujici véta:

VETA 4.5 (Yang [6], Webb [4] ). M¢&jme operitor L a posloupnosti (my,) 25 a (My) > definované
vyse. Pak plati, Ze (my)

29 je rostouct posloupnost a (My) Yy je klesajict posloupnost. Dile pro vSechna
n € N plati
my < Ay < My,
kde A1 je principidlni vlastni ¢islo tilohy (1.2).

Véta 4 ddva navod, jak postupné ziskat dolni a horni odhad prvniho vlastniho ¢&isla. Piislusnou
softwareovou implementaci mtizeme zapsat pomoci nasledujictho pseudokédu.

* zvolime f(x) a h(x) spliiujici (4.14) a nastavime 6y = h(x) a op = f(x)
¢ zvolime n =pocet iteraci
e Prok=1,..,n

— 0y ziskdme aplikaci operdtoru L na 01

- 0y ziskdme aplikaci operatoru L na oj_q

- vypocitdime My a my ze vztahti (4.16) a (4.15)

Jelikoz hleddme vlastni ¢islo A1, tak nezndme ani vlastni funkci @q (x). Trividlné ale mtizeme zvolit
f(x) = 1. Volba funkce h(x) jiz neni tak zfejma. Plati vSak nasledujici tvrzeni.
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LEMMA 4.6. Funkci h(x) z véty 4 je mozné pro tilohu (1.2) volit ve tvaru

x(n—x)'

h(x) = -

Diikaz. Z ¢lanku [4] plyne, Ze pokud existuji funkce i1(x) a ®(s) takové, Ze

h(x)®(s) <r(s)G(x,s) < P(s), Vx,s€(0,m),

pak pro prvni vlastni funkci ¢1 (x) plati

1]l
O¢ividné pro 0 < x < 7 plati, Ze
1
G(x,s) < ;s(n —s), Vse (0,m).
JelikoZ je r(x) nezdpornd na intervalu (0; 77), tak plati

G(x,s)r(s) < r(s)%s(n —35) =: ®(s).
Nyni funkci G(x,s) odhadneme zdola.
1) Nechf 0 < x < s < 1.
Funkce G(x,s) vypada takto
_ x(r—5s)
G(x,s) = _—

=X
T

Nyni vyuZijeme faktt, Ze < Tla % < 1adostaneme nésledujici nerovnost

G(x,s) >x(7r—x)i(7r—s).
- T w

Opét vynasobime funkci 7(x) a dosadime zadefinovanou funkci ®(s)

x(m—x
G(x,s)r(x) > @(s)%.
2) Nechf 0 <s < x < 7.
Funkce G(x,s) vypada takto
_ s(r—x)
G(x,s) = _—
Opét vyuzijeme faktli, zZe “—° < 1a % < 1 a dostaneme stejnou nerovnost jako v pfedchozim
pripadé
G(x,s) > x(n—x)i(n—s).
Toom T

Po nésobeni funkci r(x) dostaneme znovu nerovnost

x(7T — x)

G(x,s)r(x) > ®(s) -

Celkové tedy plati
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x(mr—x

a(5)

< G(x,s)r(s) < ®(s)

a funkci h(x), splitujici (4.14), muzeme volit jako @

4.5 Druhy itera¢ni odhad pomoci Collatzovych-Wielandtovych ¢isel
Druhy itera¢ni odhad vychazi z ¢lanku [4], kde autor vyuZziva Collatzova-Wielandtova ¢isla.

DEFINICE 4.7. (Collatzova-Wielandtova ¢isla) Collatzovymi-Wielandtovymi ¢isly (dale jen C-
W &isla) pfislusnymi operatoru L a funkei y rozumime &isla r(L, y) a 7(L, y) definovana jako

r(Ly) :=sup{p € R: Ly > py},

7(L,y) :=inf{e € R: Ly < ey}.
Cislo (L, y) se nazyva dolni C-W &islo a 7(L,y) se nazyva horni C-W &islo.

Pomoci horniho a dolntho C-W ¢&isla uréime odhad principidlniho vlastniho ¢éisla Aj. VyuZzijeme

postup popsany v [4].
Mgjme libovolné funkce f(x) > 0a h(x) > 0 takové, Ze plati

<
Tu,v >0 {”h<x> < Li(x), 4.17)
vF(x) > Lf(x).
Nyni zavedeme dvé funkéni posloupnosti (v, (x))5 ; a (w,(x))5 jako
vn(x) = Lv,_1(x),
wn(x) = Lwy_1(x),
kde vg(x) = h(x) awp(x) = f(x).
Dale mé&jme dvé ¢iselné posloupnosti (7,,)57 ; a (Ry)5; definované jako
tn = 1r(L,vn), (4.18)
Ry = F(L, wy). (4.19)

Pak plati nasledujici véta.

VETA 4.8 (Webb [4]). Mé&me operitor L definovanyj v (4.13) a hodnoty ry, a R, definované vyjse. Pak
plati, Ze pro vsechnan € IN

1 1
— <M< =,
rn_l_Rn

kde Ay je principidlni vlastni ¢islo tilohy (1.2).
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Odhad je opét vhodné implementovat ve vhodném softwaru. Implementaci lze zapsat v nasledujicim

pseudokédu

e zvolime nezdporné funkce f(x) a h(x) a nastavime vy = h(x) awy = f(x)
¢ zvolime n =pocet iteraci

e Prok=1,..,n

- v ziskdme aplikaci operatoru L na vy_q
— wy ziskame aplikaci operdtoru L na wy_1

— vypocitdme Ry a 1y ze vztaht (4.19) a (4.18)

Volba f(x) muZe byt stejnd jako v ptipadé véty 4. Tedy f(x) = 1. Trividlné plati

L(f)(x) :/Onr(s)G(x,s)ds < /Onlds <m,

tedy podminka (4.17) pro volbu v = 7 je splnéna. Funkci /(x) budeme v nésledujici sekei volit
ve stejném tvaru jako v sekci o Webbové metodé odhadu, to je h(x) = @ Ovéfeni podminky
(4.17) pro funkci h(x) provedeme vzdy u konkrétni volby vdhové funkce r(x).

4.6 Porovnani odhadu

Konkrétni vysledky demonstrujeme na nékolika vdhovych funkcich. K vypoctu jsme vyuZili nu-
mericky software Matlab a symbolicky software Wolfram Mathematica. Pro kaZdou védhovou
funkci spocteme odhad (4.8) pomoci Morreyovy nerovnosti a dale itera¢ni odhady z vét 4.5 a 4.8,
u kterych uréime vzdy prvni, tfeti a patou iteraci. Hodnoty budou zaokrouhleny na tfi desetinnd
mista.

V8echny vdhové funkce r(x) jsme volili tak, aby max,¢ ) 7(x) = 1. MiiZeme tedy rovnou
ur¢it odhad pomoci Poincarého nerovnosti (4.4), Ze vSechna vlastni ¢isla jsou vétsi neZ 1.

4.6.1 Konstantni vdhova funkce r(x) =1

Pro konstantni vdhovou funkci r(x) = 1 jsou vlastni ¢isla druhé mocniny pfirozenych &isel, tedy
pro prvni vlastni ¢islo Aq plati: A = 1.
Pomoci Morreyho nerovnosti dostdvdme nésledujici odhad

4 4
mfydx T

Za funkci volime f(x) = lazah(x) = x(f;x) v obou itera¢nich metodéach. Ovéfime, Ze tato volba
h(x) splituje podminku (4.17), tedy Ze

Ju>0: wh(x) < Lh(x).

Na funkci aplikujeme operator L
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(4.20)

L x(m—x)\ _ mOx—2mx® +xt
B 1272

Vysledek je opét polynom, tedy musi existovat konstanta y, pro kterou bude podminka splnéna.
Iteraéni odhady vychazeji ndsledovné:

Metoda Webbova metoda C-W metoda
Software Matlab Mathematica Matlab Mathematica
Mez Dolni | Horni | Dolni | Horni | Dolni | Horni | Dolni | Horni

1. iterace | 0.811 | 3.891 | 0.811 | 3.891 | 0.972 | 1.031 | 0.973 | 1.031
3.iterace | 0923 | 1.571 | 0923 | 1.571 | 0.997 | 1.001 | 1.000 | 1.001
5.iterace | 0.953 | 1.311 | 0953 | 1.311 | 1.000 | 1.001 | 1.000 | 1.000

Odhad pomoci Morreyho nerovnosti vychdzi v tomto pfipadé nejhtif. Poincarého nerovnost nim
dava konkrétni hodnotu vlastniho ¢isla A; = 1. Webbova metoda ndm uZ u prvni iterace vychazi
dvakrat lépe nez Morreyho nerovnost, ale horni hranice davd mnohonasobné horsi odhad nez
dolni. Tento rozdil se zlepsuje s dal$imi iteracemi. Vypocet v numerickém softwaru Matlab je
proveden tak, Ze interval je navzorkovan na 1000 hodnot. V kazdém bodé je spocten jedno-
rozmérny integral, kde je do dvourozmérné Greenovy funkce dosazena konkrétni hodnota jedné
proménné a podle druhé je provedena integrace. VSechny tyto hodnoty jsou ukladdny a po do-
kon¢eni vypoctu na celém intervalu je nalezena nové funkce tak, Ze interpolujeme ziskané hod-
noty pomoci spline kiivek tak, aby vyslednd funkce byla t¥tidy C?(I). V softwaru Mathematica se
tento postup nemusi fesit a software si s integralem poradi symbolicky. Je tedy z¥ejmé, Ze postup v
Mathematice bude pfesnéjsi a vyvarujeme se aproxima¢nim chybam ve vzorkovani a interpolaci.
Ve Webbové metodé se tento rozdilny postup neprojevuje a oba softwary konverguji stejné rychle
a uZ u paté iterace dostavame relativné dobry odhad na prvni vlastni ¢islo. Druhd C-W metoda
vychdzi mnohem lépe nez Webbova a uz u pété iterace dostdvdme konkrétni hodnotu vlastniho
¢isla na ndmi zvolen4 tfi desetinnd mista. Postupy v Matlabu a v Mathematice zde vychdazeji opét
téméf identicky aZ na malé zaokrouhlovaci odchylky.

Iterace 1ze zlepsit, pokud v C-W metodé vybereme vhodnéjsi funkci f(x). Z vysledku v rovnosti
(4.20) vidime, Ze volba f(x) = @ by také splnila podminku (4.17) a existuje konstanta v z
podminky (4.17), takovd, ze vf(x) > Lf(x). Pro tuto volbu odhady vychazeji takto:

Metoda Webbova metoda C-W metoda
Software Matlab Mathematica Matlab Mathematica
Mez Dolni | Horni | Dolni | Horni | Dolni | Horni | Dolni | Horni

1. iterace | 0.811 | 3.891 | 0.811 | 3.891 | 0972 | 1.216 | 0973 | 1.216
3.iterace | 0923 | 1.571 | 0.923 | 1.571 | 0.997 | 1.001 | 1.000 | 1.001
5.iterace | 0953 | 1.311 | 0953 | 1.311 | 1.000 | 1.001 | 1.000 | 1.000

Na ¢ervené vyznacenych hodnotéch je vidét, Ze se C-W metoda nezlep$ila a zména je patrna jen

na prvni iteraci. Pro dalsi vdhové funkce budeme volit f(x) = 1 pro lep$i srovnatelnost itera¢nich
odhadti.



4.6. POROVNANI ODHADU 31

4.6.2 Po tastech konstantni vihova funkce r(x)

Pro po &astech konstantni vahovou funkci
0, x € (0; 1),
() = %)
1, xe (§;m),
jsme spocetli vlastni ¢isla v kapitole 2, to je A; = 1.67. Pomoci Morreyovy nerovnosti dostavame

nésledujicf odhad

P

4
- nfonr(x)dx ?

r(x)

X=1/2

Obrazek 4.1: Vdhova funkce r(x) = { 0,x€(0:3),

1, xe(§;m).

Itera¢ni odhady, pro stejnou volbu funkci jako v kapitole 4.6.1, vychazeji ndsledovné:

Metoda Webbova metoda C-W metoda
Software Matlab Mathematica Matlab Mathematica
Mez Dolni | Horni | Dolni | Horni | Dolni | Horni | Dolni | Horni

1. iterace | 0.878 | 9.119 | 0.878 | 9.119 | 0.878 | 9.119 | 0.878 | 9.119
3.iterace | 1.337 | 2277 | 1337 | 2277 | 1.625 | 3.882 | 1.625 | 3.881
5.iterace | 1.461 | 2.011 | 1.461 | 2.011 | 1.659 | 1.672 | 1.660 | 1.672

Opét l1ze ovéfit, Ze funkci h(x) muZeme v obou iteraénich metodéch volit stejné. Morreyho ne-
rovnost opét vychdzi hiif nez pomoci Poincarého nerovnosti. Prvni iterace obou metod jsou srov-
natelné s vysledkem Morreyho nerovnosti, ale horsi nez vysledek z Poincarého nerovnosti. Tfeti
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iterace je u obou metod lepsi nez oba neitera¢ni odhady. Odhad pomoci C-W ¢isel dédva uz pti
tfeti iteraci odhad presny na jedno desetinné misto. Pat4 iterace u prvni metody vychazi hiif, nez

tfeti iterace u druhé metody. Pat4 iterace u metody pomoci C-W &isel se opét velmi blizi skutecné
hodnoté vlastniho ¢isla.

4.6.3 Linearni vahova funkce r(x) = %

Linearni vdhova funkce je vynormovana tak, aby
max r(x) =1.
x€(0;7t)

Morreyova nerovnost vychazi stejné jako v pfedchozim pripadé

P

~ 0.811.
o [y r(x)dx

SRS

r(x)

Obrazek 4.2: Vdhova funkce r(x) = %

Iteraéni metody probéhly ve stejném nastavenijako v kapitole 4.6.1 a vychézeji nasledovné. Ovéteni
podminek (4.17) je obdobné jako u konstantni vdhové funkce.

Metoda Webbova metoda C-W metoda
Software Matlab Mathematica Matlab Mathematica
Mez Dolni | Horni | Dolni | Horni | Dolni | Horni | Dolni | Horni

1.iterace | 1.579 | 7.661 | 1.579 | 7.661 | 1.810 | 3.040 | 1.811 | 3.110
3.iterace | 1.781 | 3.0476 | 1.781 | 3.0476 | 1.911 | 2.432 | 1.861 | 2.433
5.iterace | 1.836 | 2534 | 1.836 | 2534 | 1.920 | 1.964 | 1917 | 1.964

Morreyho nerovnost opét vychazi htif nez Poincarého nerovnost, ale itera¢ni metody vychazeji
uZ pii prvni iteraci l1épe neZ obé nerovnosti. C-W metoda zde konverguje vyrazné rychleji. Jsou
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zde také patrnéjsi rozdily v symbolickém a numerickém integrovani. Tyto rozdily jsou zptisobené
vyraznéjsi aproximaci v Matlabu, kterou jsme popsali u prvni vdhové funkce. P4td iterace u C-W
nam dava velmi dobrou pfedstavu o principidlnim vlastnim &isle.

4.6.4 Exponenciilni vihova funkce r(x) = e~

Tuto vahovou funkci jsme volili tak, aby byla koncentrovand na levém okraji intervalu. I zde 1ze

ovéfit volba funkce h(x) pro C-W metodu. Plati

10x

/”eflox Jx — i(l _ ooy
0 10 !
a tedy
4
A> u ~ 12.732.
Z (1— e 107)
r(x) |
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
I
1
1 X
1
1
1
1
1
1
1
1
;
Obrazek 4.3: Exponencidlni vdhova funkce r(x) = ¢~ 10¥
Metoda Webbova metoda C-W metoda
Software Matlab Mathematica Matlab Mathematica
Mez Dolni Horni Dolni Horni Dolni Horni Dolni Horni
1.iterace | 116.491 | 2102.9 | 135.266 | 2351.53 | 113.638 1.7e3 1.216 5e13
3. iterace | 138.280 | 384.909 | 147.781 | 318.911 | 154.555 | 216.803 | 144.314 | 223.402
5.iterace | 145.462 | 269.223 | 133.553 | 188.694 | 152.138 | 158.204 | 154.278 | 163.311

Morreyova nerovnost vychdzi v tomto pfipadé mnohem lépe nez Poincarého nerovnost, kterd
ndm déavéa velmi vzdaleny odhad od redlné hodnoty principidlniho vlastniho ¢isla. Zde je ziejmy
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rozdil mezi vysledky ze softwaru Mathematica a Matlab. Ty jsou opét nejspise zptisobeny apro-
ximaci funkce pfi numerickém integrovani. U prvni iterace v druhé metodé horni odhad nabyva
relativné vysokych hodnot, coZ je nejspi$ zptisobeno téméf nulovou derivaci na pravém okraji
intervalu. Zajimavé je také, Ze u metody C-W ¢isel dava Matlab mnohem lepsi vysledky, coZ ale
miiZe byt i chyba, kterd v tomto p¥ipadé pfispéla k lepsimu vysledku. Toto chovani by mohlo byt
prosetieno v navazujicich pracich.

4.6.5 Exponencialni vahova funkce r(x) = ¢!0x—7)

Tato vdhova funkce se chovéa stejné jako ta v predchozim piikladu, jen je koncentrovdna na
pravém okraji intervalu. V8echny odhady vychdzeji stejné.

r(x)

Obrazek 4.4: Exponencialni vdhova funkce r(x) = e!0(x=70)

Metoda Webbova metoda C-W metoda
Software Matlab Mathematica Matlab Mathematica
Mez Dolni Horni Dolni Horni Dolni Horni Dolni Horni

1.iterace | 116.491 | 21029 | 135.266 | 2351.53 | 113.638 | 1.7e3 1.216 5el3
3. iterace | 138.280 | 384.909 | 147.781 | 318.911 | 154.555 | 216.803 | 144.314 | 223.402
5.iterace | 145.462 | 269.223 | 133.553 | 188.694 | 152.138 | 158.204 | 154.278 | 163.311
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4.6.6 Periodicka vahova funkce r(x) = sin'®(10x)

Tato vahova funkce by mohla napfiklad do jisté miry simulovat diskrétni rozdéleni. Morreyova
nerovnost vychazi nasledovné. Plati

a tedy

Obrazek 4.5: Vahova funkce r(x) = sin'®(10x)

Itera¢ni metody byly spustény se stejnou volbou funkci jako v pfedchozich kapitolach. I zde 1ze
ovéfit, Ze tato volba vyhovuje podmince (4.17).

Metoda Webbova metoda C-W metoda
Software Matlab Mathematica Matlab Mathematica
Mez Dolni | Horni | Dolni | Horni | Dolni | Horni | Dolni | Horni

1. iterace | 1.621 | 7.800 | 1.621 | 7.801 | 1.849 | 4.919 | 1.849 | 4.920
3.iterace | 2.203 | 3.754 | 2401 | 3.700 | 2.544 | 3.699 | 2.521 | 3.557
5.iterace | 2.355 | 3.243 | 2.412 | 3.179 | 2.587 | 2.625 | 2.599 | 2.613

Morreyho a Poincarého nerovnost davaji velmi podobny vysledek, pficemZ Poincarého nerovnost
si vede o trochu lépe. Symbolicky software Mathematica si zde nebyl schopny s integrovanim
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poradit. Proto jsme i v ném volili numerické integrovani. I pfesto, Ze v obou softwarech bylo
integrovani provedeno numericky, tak software Mathematica je schopny cely proces integrace
provést sam a neni nutné vyslednou funkci interpolovat a aproximovat. Proto se da ocekavat, Ze
bude poskytovat pfesnéjsi vysledky, coz je vidét u paté iterace v metodé C-W cisel. Ta nam dava
relativné pfesny odhad principialniho vlastniho ¢isla.

4.6.7 Gaussova vahové funkce r(x) = ¢~ 20(:—2)

Tato vahova funkce pfedstavuje funkci normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou ve stfedu in-
tervalu. Morreyova nerovnost vychazi nasledovné. Plati

052 gy LT
/0 e 2 dx = 7 5erf(\f57t),
kde erf(x) vyjadfuje chybovou funkci. Celkové tedy plati A > 3.213.

r(x)

Obrazek 4.6: Vdhova funkce r(x) = e 20(x—%)?

Itera¢ni metody vychdazeji ndsledovné. Pocate¢ni volba funkci f (x) a hi(x) byla stejnd jako v pfedchozich
pripadech.

Metoda Webbova metoda C-W metoda
Software Matlab Mathematica Matlab Mathematica
Mez Dolni | Horni | Dolni | Horni | Dolni | Horni | Dolni | Horni

1.iterace | 3.493 | 14.103 | 3.493 | 14.103 | 3.526 | 6.491 | 3.526 | 6.492
3.iterace | 3.574 | 5.691 | 3.590 | 5521 | 3.616 | 3.621 | 3.617 | 3.621
5.iterace | 3.591 | 4.747 | 3.600 | 4.704 | 3.617 | 3.617 | 3.617 | 3.617
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Odhad pomoci Morreyovy nerovnosti zde poskytuje relativné blizkou dolni hranici. U této vdhové
funkce byla i v Mathematica volena numerickd integrace. Itera¢ni odhad pomoci C-W ¢&isel kon-
verguje téméf okamzité k pfesné hodnoté principidlniho vlastniho ¢isla.






Zaver

V této bakalafské praci jsme se zabyvali variantou Sturmovy-Liouvilleovy tilohy na vlastni ¢isla.
Uvazovali jsme operator —y”(x) a homogenni Dirichletovy okrajové podminky. Nejprve jsme

7 %z

spocetli vlastni ¢isla a vlastni funkce tlohy pro po &astech konstantni vahovou funkci r(x) a uréili
vlastni ¢isla a vlastni funkce v zavislosti na parametru €. Dal$im krokem bylo pfidani dalsiho
parametru ¢ a urfeni vlastnich ¢&isel a vlastnich funkci. V posledni ¢asti jsme uréili dva odhady
principidlniho vlastniho &isla zaloZené na znamych nerovnostech z funkciondlni analyzy a dva
itera¢ni odhady zaloZené na vysledcich z ¢lank [4] a [6]. Tyto odhady jsme porovnali v pfipadé
nékolika vahovych funkci. P¥i této prileZitosti jsme téz porovnali symbolické integrovani v soft-
waru Wolfram Mathematica s numerickym integrovanim v softwaru Matlab. Z experimentt jsme
zjistili, Ze neitera¢ni odhady pomoci Poincarého a Morreyovy nerovnosti si vedly srovnatelné a
u kazdé vahové funkce vychazel 1épe jiny. Naopak u itera¢nich odhad pomoci Webbovy me-
tody a metody C-W ¢isel si téméf vzdy vedla lépe metoda C-W C&isel, kterd konvergovala k prin-
cipidlnimu vlastnimu ¢islu rychleji, neZ Webbova metoda.

Béhem numerickych experimentii jsme narazili na nékolik zajimavych vysledk, jako jsou napii-
klad velmi vysoké prvni iterace u exponencidlnich vdhovych funkci, nebo zdanlivé presnéjsi
vysledky v softwaru Matlab, kde byla pouZzita aproximace funkci. Vysvétleni téchto jevii by mohlo
byt pfedmétem budoucich praci. Dalsim moZnym rozsifenim by mohlo byt provedeni analyzy
zavislosti vlastnich ¢isel na parametrech v kapitole 3, nebo analyza vlastnich ¢isel jiného linedrniho

diferencialniho operatoru.
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