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Abstrakt

V této préci se seznamime s vrcholovym barvenim grafi. Nasledné predstavime
Reedovu hypotézu ([15]), kterd davd horni odhad na chromatické ¢islo grafu G
jako x(G) < f%] Nasledné shrneme doposud znamé vysledky z oblasti
Reedovy hypotézy a zameérime se na vysledky které, uverejnili Aravind a kol. v [2],
kde mimo jiné ukézali, ze tiida {Chair, House, Bull, Ky + C,}-free grafu a tiida
{Chair, House, Bull, Dart}-free grafu spliuje Reedovu hypotézu. Ve snaze o osla-
beni pozadavku na pocet zakazanych podgrafu v ramci vlastnich vysledku uvedeme

tiidu grafu, ktera spliuje Reedovu hypotézu a rozsituje vyse zminéné vysledky.
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stupen; zakazané podgrafy.



Abstract

In this work, we will introduce the concept of vertex colouring of graphs. Sub-
sequently, we will present Reed’s conjecture ([I5]), which provides an upper bound
on the chromatic number of a graph G, expressed as x(G) < f%}
Following that we will then summarize the known results in the area of Reed’s
conjecture and focus on the results published by Aravind et al. in [2], where they
proved that the class of {Chair, House, Bull, K1 + C4 }-free graphs and the class of
{Chair, House, Bull, Dart}-free graphs satisfy Reed’s conjecture. In an attempt
to weaken the requirement on the number of forbidden subgraphs within our own
results, we will introduce a class of graphs that satisfies Reed’s conjecture and

extends the aforementioned results.

Keywords

Vertex coloring; Reed’s conjecture; chromatic number; clique number; maximum

degree; forbidden subgraphs.
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Kapitola 1
Uvod

Teorie grafu je odvétvim matematiky, které se zaméruje na studium grafu, tedy
struktur sestavajicich z vrcholi a hran. Grafy nachéazeji siroké uplatnéni v mnoha
oblastech, vcetné informatiky, logistiky, biologie a socialnich véd, kde slouzi jako
modely pro analyzu komplexnich systému a feSeni optimalizacnich problémnii.

V Kapitole [2| zavedeme zakladni pojmy a znaceni z oblasti teorie grafi, které
je dale pouzité v této praci.

V Kapitole[3]|se sezndmime s vrcholovym a hranovym barvenim grafu a nasledné
uvedeme zdkladni vysledky z oblasti vrcholového barveni grafu jako je Brooksova
veta ([5]) z roku 1941, kterd zlepsuje trividlni horni odhad na minimélni pocet
barev nutny k obarveni grafu za pomoci maximélniho stupné grafu. Dale uvedeme
dvé hypotézy, které tento horni odhad jesté snizuji. Jednou z téchto hypotéz je Ree-
dova hypotéza ([15]) z roku 1998, ktera dava horni odhad chromatického ¢isla grafu
v teci klikovosti grafu a maximalniho stupné. Tato hypotéza je stéle otevienym
problémem. Dale v Kapitole [3.1| uvedeme dosavadni vysledky z oblasti Reedovy
hypotézy a nasledné se zamérime na tiidy grafu, které jsou dany zakazanymi pod-
grafy a splnuji Reedovu hypotézu. Jeden z vysledku v oblasti zakazanych podgrafu
uverejnil Aravind a kol. roku 2011 v [2], kde mimo jiné ukézali dvé tiidy grafu,
které jsou dany ¢tyimi zakazanymi podgrafy a splnuji Reedovu hypotézu.

V Kapitole 4| navazeme na tyto tiidy grafu a ve snaze o oslabeni pozadavku na
pocet zakazanych podgrafu uvedeme vlastni vysledky v podobé nové tiidy grafu,
ktera spliuje Reedovu hypotézu a zobeciuje vysledky z [2]. Na zdvér shrneme

obsah této prace a uvedeme podnéty k dalsimu zkoumani.



Kapitola 2
Pojmy a znaceni

Zakladni pojmy teorie grafu byly ptejaty z knihy R. Diestela, Graph Theory [7].

Neorientovanym grafem G = (V(G), E(G)) rozumime dvojici mnozin, kde V' (G)
je mnozinou vrcholu a F(G) je mnozinou hran. Plati, ze E(G) C (V(ZG)), tedy ze
mnozina hran obsahuje neuspordadané dvouprvkové podmnoziny mnoziny vrcholu.
Pokud {z,y} € E(G), pak tikdme, ze x,y jsou sousedni vrcholy, nebo, ze x,y jsou
spojeny hranou a piseme xy € E(G). Vrcholy neorientovaného grafu obvykle za-
kreslujeme jako body a hrany jako ¢ary spojujici dva vrcholy. Rekneme, e neori-
entovany graf G ma rdd n, nebo, ze G je na n vrcholech, pokud |V (G)| = n.

Orientovanym grafem G = (V(G), E(G)) je obdobné jako v neorientovaném
ptipadé dvojice mnozin, kde V(G) je mnozinou vrcholu a E(G) je mnozinou hran.
Na rozdil od neorientovaného grafu tvoti hrany grafu G' usporadané dvojice, tedy
E(G) Cc V(G) x V(G). V této praci se nicméné budeme zabyvat pouze neoriento-
vanymi grafy. Pojmem graf tedy vzdy myslime neorientovany graf.

Okolim vrcholu x grafu G nazveme mnozinu N(z) = {y € V(G) : zy € E(G)}.
Okolim mnoziny S C V(G) je mnozina N(S) = {y € V(G) \ S : existuje vrchol
x € S tak, ze xy € E(G)}. Pro mnoziny vrcholu S a T je [S,7T] mnozina vsech
hran xy takovych, ze x € S a y € T. Mnozina hran [S,T] je uplnd, pokud je kazdy
vrchol z S sousedni s kazdym vrcholem z T'. Pokud S C V(G), potom fekneme, ze
vrchol y € V(G) \ S je sousedni s S, pifpadné y sousedi s S, pokud [{y}, S] # 0.
Grafy G a H jsou vrcholové disjunktni pokud plati, ze V(G) NV (H) = (). Pokud
navic plati, ze [V (G),V(H)] = 0, potom tikdme, ze grafy G a H jsou disjunktni.



Méjme dva vrcholové disjunktni grafy G a H. Sjednoceni grafu G a H, znac¢ime
G U H, je graf s mnozinou vrcholu V(G U H) = V(G) U V(H) a mnozinou hran
E(GUH) = E(G)UE(H). Sjednocenim vrcholové disjunktnich grafi Gy, Go, ..., Gy,
znacime |J;_, G, je graf s mnozinou vreholu V(U;_, G:) = U;, V(G;) a mnozinou
hran E(J, Gi) = U, E(G;). Pro kladné celé ¢islo k, kG znaci sjednoceni k
disjunktnich graft, kazdy izomorfni s G.

Pro vrcholové disjunktni grafy G a H operaci G+ H nazveme join a vysledkem
je graf s mnozinou vrcholu V(G+H) = V(G)UV (H) a mnozinou hran E(G+H) =
E(G)UEH)U{zy : x € V(G),y € V(H)}. V joinu grafui G a H je mnozina
[V(G), V(H)] aplna. Operace join je zndzornéna na Obrazku

G Gy G1 + Gy

Obrazek 2.1: Priklad joinu grafu Gy a Gj.

Doplnéek grafu G, znaéime G, je graf s mnozinou vrcholi V(GY) = V(G)
a mnozinou hran E(GY) = (V(QG)) \ E(G). Doplnék G grafu G je tedy graf, ktery
m4 stejnou mnozinu vrcholu jako G a obsahuje pravé ty hrany, které v E(G) chybi.

Vzddlenost vrcholi w a v v grafu G je délka nejkratsi cesty mezi vrcholy u a v
v G a zna¢ime ji jako dist(u,v). Pro S C V(G) a x € V(G) \ S je vzdélenost
dist(x, S) = minyeg dist(z, y).

Stupném vrcholu v v grafu G rozumime pocet hran obsahujicich vrchol v,
znacime jej dg(v). Minimdlni stupen grafu G, zna¢ime §(G), je nejmensi stupen
vrcholu ze v8ech vrcholu grafu, tedy 6(G) = min{dg(v) : v € V(G)}. Mazimdlni
stupen grafu G, znac¢ime A(G), je nejvétsi stupen vrcholu ze vsech vrcholu grafu,
tedy A(G) = max{dg(v) : v € V(G)}.



Nezdvislost grafu G, znacime a(G), je celé ¢islo, které udava velikost nejvetsi
mnoziny S C V(G) takové, ze pro vsechna x,y € S je xy ¢ E(G).

Klikovost grafu G, znacime w(G), je celé éislo udavajici pocet vrcholi nejvétsiho
uplného podgrafu v G.

Meéjme grafy G a H. Grafy G a H jsou izomorfni, piSeme G = H, pokud
existuje bijekce f:V(G) — V(H), pro kterou plati, ze xy € E(G) pravé tehdy,
kdyz f(z)f(y) € E(H). Pokud je V(H) C V(G) a E(H) € E(G)n (¥, po-
tom graf H je podgrafem grafu G a piseme H C G. Pokud H C G a pokud
E(H) = E(G)N (V(ZH)), potom fikame, ze H je indukovanym podgrafem grafu G
a piseme H C G. Pokud S C V(G), potom [S] zna¢i indukovany podgraf grafu
G takovy, ze V([S]) = S a E([S]) = E(G) N (3) a ifkdme, ze [S] je podgraf in-
dukovany mnozinou S. Graf indukovany mnozinou vrcholu {vy, va, ..., v;} oznaéme
jako [vq,vg,...,v¢]. Pro vrchol z € V(G) znaci G — z podgraf grafu G indukovany
mnozinou V(@) \ {z}. Pokud F je mnozina grafu, potom fekneme, ze graf G je
F —free pokud neobsahuje zadny indukovany podgraf izomorfni s jakymkoli grafem
z F. Pokud je mnozina F jednoprvkova, vynechame v zapisu slozené zavorky.

V grafu G je sledem mezi vrcholy u a v posloupnost vrcholu u = zg, ...,z = v
takova, ze x;z;41 € E(G), pro kazdé i = 0,1,2,..,k — 1. Sledem v grafu G tedy
rozumime posloupnost vrcholu, pricemz kazdé dva po sobé jdouci vrcholy jsou
spojeny hranou. Cesta mezi vrcholy uw a v v grafu G je sled u = zg, ...,z = v,
ve kterém se kazdy vrchol z; vyskytuje pouze jednou. Cislo k je délka této cesty.
Tah z vrcholu u do vrcholu v v grafu G je sled u = xy, ..., xx = v ve kterém jsou
proi = 0,1,2,....k — 1 vSechny hrany x;x;,; ruzné. Tah je tedy sled, ve kterém
se mohou opakovat vrcholy, ale ne hrany. Graf G je souwisly, pokud pro kazdé dva
vrcholy x a y existuje cesta mezi vrcholy x a y.

Rekneme, ze graf G je dplng, pokud je pocet hran roven poctu vsech dvou-

V(@)
2 4

kazdy vrchol grafu G je spojen se vsemi ostatnimi vrcholy hranou. Uplny graf na

prvkovych podmnozin mnoziny vrchold, tedy |E(G)| = ( ). To znamena, ze
n vrcholech znacime jako K.

Cesta P, na n vrcholech, je graf s mnozinou vrcholu V(P,) = {v,va, ..., v,}
a mnozinou hran E(P,) = {ej,es,...,e,_1}, kde pro i = 1,....,n je e; = v;v;41.
Délkou cesty P, je velikost mnoziny F(G), coz je n — 1. Na cestu je tedy mozné

nahlizet bud jako na graf, nebo jako sled, ve kterém se neopakuji vrcholy.



Kruznici C,, na n vrcholech je cesta na n vrcholech, kde prvni a posledni vrcholy
cesty jsou spojeny hranou, tj. V(C,) = {vi,vs,...,0v,}, E(C,) = E(P,) U v,v;.
Délkou kruznice C,, je velikost mnoziny E(G), coz je n. Sudd kruznice je kruznice
se sudym poctem vrcholu. Lichd kruznice je kruznice s lichym poctem vrcholu.
Lichd dira, nékdy také odd-hole, v gratu G je lichd kruznice Coxyq, kde k& > 2.

Podstatnou ¢ast této prace tvoii grafy, které obsahuji lichou diru jako induko-
vany podgraf. Abychom pozdéji 1épe porozuméli struktuie téchto grafi, definujme

v grafu G mnozinu B nasledovné.

Definice 1. Necht G je graf obsahujici lichou diru C' jako indukovany podgraf.
Potom mnozina B grafu G je mnozina vrcholu z € V(G) které sousedi s kazdym
vrcholem liché diry C, tj. [N(z) N V(C)] = C. Pokud graf G neobsahuje lichou

diru jako indukovany podgraf, potom mnozina B grafu G je prazdna.

Poznamenejme, ze i v grafech které obsahuji lichou diru jako indukovany pod-
graf, muze byt mnozina B prézdné.
Na Obrézku 2.2 definujme grafy Claw, Paw, Diamond, Dart, Gem a Cricket.

A A<D

Claw Diamond
[ ) @ X
Dart Cricket

Obrazek 2.2: Grafy Claw, Paw, Diamond, Dart, Gem a Cricket.



Bull House Chair

Obrazek 2.3: Graty House, Bull a Chair

Uvedme nyni dalsi t¥i specidlni grafy, které sehraji dulezitou roli v dalsich
kapitolach. Bull je graf na 5 vrcholech s 5 hranami, kde tii vrcholy tvori trojihelnik,
tj. graf K3, a zbyvajici dva vrcholy jsou nesousedni a kazdy je spojen s praveé
jednim vrcholem v trojuhelniku. House je Bull kde navic vrcholy které nejsou
soucasti trojihelniku, tvori hranu. Ekvivalentné lze tici, ze House je graf, ktery
tvoif doplnék cesty na 5 vrcholech, tj. House = PE. Chair je Bull bez jedné z hran,

ktera obsahuje vrchol stupné 2. Grafy House, Bull a C'hair jsou znazornény na

Obrazku 2.3

K[C5](2,2,2,2,2) K[C5](2,2,1,1,1)

Obréazek 2.4: Priklady tplné expanze grafu.



Necht G je graf na n vrcholech vy, vs, ..., v, anecht Hy, Hy, ..., H, jsou vrcholové
disjunktni grafy. Potom expanzi G(Hi, Hs, ..., H,) grafu G ziskdme nahrazenim
vrcholu v; v G grafem H;, kde i = 1,...,n a vrcholy x € H; a y € H; tvorii hranu,
prave tehdy, kdyz jsou vrcholy v; a v; sousedni v G. Pokud jsou grafy H; uplné,
hovoiime o iplné expanzi grafu G a piseme K|[G|, piipadné K[G]|(mq, ma, ...,my,),
pokud H; = K,,,. Piifklady tplné expanze grafu jsou znazornény na Obrazku 2.4}



Kapitola 3

Barveni grafu

Meéjme graf G. Vrcholové barveni grafu G je zobrazeni ¢ : V(G) — {1,2,...,k},
kde k je piirozené éislo. Cislim z mnoziny {1,2,....k} ifkdme barvy. Pripustné
vrcholové barveni, piipadné pouze barveni ¢i obarveni, je vrcholové barveni ¢ ta-
kové, ze pro kazdou hranu zy € FE(G) je c(x) # c(y), neboli pokud jsou = a y
sousedni vrcholy, pak kazdému z nich bude pritazeno jiné ¢islo. Pokud piipustné
vrcholové barveni ¢ existuje pro dané k, pak fikame, ze grat G je k-obarvitelny.
Chromatické ¢islo x(G) je minimdlni ¢éislo k, pro které je graf G k-obarvitelny.
Poznamenejme, ze barveni fesime pro souvislé grafy. Pokud graf neni souvisly,
potom fesime barveni pro jednotlivé komponenty.

Obdobné lze definovat pripustné hranové barveni, pripadné pouze hranové bar-
veni grafu G jako zobrazeni ¢ : E(G) — {1,2, ..., k} takové, Ze pro vSechny hrany
x,y € E(G) takové, ze x a y obsahuji stejny vrchol, plati ¢(z) # ¢(y), neboli dvéma
hranam, které obsahuji stejny vrchol, je pfitazena jina barva. Chromaticky index
X'(G) grafu G je potom minimdlni pocet barev k nutny na hranové obarveni grafu
G. V této praci se nicméné dale budeme zabyvat pouze vrcholovym barvenim.

Trividlnim odhadem dolni meze chromatického ¢isla x(G) grafu G je klikovost
w(G), tj. w(G) < x(G). Trividlnim odhadem horni meze chromatického ¢isla x(G)
je potom A(G) + 1, tj. x(G) < A(G) + 1. Jeden z klasickych odhadu horni meze,
za pomoci maximélniho stupné A(G), dava Brooksova véta ([5]) z roku 1941,
ktera poskytuje horni odhad x(G) < A(G) pro grafy, které nejsou tiplné, ani liché

kruznice.



Véta (Brooks, [B]). Necht G je graf. Pokud G neni iplny graf ani lichd kruznice,
potom plati x(G) < A(G).

Borodin a Kostochka ([4]) roku 1977 uvedli jednu z prvnich hypotéz, kterd
udava lepsi horni odhad chromatického ¢isla. Hypotéza udava, ze chromatické ¢islo
X(G) 1ze shora odhadnout hodnotou max{w(G), A(G) — 1}, pokud je A(G) > 9.
Pozadavek na A(G) > 9 je nutny, jelikoz pro A(G) = 8 lze nalézt protipiiklad
v podobé grafu G = K[C5](3,3,3,3,3) pro ktery plati, ze A(G) = 8, w(G) = 6
a x(G)=09.

Hypotéza (Borodin-Kostochka, [4]). Pro kazdy graf G s mazimdlnim stupném
A(G) > 9 plati, ze x(G) < max{w(G), A(G) — 1}.

Dalsi hypotézu na horni odhad chromatického ¢isla uvedl Reed ([15]) roku 1998.
Tento odhad lze chépat jako horni celou ¢ast z aritmetického pruméru trividlni

dolni meze w(G) a trividlni horni meze A(G) + 1 v grafu G.
Hypotéza 1 (Reed, [15]). Pro kazdy graf G je x(G) < [w-‘

V této praci se budeme zabyvat hornim odhadem z Hypotézy [1] Ozna¢me proto
v grafu G tento horni odhad jako v(G) := {w—‘ Graf G potom spliuje
Hypotézu [I}, pokud pro néj plati, ze x(G) < v(G).

3.1 Vysledky z oblasti Reedovy hypotézy

Hypotéza [1] je stdle otevieny problém. Podarilo se jiz dokdzat, ze Hypotéza
plati pro speciédlni tiidy grafu. Reed ([15]) dokézal, ze Hypotéza [1| plati pro grafy
s A(G) = |V(G)] — 1. Kohl a Schiermeyer ([13]) tento odhad néasledné zlepsili na
A(G) > |V(G)] = 7, piipadné A(G) > |V(G)] — a(G) — 4. Gernert a Rabern ([g])
ukdazali, ze Hypotéza |l| plati, pokud w(G) = A(G), w(G) = A(G) + 1 nebo pokud
X(G) <w(@) + 2.

Ukazme nyni, ze Hypotéza [I] plati pro rovinné grafy, tedy grafy, které lze za-

kreslit do roviny tak, ze se hrany grafu neprotinaji.



Véta 1. Necht G je rovinng graf. Potom plati x(G) < v(G).

Diikaz: Pokud G je tuplny a rovinny graf, potom w(G) = A(G) 4+ 1 a po dosazeni
do nerovnosti x(G) < v(G) ziskdme x(G) < [w(G)], coz plati, jelikoz
v iplném grafu plati, ze x(G) = w(G). Déle tedy uvazujme, ze graf G neni
uplny.
Piipad 1 w(G) = 2.
Potom A(G) > 2, jelikoz G neni tuplny. Po dosazeni A(G) = 2 do
nerovnosti x(G) < v(G) ziskdme

x(@é{ 5

24+2+1

+2+ w _3
coz plati na zdklade Grétzschovy vety ([10]) (kazdy rovinny, Ks-free
graf je 3-obarvitelny).

Piipad 2 w(G) > 3.
Potom plati, ze A(G) > 3, jelikoz G neni uplny. Po dosazeni w(G) =
3 a A(G) = 3 do nerovnosti x(G) < v(G) ziskdme

xe) < |22~

2

coz plati na zédkladeé véty o ¢tyfech barvach ([I]) (kazdy rovinny graf
je 4-obarvitelny). [

Gernert a Rabern ([9]) dokazali, ze Hypotéza [1| plati jak pro rovinné grafy, tak
pro toroidni grafy, tedy grafy, které lze zakreslit na torus tak, ze se neprotinaji
hrany.

King a kol. ([12]) dokazali, ze Hypotéza plati pro hranové grafy. G je hranovy
graf, pokud existuje graf H takovy, ze graf G vznikne z H tak, ze vrcholy v G
odpovidaji hranam v H a vrcholy x,y z G tvoii hranu pravé tehdy, kdyz maji
k nim odpovidajici hrany v H spole¢ny vrchol.

King a kol. ([12]) dédle dokazali platnost Hypotézy [1| pro hranové grafy mul-
tigrafu, tedy neorientovanych grafu, kde navic vrcholy mohou byt spojeny vice nez
jednou hranou a mohou existovat smycky, tedy hrany, které spojuji vrchol se sebou

samym.
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Véta 2 ([12]). Necht G je hranovym grafem multigrafu. Potom x(G) < v(QG).

King a Reed ([11]) pozdéji ukézali, ze Hypotéza[l] plat{ pro kvazi-hranové grafy,
jez tvori nadtifidu hranovych grafi a pro tuto préaci nejsou dulezité.

Rabern ([14]) ukézal, ze Hypotéza |l| plati pro join dvou neprédzdnych grafu.

Veéta A ([14]). Méjme libovolné vrcholové disjunktni grafy G a Go. Pokud plati,
zZe G = G1 + Go, potom x(G) < ~(G).

King ([12]) dale ukazal platnost Hypotézy [l pro tiidu Claw-free grafu, jez
tvorf nadtiidu hranovych grafu podle Beinekeho véty ([3]) (tfida hranovych grafu

je déna deviti zakdzanymi podgrafy, z nichz jeden je Claw).
Véta 3 ([12]). Necht G je Claw-free graf. Potom plati, Ze x(G) < v(G).

Aravind a kol. ([2]) ukézali, Ze iplna expanze liché diry je podtiidou Claw-free

grafu a tudiz spliuje Hypotézu [I]
Veéta B ([2]). Je-li G dplnou expanzi liché diry, potom x(G) < ~v(G).

Graf G je perfektni, pokud pro kazdy indukovany podgraf H C G plati x(H) =
w(H). Ukazme nyni, ze Hypotéza 1| plati pro tiidu perfektnich grafu.

Véta 4. Necht G je perfekini graf. Potom plati, ze x(G) < v(G).
Dukaz: Pro kazdy indukovany podgraf H grafu G plati, ze x(H) = w(H). Plati
tedy x(G) = w(G). Po dosazeni do nerovnosti x(G) < v(G) ziskdme

w(@) <

w(@)+ A(G) +1 < w(@)+A(G)+1
e

20(G) <w(G)+A(G)+ 1
w(@) <AG)+1
coz trivialné plati. |

Aravind a kol. ([2]) déle ukdzali, ze perfektni grafy tvoii podtiidu odd-hole-
free grafu (neobsahujici lichou diru jako indukovany podgraf) podle silné véty
o perfektnich grafech ([6]) (graf G je perfektni pravé tehdy, kdyz neobsahuje lichou
diru, ani doplnék liché diry jako indukovany podgraf). Sami pak ukézali platnost
Hypotézy [1] pro odd-hole-free grafy.
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Véta C ([2]). Necht G je odd-hole free graf. Potom plati, Ze x(G) < v(G).

Hypotéza [1] byla dale studovana pro tiidy grafu, které jsou dany mmnozinou
zakdzanych podgrafu. Gernert a Rabern ([8]) ukédzali, ze {Cjy,2K,}-free grafy
spliuji Hypotézu

Véta 5 ([8]). Necht G je {Cy,2K5}-free graf. Potom plati, Ze x(G) < v(G).

Seinsche ([17]) ukazal, ze pokud graf G neobsahuje P, jako indukovany podgraf,
potom x(G) = w(G). Po dosazeni do x(G) < v(G) ziskdme w(G) < A(G) + 1, coz
trividlné plati a tiida Ps-free grafu tedy spliuje Hypotézu [1]

Véta 6 ([I7]). Necht G je Py-free graf. Potom plati, Ze x(G) < v(G).

Pro tifdu Ps-free grafu zustavd Hypotéza 1] otevienym problémem. Uvedme
proto nyni nékolik vysledku z oblasti Ps-free grafu.

Uvazujme mnozinu F = {Claw, Paw, Diamond, Dart, Gem, Cricket}. Grafy
mnoziny F jsou zndzornény na Obrazku[2.2] Schiermeyer ([16]) ukdzal, ze pokud G
je souvisly, { Ps, H }-free graf, kde H € F, a klikovost w(G) spliiuje ur¢itd omezent,
potom plati, ze x(G) < (G) a graf G tedy splituje Hypotézu [}

Veéta 7 ([16]). Méjme mnozinu F = {Claw, Paw, Diamond, Dart, Gem, Cricket}.
Necht G je souvisly { Ps, H}-free graf na n vrcholech, kde H € F. Pokud navic

1

e ()
potom plati, ze x(G) < v(G).

Schiermeyer ([16]) ddle ukazal, Ze t¥ida {K; + (K; U Cs), K1 + (K; U PE) }-free
grafu spliuje Hypotézu [1}

Véta 8. Necht G je {K; + (K, UCs), K1 + (K1 U PE)}-free graf. Potom plati, Ze
X(G) <(G).
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Aravind a kol. ([2]) ukazali platnost Hypotézy |1| pro dalsi tii t¥idy grafu, které

jsou uvedeny v nasledujici véte.
Veéta 9. Necht G je graf, ktery ndlezi jedné z ndsledujicich tid grafi.
o {Ps, (P U %)° House, Dart}-free
o {Ps, Kite, Bull, (K3 U K;) + K, }-free
o {P5,Cy}-free
Potom plati, ze x(G) < ~(G).

Aravind a kol. [2] dale ukazali, ze t¥ida {Chair, House, Bull, K1+C} }-free grafu
a tiida {Chair, House, Bull, Dart}-free graft splnuji Hypotézu . V Kapitole 4 na
tyto vysledky navazeme. Uvedme proto diukaz pro tyto tiidy grafu.

Véta 10 ([2]). Necht G je {Chair, House, Bull, K; + Cy}-free graf, obsahujici
lichou diru C' jako indukovanyj podgraf. Potom G je bud izomorfni s iplnou expanzi

liché diry, nebo je izomorfni s G1 + Ga, kde Gy a Gy jsou neprdzdné grafy.

Diikaz: Vrcholy liché diry oznacme jako C' = [vy,vs, 03, ..., Vopr1] = Cogr1, kde
k > 2. Necht N; = {y € V(G) \ V(C) : dist(y,V(C)) = i}, pro ¢ > 1.

Nejprve dokazeme nékolik pomocnych tvrzeni.

Tvrzeni 10.1. Pokud = € N;, potom bud z soused{ s pravé tiemi po

sobé jdoucimi vrcholy z C', nebo x sousedi s kazdym vrcholem z C, tedy

[N(X) N V(C)] = P3, nebo C2]<;+1-

Diikaz: Nejprve predpokladejme, ze k& = 2. Sporem predpokladejme, ze
vrchol x € N; sousedi s pravé jednim vrcholem z C', nebo s pravé
dvéma vrcholy z C', které nejsou po sobé jdouci, naptiklad v, nebo
{v1,v3}. Potom [vy, g, vy4,v5, 2] = Chair C G, coz je spor. Déle
sporem piedpokladejme, ze x € N; sousedi s pravé dvéma po sobé
jdoucimi vrcholy z C, naptiklad {vy, vo}. Potom [vy,ve, v3, v5, 2| &
Bull £ G, coz je spor. Déle sporem ptredpokladejme, ze vrchol
r € Nj sousedi s pravé tiemi vrcholy z C', které nejsou po sobé

jdouci, nebo s pravé ¢tyimi vrcholy z C, napiiklad {vy,vs,v4},
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nebo {vy, va,v3,v4}, potom [vy, va, vy, v5, 2] = House C G, coz je
spor. Tyto spory se zakdzanymi podgrafy ukazuji, ze Tvrzeni [10.1
plati, pro k = 2.

Nyni predpokladejme, ze k > 3. Nejprve dokazeme, ze x € N; je
sousedni se dvéma vrcholy z C'| které jsou po sobé jdouci. Sporem
predpokladejme, Ze vrchol x € N; nesousedi se dvéma po sobé
jdoucimi vrcholy z C' a bez ijmy na obecnosti predpokladejme, ze
zv; € E(G) a tedy zvg, zvopy1 ¢ E(G). Potom xvs, xve, € E(G),
jelikoz pro xvs ¢ E(G) plati, ze [v1, vg, v3, Vog11, 2] = Chair C G,
coz je spor a pro xvy ¢ E(G) plati, ze [vq, v, Vog, Vo1, ] =
Chair € G, coz je spor. Z predpokladu potom zvy, zvg,_1 ¢ E(G).
Potom ale [vy, v3, vy, Vog, ] = Chair C G, coz je spor. Vrchol x je
tedy sousedni se dvéma po sobé jdoucimi vrcholy z C.

Bez tjmy na obecnosti tedy predpoklddejme, ze xvy, zvy € E(G).
Ziejmé plati, Ze vrchol x musi sousedit bud s vrcholem vz, nebo
Vg1, protoze jinak [vq, v, vs, veri1] = Bull T G. Dukaz déle

rozdélime na tii pripady.

Piipad 1 zvopi1 ¢ E(G) a xvs € E(G).
Potom plati, ze zvy, ¢ E(G), protoze v opa¢ném piipadé
[V1, V2, Vag, Va1, 2] = House T G. Déle plati, ze xv; ¢ E(G),
pro vSechna j € {4,5,...,2k — 1}, protoze v opa¢ném piipadé
[V1, V2, Vj, Vog1, 2] = Bull T G. Plati tedy, ze N(z)NV(C) =

{Ub Vg, U?)}'

Piipad 2 zvyp1 € E(G) a xvs ¢ E(G).
Potom plati, ze zvy ¢ E(G), protoze jinak [vy, vo, v3, vy, ] =
House C G. Déle zv; ¢ E(G), pro vSechna j € {5,6, ..., 2k},
protoze jinak [vi,vs,vs,v;, 2] = Bull T G. Plati tedy, ze
N(z) NV (C) = {vags1, v1, va}.

Piipad 3 zvy11 € E(G) a xvs € E(G).
Potom plati, ze zvy € E(G), protoze v opacném piipadé
[Va, V3, Vg, Vo1, 2] = Bull T G. Déle plati zv; € E(G), pro

vSechna j € {5,6, ..., 2k}, protoze jinak [v1,v;_2, v;_1, v, ] =
Bull C G. Plati tedy, ze N(z) NV (C) =V (C). O
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S vyuzitim Tvrzeni rozlozme mnozinu Ny U V(C') nésledovné. Méjme
1 <4 < 2k+1, kde kvuli korektnimu indexovani uvazujeme ¢ mod 2k + 1.
Mnozina A; obsahuje vrchol v; a takové vrcholy x € Ny, jejichz sousedé
na C' jsou pravé vrcholy v;_q, v; a viyq, tedy A; = {v;} U{x € Ny :
N(z)NV(C) = {vi—1,vi,vi41}}. Pro jednoduchost oznacme A = Uff{l A;.
Mnozina B je potom v souladu s Definici [Ijmnozina vSech vrcholu x € Ny,
které sousedi s kazdym vrcholem liché diry C, tj. [N(x) NV (C)] = C.
Potom ziejme V(C) U N; = AU B.

Tvrzeni 10.2. [A] je izomorfni s tiplnou expanzi Cy11, tedy [A] = K[C].

Dukaz: Dukaz provedeme v nékolika krocich.
Nejprve sporem predpokladejme, ze graf [A;] neni tplny. Potom
existuji vrcholy x,y € A; takové, ze zy ¢ E(G). Ziejmé vrcholy
xz,y ¢ V(C). Potom [v;41,Vi12,Vir3,2,y] = Chair C G, coz je
spor. Graf [4;] je tedy tplny.
Déle sporem predpoklddejme, ze mnozina [A;, A;11] neni dplna.
Potom existuji vrcholy x € A; a y € A;;; takové, ze zy ¢ E(G).
Ziejmeé z,y ¢ V(C). Potom [v;_o,v;_1,v;, x,y] = Bull C G, coz je
spor. Mnozina [A;, A;11] je tedy tpln4.
Déle sporem predpokladejme, ze pro vSechna j # ,1—1,7+1 plati,
ze [A;, Aj] # 0. Potom existuji vrcholy z € A; ay € A; takové, ze
xy € E(G). Potom ale [v;_9,v;_1,v;,y,x] = Bull C G, coz je spor.
Pro vSechna j # i,i — 1,7+ 1 tedy plati, ze [A;, A;] = 0.

Plati tedy, ze [A] je izomorfni s tiplnou expanzi Cox .

Tvrzeni 10.3. Graf [B] je uplny.
Diikaz: Sporem predpoklddejme, ze existuji vrcholy x,y € B takové, ze

xy ¢ E(G). Potom [vy,ve,v3,2,y] = Ky + Cy T G, coz je spor.
[

15



Tvrzeni 10.4. Mnozina [A, B] je uplna.

Dikaz: Staci dokazat, ze mnozina [A;, B] je uplna. Sporem predpokladejme,
ze existuji vrcholy x € A; a y € B takové, ze xy ¢ E(G). Potom

[Vi_1, Vig1, Viva, x,y] = House T G, coz je spor. O

Tvrzeni 10.5. Pokud = € A;, potom x nesousedi s zddnym vrcholem
z mnoziny Na, tedy N(z) N Ny = ().

Diikaz: Predpoklddejme, ze vrchol x € A; a sporem predpoklddejme, ze
y € N(xz) N Ny # 0. Potom [v;_1,viy1, Vise, z,y] = Chair C G, coz
je spor. U

7 Tvrzeni plyne, ze pokud B = (), potom N, = (). Podle Tvrzeni

potom plati, ze G je izomorfni s tiplnou expanzi C, tj. G = K[C].

Déle tedy uvazujme, ze B # .
Tvrzeni 10.6. N; = (), pro vSechna j > 3.

Diikaz: Staci dokdzat, ze N3 = (). Sporem piedpoklddejme, Ze existuje
vrchol y € N3. Potom existuji vrcholy x € Ny a b € B takové, ze
xy,br € E(G). Potom [vy,v3,b,z,y] = Chair C G, coz je spor.

O

7 Tvrzem'mplyne, ze pokud Ny = ), potom G = [A]+[B], jelikoz kazdy

vrchol z mnoziny B sousedi s kazdym vrcholem z mnoziny A.

Déle tedy uvazujme, ze Ny # (.

Tvrzeni 10.7. Existuje vrchol z* € B takovy, ze Ny C N(z*).

Diikaz: Sporem predpokladejme, ze takovy vrchol x* neexistuje. Potom
existuji vrcholy z, 2" € B a y,y € Nj takové, ze xzy, 2’y € E(QG)
ax'y,zy ¢ E(G). Podle Tvrzeni[10.3|plati, ze z2’ € E(G). Jestlize
yy € E(G), potom [vy,z,2',y,y'] = House T G, coz je spor.
Jestlize yy' ¢ E(G), potom [vy,x,2',y,y'] = Bull C G, coz je
spor. O
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Obrazek 3.1: Znazornéni struktury grafu G.

Struktura grafu G je zndzornéna na Obrézku [3.1] kde je ilustracné zvoleno
[A} = K[C5](2, ]_, ]_, 17 1), [B] = K1 a [NQ] = K2U2K1 MIlOZiIly A, B a N2
jsou vyznaceny svétle Sedé, zatimco mnoziny A; jsou pouze naznaceny

tmavé sedou barvou.

Podle Tvrzeni vrchol x* sousedi s kazdym vrcholem mnoziny A. Podle
Tvrzeni vrchol x* sousedi s kazdym vrcholem mnoziny B a podle
Tvrzeni vrchol x* sousedi s kazdym vrcholem mnoziny Ns. Plati tedy,

ze vrchol x* sousedi s kazdym vrcholem grafu G a lze tedy psat, ze graf

G= G1 +G2, kde G1 = [{SL’*}] a G2 =G — "
|

Veéta 11 ([2]). Pokud G je {Chair, House, Bull, Ky + C4}-free graf. Potom plati,
zZe x(G) < v(GQ).

Diikaz: Pokud G neobsahuje lichou diru jako indukovany podgraf, potom podle
Vety [C] plati, ze x(G) < v(G). Predpokladejme tedy, ze G obsahuje li-
chou diru, jako indukovany podgraf. Podle Véty [10] potom nastéava jeden
z nasledujicich pripadu.

Jestlize G je izomorfni s iplnou expanzi liché diry, potom podle Véty
plati, ze x(G) < ~(G).

17



Jestlize G = G + G, kde G a G5 jsou neprazdné grafy, potom podle
Vety |A| plati, ze x(G) < v(G). [ |

Poznamenejme, ze zakazany podgraf K; 4+ C4 se v dukazu Véty [10] vyskytuje
pouze ve Tvrzeni [10.3] kde jej vyuzivame k dokézani toho, ze mnozina B grafu G
indukuje uplny graf. Toto pozorovani nas vedlo ke snaze o odstranéni pozadavku na

zakézany podgraf K;+Cj. Nage vlastn{ vysledky jsou potom uvedeny v Kapitole [4]

Véta 12 ([2]). Necht G je {Chair, House, Bull, Dart}-free graf, obsahugici li-
chou diru C' jako indukovanyj podgraf. Potom G je bud izomorfni s tiplnou expanzi
liché diry, nebo je izomorfni s joinem expanze liché diry a grafem indukovanym
mnoZinou B grafu G, tj G = K[C] + [B].

Diikaz: Dukaz je podobny jako v piipadé dukazu Véty [0, kde navic plati, ze
Ny = (), jinak pro z € B ay € N, plati, ze [v1,ve,v3,2,y] = Dart C G,

COZ je spor. |

Veéta 13 ([2]). Pokud G je {Chair, House, Bull, Dart}-free graf. Potom plati, Ze
X(G) <~4(G).

Diikaz: Pokud G neobsahuje lichou diru jako indukovany podgraf, potom podle
Veéty |C| plati, ze x(G) < ~(G). Piedpokladejme tedy, ze G obsahuje li-
chou diru, jako indukovany podgraf. Podle Véty [12| potom nastava jeden
z nasledujicich pripadi.

Jestlize G je izomorfn{ s tiplnou expanzi liché diry, potom podle Véty [B]
plati, ze x(G) < ~(G).

Jestlize G 2 K[C] + [B], potom podle Véty [Al plati, ze x(G) < ~(G). N

Poznamenejme, ze zakazany podgraf Dart v dukazu Véty zarucuje, ze
vzdélenost vrcholu od liché diry je maximalné 1. Struktura téchto grafu se tak
v porovnani s grafy splnujici Vétu (10| zjednodusuje.

Déle poznamenejme, ze dukaz Véty [12| nezarucuje, ze u grafu které tuto vétu
splnuji mnozina B indukuje tplny podgraf. V Kapitole |4 nicméné ukazeme, ze
pokud tyto grafy obsahuji dostatecné velkou lichou diru jako indukovany podgraf,

potom je mnozina B téchto grafu prazdna.
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Kapitola 4
Vlastni vysledky

V této kapitole navazeme na vysledky z [2]. Konkrétné navazeme na platnost Hy-
potézy [I] pro tiidu {Chair, House, Bull, K1 + Cy}-free grafu a vyuzijeme faktu, ze
v dukazu Véty [10] se zakazany podgraf K; + C4 nepouziva pro dokazani vétsiny
tvrzeni. Odstranime tedy pozadavek na zakazany podgraf K; + C, a nahradime
ho slabsim pozadavkem. Konkrétné pozadujeme, aby v {Chair, House, Bull }-free
grafu G byla mnozina B bud prdzdnd, nebo aby graf [B] byl izomorfni se sjed-
nocenim uplnych grafu stejného radu. Nasledné ukazeme, ze takto definovand
tiida grafu tvori nadtiidu {Chair, House, Bull, Ky + Cy}-free grafi a nadtiidu
{Chair, House, Bull, Dart}-free grafu s vyjimkou piipadu kdy grafy, které jsou
{Chair, House, Bull, Dart}-free, obsahuji pouze lichou diru délky 5. Vysledky uve-

dené v této kapitole jsou tak zobecnénim vysledku z [2].

Véta 14. Necht G je {Chair, House, Bull} — free graf. Pokud mnoZina B grafu G
je bud’ prdzdnd nebo [B] je sjednocenim plnijch grafi stejného #ddu, potom plati,

ze X(G) < v(G).

Diikaz: Pokud graf G neobsahuje lichou diru jako indukovany podgraf, potom
mnozina B grafu G je prazdnd a podle Véty [C]| plati, ze x(G) < ~v(G).
Dale tedy uvazujme, ze graf G obsahuje lichou diru C' jako indukovany
podgraf. Stejné jako v dikazu Véty [10]oznacme C' = [vy, va, vs, ..., Vaps1] =
Cors1, kde k& > 2 a definujme mnoziny N; jako N; = {y € V(G) :
dist(y, V(C)) = i}, pro @ > 1. Nyni lze vyuzit vSechna tvrzeni z dikazu
Véty [10] kromeé Tvrzeni[10.3]a Tvrzeni k jejichz dokézani je zapotiebi
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zakazaného podgrafu K; + (4. K dokazani ostatnich tvrzeni je zapotiebi

pouze zakazanych podgrafu C'hair, House a Bull.

S vyuzitim Tvrzeni tedy lze, stejné jako v dukazu Véty [I0] rozlozit
mnozinu N; U V(C') na mnoziny A a B, kde A = Ufﬁrl A; a mnoziny A;
jsou definované jako A; = {v;}U{x € Ny : N(2)NV(C) = {vi—1,v;, vis1} }.
Z Tvrzeni[10.5] plyne, Ze pokud B = (), potom Ny = {). Pokud tedy B = 0),
potom podle Tvrzenf m plati, ze G = K]|C] a podle Véty |B| plati, ze
X(G) <~(G).

Déle tedy uvazujme, ze mnozina B neni prazdnd. Potom graf [B] je sjed-
nocenim tplnych grafu stejného radu. Plati tedy, ze graf [B] = UJ;_,[H,],
kde [H;] = K, a m,n > 1. Zfejmé mnoziny H; tvoii rozklad mnoziny B.
Z Tvrzeni plyne, ze pokud Ny = (), potom G = K[C] + [B] a podle
Vety [A] plati, ze x(G) < ~(G).

Déle tedy uvazujme N, # () a rozdélme dukaz do dvou piipadu.

Piipad 1 n =1, tedy [B] = K,,.
Nyni 1ze vyuzit Tvrzeni [10.7] v jehoz dukazu namisto Tvrzeni [10.3
vyuzijeme skutecnost, ze graf [B] jiz je uplny. Potom existuje vrchol
x* € B takovy, ze Ny C N(z*). Navic podle Tvrzem' vrchol z*
sousedi s kazdym vrcholem mnoziny A a jelikoz graf [B] je uplny,
vrchol z* sousedi s kazdym vrcholem mnoziny B.
Plati tedy, ze G = G + G, kde G| = [{z*}] a G2 = G — 2* a podle
Vety |A| plati, ze x(G) < v(G).

Piipad 2 n > 2 a plati [B] = (J._,[H;].
Pokud y € N; sousedi s mnozinou Hy, k € {1,...,n}, potom sousedi
s kazdym vrcholem této mnoziny. Bez Gjmy na obecnosti uvazujme
k = 1. Sporem piedpokladejme, ze existuji vrcholy x, 2’ € H; takové,
ze xy € E(G) a2’y ¢ E(GQ). Graf [Hy] je uplny a tedy z2’ € E(G).
Plati, ze n > 2, existuje tedy vrchol z”” € H,. Pokud z"y € E(G),
potom [vy, z,2’, 2", y] = House C G, coz je spor. Pokud 2"y ¢ E(G),
potom [vy, z, 2’ 2" y] = Bull C G, coz je spor.
Vrchol y € Ny, bud vy sousedi s H;,i = 1,...,n, nebo existuje prave

jedna mnozina Hy,k € {1,...,n} se kterou vrchol y nesousedi. Bez
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ijmy na obecnosti sporem predpokladejme, ze vrchol y € Ny nesou-
sedi s mnozinami H; a H. Potom existuje vrchol x € B\ (H; U Hy)
takovy, ze xy € F(G). Mnoziny H; a H jsou nepréazdné, existuji tedy
vrcholy 2/ € Hy a 2” € Hy. Potom [vy, z, 2’ 2" y] = Chair C G, coz

je spor.

Vrchol y € N, tedy bud sousedi s kazdym vrcholem mnoZiny B, tj.
N(y)N B = B, nebo existuje prave jedna mnozina Hy, k € {1,...,n},
takova, ze vrchol y sousedi s kazdym vrcholem mnoziny B, kromé
vrcholu mnoziny Hy, tj. N(y) N B = B\ Hy.

Mnozinu N tedy lze rozlozit do nasledujicich podmnozin. Mnozina
My obsahuje vSechny vrcholy y € Ny, které sousedi s kazdym vrcho-
lem z mnoziny B, tj. N(y) N B = B a pro i = 1,...,n definujme M;
jako mnozinu v8ech vrcholu y € N, takovych, ze y nesousedi prave
s mnozinou H;, tj. (N(y) N H;) = B\ H;. Ztejmé Ny = J;_, M;.

Nyni ukdzeme, ze [M;],i = 1,...,n, jsou uplné grafy. Bez ijmy na
obecnosti sporem predpoklddejme, ze graf [M;] neni tplny. Potom
existuji vrcholy v,y € M; takové, ze yy' ¢ FE(G). Zvolme nyni li-
bovolny vrchol ' € H;. Z definice M; plyne, ze z'y, 2’y ¢ E(G).
Jelikoz n > 2, existuje vrchol z € H, takovy, ze zy,zy € E(G).
Potom [vy,z, 2", y,y']| = Chair C G, coz je spor. Poznamenejme, Ze

graf [Mp] nemusi byt dplny.

Déle ukazeme, ze pro viechna i,j = 0,...,n, i # j, jsou grafy [M;]
a [M;] disjunktni.

Nejprve ukdzeme, ze pro i = 1, ..., n jsou grafy [My] a [M;] disjunktni.
Bez jmy na obecnosti sporem predpokldadejme, ze grafy [My] a [M]
nejsou disjunktni. Potom existuji vrcholy y € My a vy € M, takové,
ze yy' € E(G). Zvolme nyni libovolny vrchol z € Hj. Z definice
mnoziny M; plyne, ze xy ¢ E(G). Z definice mnoziny M, plyne, Ze
xy € E(G). Potom [vy,vs,,y,y'] = Chair C G, coz je spor.

Zbyva ukazat, ze pro vSechna i,5 = 1,...,n, i # j, jsou grafy [M;]
a [M;] disjunktni. Bez Gjmy na obecnosti sporem piedpoklddejme, ze

grafy [M;] a [M;] nejsou disjunktni. Potom existuji vrcholy y € M;
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ay € My takové, ze yy € E(G). Zvolme libovolny vrchol x € Hj.
Z definice mnoziny M plyne, ze xy ¢ E(G). Z definice M plyne, Ze
xy' € E(G). Potom [vy,v3,x,y,y'] = Chair C G, coz je spor.

G:

Obrazek 4.1: Znazornéni struktury grafu G.

Plat{ tedy, ze [No] = (U, [M;], kde [M;], ¢ = 1,...,n jsou uplné grafy,
které obecné mohou mit ruzny pocet vrcholu. Struktura grafu G je
zndzornéna na Obrézku [.1], kde plné ¢éry spojujici mnoziny znaci,
ze kazdy vrchol z jedné mnoziny sousedi s kazdym vrcholem z druhé
mnoziny a ¢arkované ¢ary slouzi ke zduraznéni toho, ze vrcholy mnozin

spolu nesousedi.

Necht M je takovd mnozina M;, pro kterou plati, Ze graf indukovany

touto mnozinou ma nejvétsi chromatické ¢islo ze vsech grafu [M;], tj.
X([M]) = x([Mi]),i =0, .., n.

Déle zvolme mnozinu H nasledovné. Pokud M = M,, potom H lze
zvolit jako libovolnou mnozinu H;, « = 1,...,n. Pokud M = M,
kde k € {1,...,n}, potom zvolme H = H;, kde [ € {1,...,n},l # k.
Ptipomenme, ze pro takto zvolené mnoziny M a H potom plati,
ze mnozina [H, M| je iplna. Déle definujme indukovany podgraf @
grafu G jako Q = [AU H U M].
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Obrazek 4.2: Znazornéni struktury podgrafu @ grafu G.

Struktura grafu @ je zndzornéna na Obrazku kde plné cary
spojujici mnoziny znaci, ze kazdy vrchol z jedné mnoziny sousedi

s kazdym vrcholem z druhé mnoziny.

Nyni ukdzeme, ze x(Q) = x(G). Oznacme t := max{x([4]), x([M])}
a obarvéme graf () nasledovné. Miniméalni pocet barev nutny na obar-
veni [AU M] je t, jelikoz [A, M] = (). Na obarveni [A] a [M] tedy lze
pouzit stejné barvy. Minimalni pocet barev nutny na obarveni [H] je
m, jelikoz [H] = K,,. Barvy pouzité na obarveni [H] jsou ruzné od
barev pouzitych na [AUM], jelikoz kazdy vrchol z H sousedi s kazdym
vrcholem z A a M. Plati tedy x(Q) = t+m. Rozsifme nyni toto obar-
veni na celé G. Na obarveni celého [B] lze pouzit stejné barvy jako
na obarveni [H], jelikoz [B] je sjednocenim uplnych grafu [H;|,i =
1,...,n anakazdy ze zbyvajicich grafu [H;] tak 1ze pouzit stejné barvy
jako na [H]. Na obarveni [Ny] lze pouzit stejné barvy jako na obar-
veni [M], jelikoz [No] = Ui_o[Mi] a x([Mi]) < x([M]),i = 0,...,n.
Plati tedy x(G) = x(Q).

Mnozina [H, AUM] je iplna, plati tedy, ze Q = [AUM ]|+ [H]| a podle
Vety [A] x(Q) < +(Q).
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Jelikoz @ C G tak plati, ze A(Q) < A(G) a w(Q) < w(G). Potom

[(MQH?(QHDW < [(w(GH?(GHl)W

a tedy 7(Q) < v(G). Celkem tedy plati, ze

V dukazu Véty ukazeme, ze tiida grafu splnujici Vétu [14] je nadtiidou
grafu které splituji Vétu [II] Déle v dukazu Véty [16] ukdzeme, ze az na pifpad
kdy {Chair, House, Bull, Dart}-free grafy obsahuji pouze lichou diru C5 jako in-
dukovany podgraf, je tfida grafu splnujici Vétu [14] rovnéz nadtiidou grafu které
spliuji Vétu|ll]a vysledky uvedené v této kapitole tak zobectniuji vysledky uvedené
v [2].

Veéta 15. Kazdy {Chair, House, Bull, K1+Cy}-free graf je {Chair, House, Bull}-
free graf, jehoZ mnoZina B je bud prdzdnd nebo [B] je sjednocenim tiplnyjch grafi

stejného radu.

Diikaz: Necht G je {Chair, House, Bull, K| + C,}-free graf. Pokud G neobsahuje
lichou diru jako indukovany podgraf, potom mnozina B grafu G je prazdna
a G je {Chair, House, Bull}-free.

Dale tedy uvazujme, ze GG obsahuje lichou diru jako indukovany podgraf.
Pokud mnozina B grafu G je prazdnd, potom stejné jako v predchozim
piipadé G je {Chair, House, Bull}-free. Pokud mnozina B grafu G neni
prazdnd, potom podle dikazu Tvrzeni[10.3| plati, ze [B] je uplny graf, coz
je specidlni piipad toho, ze [B] je sjednocenim tiplnych grafu stejného radu
a G je {Chair, House, Bull }-free. [ |

24



Véta 16. Kazdy {Chair, House, Bull, Dart}-free graf, ktery neobsahuje Cs jako
indukovany podgraf je {Chair, House, Bull}-free graf jehoz mnozina B je prdzdnd.

Diikaz: Necht G je {Chair, House, Bull, Dart}-free graf, ktery neobsahuje lichou
diru Cs jako indukovany podgraf. Pokud G neobsahuje lichou diru jako
indukovany podgraf, potom je mnozina B grafu G prazdna a graf G je
{Chair, House, Bull }-free.

Pokud G obsahuje lichou diru C jako indukovany podgraf, potom je tato
licha dira délky alespon 7, tj. C' = Csy1, kde k£ > 3. Déle oznacme
C' = [v1,vg,...,941]. Nejprve predpoklddejme, ze mnozina B grafu G
neni prazdna. Existuje tedy vrchol x € B. Potom ale [vy,vq, v3,v5, 2] =
Dart © G, coz je spor. Mnozina B grafu G je tedy prazdna a G je
{Chair, House, Bull}-free. [

Poznamenejme, ze u tiidy {Chair, House, Bull, Dart}-free grafu, které obsa-
huji C'5 jako indukovany podgraf obecné neplati, ze pokud je mnozina B neprazdna,
potom [B] je sjednoceni tplnych grafu stejného radu. Piikladem je graf C5 + P,
ktery je {Chair, House, Bull, Dart}-free ale jeho mnozina B indukuje cestu Ps.
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Kapitola 5
Zaveér

V této praci jsme nejprve uvedli zakladni pojmy z oblasti teorie grafti, které jsou
pouzité v této praci a priblizili jsme problematiku vrcholového barveni grafu. Déle
jsme uvedli zakladni vysledky z oblasti barveni grafu a uvedli jsme dvé hypotézy,
které davaji horni odhad na chromatické ¢islo grafu.

Jednou z téchto hypotéz je Reedova hypotéza ([15]), pro niz jsme v Kapitole [3.1]
uvedli doposud znamé vysledky. Zejména jsme se zamérili na t¥idy grafu, které jsou
dany zakazanymi podgrafy a splnuji Reedovu hypotézu. Jeden z téchto vysledku
uvedl Aravind a kol. v [2], kde ukézali platnost Reedovy hypotézy pro tiidu
{Chair, House, Bull, K| + Cy}-free grafu a ttidu {Chair, House, Bull, Dart}-free
grafu. Za tucelem oslabeni pozadavku na pocet zakdzanych podgrafu jsme v Kapi-
tole 4| ukazali, ze tifda {Chair, House, Bull }-free grafu, jejichz mnozina B je bud
prazdnéd nebo [B] je sjednocenim uplnych grafu stejného fadu spliiuje Reedovu
hypotézu a navic tato tiida grafu zobecnuje vysledky z [2].

Podnétem k dalsimu zkouméni by mohlo byt dalsi oslabeni pozadavku na
mnozinu B v {Chair, House, Bull}-free grafech napiiklad tak, ze [B] je sjed-
nocenim uplnych graft, které mohou mit ruzny pocet vrcholu, ptipadné [B] je
pouze souvisly graf. Dokazani téchto oslabeni by bylo uziteéné ve snaze o dokazani
platnosti Reedovy hypotézy pro tiidu {Chair, House, Bull}-free grafu. Dalsim
podnétem by mohla byt snaha o zobecnéni vysledku uvedenych v [2] z oblasti
grafu, kde Ps je jednim ze zakazanych podgrafu. Tyto poznatky by mohly vést
k dokazani Reedovy hypotézy pro tiidu Ps-free grafu.
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