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Abstrakt

Tato prace se zabyva spektralnimi vlastnostmi grafa, klicovym aspektem teorie
grafu, ktery nachazi siroké uplatnéni v mnoha odvétvich védy a techniky. Prace
poskytuje piehled zdkladnich i pokrocilych konceptu spektrdlni teorie matic a
grafu, s durazem na jejich aplikace v oblastech jako je algebraickd souvislost a
tuhost grafu. Specidlni pozornost je vénovana spektru Laplaceovy matice a jeho
vlivu na vlastnosti grafu a to zejména na jeho tuhost.

Klicova slova

Spektralni vlastnosti grafu, spektralni teorie matic, algebraicka souvislost, tu-
host, Chvatalova hypotéza



Abstract

This thesis addresses the spectral properties of graphs, a key aspect of graph the-
ory that finds broad applications across various fields of science and technology.
The work provides an overview of both fundamental and advanced concepts of
spectral matrix and graph theory, with an emphasis on their applications in
areas such as algebraic connectivity and toughness of graphs. Special attention
is given to the spectrum of the Laplacian matrix and its impact on graph pro-
perties, particularly its toughness.

Keywords

Spectral properties of graph, spectral matrix theory, algebraic connectivity, tou-
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Uvod

Spektralni teorie matic a grafi hraje klicovou roli v mnoha oblastech a to véetné
matematiky, informatiky, ale také biologie a chemie. Tento obor umoznuje ziskat
hlubsi ndhled na strukturu a dynamiku matic a grafu, coz je klicové pro feseni
siroké gkély problému, od analyzy obrazu po studium molekuldrnich struktur.

Cilem této préace je shrnuti znamych vysledki v oblasti spektralni teorie
matic a grafu a prohloubit pochopeni vztaht mezi vlastnostmi grafi a jejich
spektralnimi charakteristikami. Konkrétné se zaméfime na to, jak spektralni
vlastnosti ovliviiuji schopnost grafu odolavat strukturalnim zméndm, coz ma
aplikace v oblastech, kde je dulezitd robustnost a stabilita struktury, jako jsou
napi. komunikacni sité.

Prvni dvé kapitoly této prace poskytuji souhrnny piehled v oblasti spektralni
teorie matic a grafu. Nejprve predstavime zakladni nédstroje, které ndm jsou
napomocné pii urc¢eni vlastnich ¢isel matic a grafu. Néasledné se zamérime na
nékteré maticové reprezentace grafu, pricemz se zaméfime na Laplaceovu matici,
jeji vlastnosti a spektrum.

Posledni dvé kapitoly se vénuji podrobné analyze grafovych parametru a
specidlnich t¥id grafi. Prozkouméame jejich vztahy k spektrdlnim vlastnostem, s
durazem na algebraickou souvislost a spektralni odhady hodnoty tuhosti grafu.



Kapitola 1

Spektralni teorie matic

Pro tcely této prace zavedeme nékteré zakladni pojmy a znaceni z oblasti
spektralni teorie matic. Vétsina téchto pojmu byla pfevzata z literatury |1
a |2].

Dale, budeme v této kapitole prezentovat zakladni poznatky o spektralnich
vlastnostech matic.

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1.1.1. Méjme M € C**". Cislo A € C je vlastnim &islem matice
M, pokud existuje nenulovy vektor v € C" takovy, ze plati

Av = Mv.

Vektor v pak nazveme vlastnim vektorem prislusicim vlastnimu éislu A.
Vlastni ¢isla muzeme nalézt jako koteny charakteristického polynomu
ch(M) = det(M — ).

Algebraickou ndasobnosti vlastniho ¢isla rozumime jeho nasobnost jako kotrene
charakteristického polynomu. Soubor vSech vlastnich &isel matice M nazyvame
spektrem matice M, ddle budeme v této préaci pro spektrum pouzivat znaceni
o(M).

Definice 1.1.2. Nechf M ¢ C™*". Vlastni ¢islo matice M, které nabyva
nejvyssi hodnoty v absolutni hodnoté (modulu)

p(M) = max{|A| : A € o(M)}

nazyvame spektralnim polomérem matice M.



1.2 Spektralni vlastnosti matic

Zamérime se na spektralni vlastnosti specidlnich typu matic, konkrétné na her-
mitovské a symetrické redlné matice a nasledné na klasné a nezaporné matice.
Predstavime definice a vysledky, které poskytuji dulezité informace o vlastnos-
tech téchto matic. Pro uplnost za¢néme definici hermitovské transpozice.

Definice 1.2.1. Nechft M € C™*". Zobrazeni M — M*, kde
M= (M), (1.1)
nazveme hermitovska transpozice.

Horn a Johnson ve své knize 2] uvddi nekolik ruznych t¥id matic, které jsou
definovany pomoci zobrazeni transpozice a hermitovské transpozice. Pro nés jsou
zejména dulezité symetrické a hermitovské matice.

Definice 1.2.2. Nechf M € C**™. Tato matice je symetrickd, pokud plati

M=M".

Definice 1.2.3. Mé&jme matici M € C™*"™. Tato matice je hermitovska, pokud
M = M*. (1.2)

7 vlastnosti redlnych ¢isel, a to konkrétné Vz € R : z = Z, plyne, ze redlné
symetrické matice jsou specidlnim piipadem hermitovskych matic. Pro redlné
symetrické matice tedy plati i ndsledujici vlastnosti.

Véta 1.2.1 (Spektralni véta). (2] Necht M € C" "™ je hermitovskd matice,
potom

(a) vlastni ¢isla matice M jsou redlnd ¢isla,

(b) vlastni vektory prislusici riznym vlastnim éislim jsou ortogondlni.

Protoze spektrum hermitovské matice obsahuje vyhradné realnd vlastni ¢isla,
pro jednoduchost zavedeme nasledujici fazeni

Amin = A1 <X < s <A1 <A = Mnas

Toto znaceni zalozené na tazeni vlastnich ¢isel do neklesajici posloupnosti bu-
deme v na$i praci pouzivat nadale.

Analyza spektra matic je klicovym prvkem mnoha matematickych disciplin,
vcetné linedrni algebry, numerické analyzy a teorie grafi.



Existuje fada vyznamnych vysledki, které ndm pomaéahaji porozumét vlast-
nostem a chovani vlastnich ¢isel matic. Tyto vysledky nekladou ptilisné pozadavky
na vlastnosti matic a presto ndm poskytuji cenné informace o jejich spektralni
struktufte.

Jednim z téchto ndstroju pro analyzu spektra matic je Rayleighova véta.
Tato véta nam pfinasi novy pohled, na problém hledani vlastnich ¢isel a to tim,
ze ho formuluje jako optimalizacni problém, coz umoziuje aplikaci technik z
oblasti optimalizace a numerické matematiky.

Véta 1.2.2 (Rayleighova véta). [9] [29] Necht M € C™*" je ¢tvercovd hermi-

tovskd matice. Méjme ddna celd ¢isla 1 <i1,49,...,1k_1,% < N a ortonormdlni
vektory Xiy, ..., Xi,, pro které plati: Mx; = \jz;, Vi =iy,..., ix a necht S je
linedrnim obalem S = span{x;,,..., X;, }. Potom plati

(a)

x*Mx . .
Amin =  min = min X
{x€S8: x£0} xX*x {xeS: ||x]|[2=1}
x*Mx
< max x*Mx = max = Anaz
{xeS: ||x||2=1} {x€S: x#0} xX*x

(b) Pro kazdy vektor x € S takovy, Ze ||x||2 = 1 plati,

Al <xX*Mx < A,

pricemz rovnost na pravé (resp. levé) strané nerovnosti nastdvd prdvé
tehdy, kdyz Mx = ApazX (resp. Mx = ApinX)

(¢) Pro kazdy vektor x € C" takovy, Ze ||z||2 = 1 platf,

/\min S x"Mx S )\ma;m

pricemz rovnost na pravé (resp. levé) strané nerovnosti nastdvd prdvé
tehdy, kdyz Mx = ApazX (resp. Mx = A\pinX), navic plati:

x*Mx . x*Mx

a Amin = Min
z#0

Amaz = Max

z#£0 X*X X*X

Dalsim takovym néastrojem je Gersgorinova véta, pro jejiz formulaci nejdiive
definujeme termin Gersgorinuv disk.



Definice 1.2.4. Mé&jme matici M = [m;;] € C"*". Oznacme
Ry(M) = "|myl, Vi=1,..., n
J#i
rfadkovy soucet i-té fadky matice M, potom mnoziny

G(M)={z€C : |z—my| <R (M)}, Vi=1,...,n

nazveme Gersgorinovymi disky.

Véta 1.2.3 (Gersgorinova véta). (9] Viastni cisla matice M € C™*™ lezi v
sjednoceni Gersgorinovijch disku

GgM) = U{z €C : |z—my| <R, (M)}

Navice, pokud je sjednocent k Gersgorinovych diski Gi(M) C G(M), kterd je
disjunktni od zbylych n — k Gersgorinovych diski, pak Gr,(M) obsahuje praveé k
vlastnich c¢isel matice M, pocitané podle jejich algebraické ndsobnosti.

Kromé toho, Ze nam GerSgorinova véta umoznuje omezit jednotlivé hodnoty
vlastnich ¢isel, ¢asto ji muzeme vyuzit i k rozhodnuti o nékterych vlastnostech
této matice, jako je napf. singularita a definitnost. Toto vyuziti GerSgorinovy
véty naznacime v dukazu véty 2.2.1]

Kladné a nezaporné matice

Hermitovské matice nejsou jedinou tfidou matic, jejichz spektralni vlastnosti
byly vice prozkoumany. Dalsimi takovymi tfidami jsou kladné a nezdporné ma-
tice.

Definice 1.2.5. Matici M € C™*" nazveme kladnou matici, pokud plati
m; ; > 0, pro vSechna ¢, j.

V pripadé, ze
m;; > 0, pro vSechna i, j

je matice M nezaporna. Kladné matice zna¢ime M > 0, analogicky znac¢ime
nezaporné matice M > 0.

Jednou z nejzndméjsich vét tykajici se kladnych matic je Perronova véta.
Tato véta shrnuje nejdulezitéjsi poznatky o spektralnich vlastnostech téchto
matic.



Véta 1.2.4 (Perron). [5] Necht M € C™*" je kladnd matice, p(M) jeji spektrdlni
polomér a \; jeji vlastni ¢isla. Potom plati

(i) p(M) je vlastnim &islem matice M.
(i) K vlastnimu éislu p(M) ezistuje kladny vlastni vektor.
(iii) Algebraickd ndsobnost vlastniho ¢isla p(M) je rovna jedné.
(iv) p(M) je dominantni vlastni éislo, tj. je-li
An = p(M), pak |N\;| < p(M), i =1,2,...,n— 1.
Poznatky, které poskytuje Perronova véta nelze prevést na problematiku

nezapornych matic piimo, i pfes to jsme schopni tyto vysledky aplikovat na
mensi specialni podtiidu téchto matic.

Definice 1.2.6. Matici M"*" kde n > 2, nazveme rozlozitelnou, préavé tehdy
kdyz existuje permutacni matice P takova, ze plati

B;; B
_ T 11 12
M=P ( 0 B22> P,

kde bloku B1; a Bas jsou ¢tvercové. Neni-li matice M rozlozitelna, fikame, ze
je nerozlozitelna.

Diky definici nerozloZitelnyjch matic muzeme prevést vysledky Perronovy
véty na §irsf skupinu matic nez jsou pouze kladné matice.

Véta 1.2.5 (Perron-Frobenius). [5] Necht M € C™*" je nezdpornd nerozloZitelnd
matice. Potom plati

(i) p(M) je vlastnim céislem matice M.
(i) K vlastnimu éislu p(M) ezistuje kladny vlastni vektor.

(iii) Algebraickd ndsobnost vlastniho ¢isla p(M) je rovna jedné.

Véta 1.2.6. [5] Pokud je matice M nezdpornd nerozloZitelnd a navic primitivni,
potom, plati

(iv) p(M) je dominantni vlastni éislo.

O matici M fekneme, Ze je primitivni, pokud existuje k € N tak, ze MF > 0.



Kapitola 2

Grafové matice

Déle se budeme zabyvat vyuzitim poznatku ze spektralni teorie matic v oblasti
teorie grafu. Zatnéme definici pojmu neorientovany graf.

Definice 2.0.1. [4] Necht V je kone¢néd mnozina. Neorientovanym grafem
nazveme dvojici G = (V, F), kde E C (‘2/), tj. prvky mnoziny E jsou dvouprv-
kové podmnoziny mnoziny V.

V ramci této prace se termin graf vzdy vztahuje na neorientovany prosty graf,
tj. neorientovany graf bez ndsobnych hran a smycek.

Vg

U1 V2 Us

Obrazek 2.1: Neorientovany graf na péti vrcholech

Prvky mnoziny V' nazyvame wvrcholy grafu G, prvky mnoziny E nazyvame
hranami. Rddem grafu G rozumime pocet vrcholi tohoto grafu a budeme jej
znacit n.

O dvou vrcholech u, v € V fekneme, Ze jsou sousedni, pokud existuje hrana
{u,v} € E. Vrchol v € V nazveme incidentni s hranou e € E, pokud e = {u, v},
tj. v je jednim z koncovych vrcholt hrany e.

Stuperi vrcholu v € V' je pocet hran incidentnich s timto vrcholem. Stupen
vrcholu budeme znaéit dg(v), minimdlni stuperi grafu d¢ = min,ecy dg(v) a
mazimdlnt stupeni grafu Ag = max,cy dg(v). Pokud mé graf G vsechny stupné
vrcholt stejné, tj. Vo € V : dg(v) = d fekneme, 7e graf G je d-reguldrni.
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Podgraf grafu G je graf H = (V',E’), kde V' CV a E' C E a pro kazdou
hranu {u,v} € E’ plati u,v € V. Podgraf grafu G, ktery obsahuje viechny jeho
vrcholy nazveme faktorem, pokud je navic tento podgraf k-regularni, jednd se o
k-faktor.

Graf indukovany mnozinou vrcholi S C V je podgraf G[S] grafu G, ktery
obsahuje vSechny vrcholy z S a vSechny hrany z FE, které v grafu G spojuji
vrcholy z mnoziny S. Jinymi slovy G[S] = (S, Es), kde Eg = {{u,v} € E :
u,v € S}.

Pro reprezentaci grafu je ¢asto vhodné zvolit jednu z grafovych matic. V této
kapitole si nékteré z téchto matic predstavime reprezentace grafu a uvedeme
jejich zékladni vlastnosti.

2.1 DMatice sousednosti

V teorii grafi je zdkladnim ndstrojem pro reprezentaci vztahti mezi vrcholy
grafu matice sousednosti. Matice sousednosti je nejenom zdkladem pro mnohé
algoritmy v teorii grafu, ale také slouzi jako vychozi bod pro dalsi matematické
konstrukce, jako je napiiklad Laplaceova matice, kterou lze z matice sousednosti
odvodit.

Definice 2.1.1. [1] Necht G = (V, E) je neorientovany graf, kde V = {vy, ..., v, },
potom matice sousednosti je ¢tvercovd matice A = [a;;] € M,

{1 pokud v;v; € E(G),
Qi = .
0 jinak.

2.2 Laplaceova matice

Definice 2.2.1. |1] Necht G = (V, E) je neorientovany graf, kde V = {vy, ..., v, },
potom Laplaceova matice je ¢tvercovd matice L = [I;;] € M,

de(v;)  pokud i = j,
lij = -1 pokud AN ES E,
0 jinak.

Tvrzeni 2.2.1. [1] Necht G = (V, E) je neorientovany graf, A je matice soused-
nosti grafu G a D je ¢tvercovd matice tadu n, D = diag (dg(v1), ..., da(va)),
potom plati

L=D-A

Naésledujici tvrzeni a véty se mohou zdat trividlni, nicméné se jedna o zakladni
poznatky, které budou vyuzity i dale v této praci, a tak pro né uvadime i dukazy.



Véta 2.2.1. [5] Necht G = (V, E) je graf. Laplaceova matice L = [I;5] je
a) symetrickd,
b) singuldrni,
¢) pozitivné semidefinitni.

Diikaz. Tyto vlastnosti Laplaceovy matice L dokdzeme postupné.

a) Graf G je neorientovany, coz znamend, ze pokud je mezi vrcholy v; a v;
hrana, plati, Ze existuje i hrana mezi v; a v;. To znamen4, Ze matice L je
symetricka.

b) Snadno nahlédneme, Ze pro kazdy vrchol v; € V, kde i = 1,...,n plati

n

Yo lj=—da(v), (2.1)

J=1; j#i
a tedy plati
Z lij =l + Z lij = dG(”U) - dg(l}) =0.
Jj=1 J=1; j#i

Protoze je kazdy fadkovy soucet matice L roven 0, existuje netrividlni
linearni kombinace sloupcu, kterd je rovna nulovému vektoru o. Matice L
je singularni.

¢) V predchozf ¢dsti jsme dokdzali, ze Laplaceova matice je singuldrni. Protoze
je matice singularni, alesponl jednim z vlastnich ¢isel je p = 0.

Pozitivni definitnost Laplaceovy matice muzeme dokazat aplikaci Gersgorinovy
véty (1.2.3]). Gersgorinuv disk piislusici i-tému fddku matice M muzeme
zapsat jako mnozinu

GL)={zeC:|dv;) —z| <d(v)}, Vi=1,....n

Na prvni pohled je patrné, ze hranice tohoto kruhu prochézi pocatkem
soufadného systému v Gaussové roviné. Sjednocenim vsech Gersgorinovych
disku ziskdme mnozinu

GL)={zeC:|Ac—2| < Ag} (2.2)

Tato mnozina obsahuje vSechna vlastni ¢isla Laplaceovy matice.

Uvédomme si, ze Laplaceova matice je navic redlnd symetrickd matice a
vlastni ¢isla Laplaceovy matice jsou tedy redlnd (viz véta [1.2.1). Z (2.2)
ziskame meze pro hodnotu vlastnich ¢isel matice L.

0< pn <2-Ag



Protoze je kazdé vlastni ¢islo Laplaceovy matice nezaporné, Laplaceova
matice je pozitivné semidefinitni.

O
Tento pristup ndm kromé dukazu pozitivni semidefinitnosti Laplaceovy ma-
tice navic poskytuje horni odhad pro hodnotu vlastnich ¢isel.

Im(z)
0
(a) Gersgorinovy disky Laplaceovy matice grafu G
Im(z)
51 U2 us 4 Hs 2-Ag Re(z)
@ @
0 1 2 4 5

(b) Grafické zndzornén{ spektra Laplaceovy matice grafu G a jeho
horniho odhadu 2 - Ag

Obrazek 2.2: Tlustrace aplikace Gersgorinovy véty pro Laplaceovu
matici grafu G z obrézku
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Nasledujici zavéry zasazuji do kontextu vztah mezi souvislosti grafu G a
spektrem Laplaceovy matice. Protoze je souvislost, v kontextu této prace, dulezitou
vlastnosti graft, formalni definici zavedeme v kapitole

Graf G se nazyva souvisly, pokud existuje cesta mezi kazdou dvojici vrcholu,
coz znamend, ze je mozné se z libovolného vrcholu grafu dostat do jakéhokoli
jiného vrcholu pomoci ,,sledu” hran.

Tvrzeni 2.2.2. [6] Necht G je souvisly graf, ndsobnost vlastniho &fsla Lapla-
ceovy matice p =0 je 1.

Pokud je graf G nesouvisly, jeho maximéalni souvislé podgrafy nazveme kom-
ponentami.

Véta 2.2.2. [6] Necht G je neorientovany graf s k komponentami a L k nému
prislusnd Laplaceova matice. Plati, Ze algebraickd ndsobnost vlastniho cisla 0

Laplaceovy matice je k.

Diikaz. Piedpoklddejme, ze G = (V, E) je graf s k > 2 komponentami. Ozna¢me
postupné vrcholy jednotlivych komponent

’U], ’U2, MRS ’U’nfla Un,

Protoze neexistuje hrana, ktera by spojovala vrcholy z dvou ruznych kom-
ponent, Laplaceova matice je v tomto pfipadé blokové diagondlni s k bloky.

Ly 0 0 ... 0
0 Ly 0 ... O
L=1|. ) .
0 ... 0 ... Lg

Vlastni ¢isla matice L muzeme urcit jako kofeny charakteristického poly-
nomu

det(L — AI) = 0

Jak matice L, tak jednotkovd matice I jsou diagonélni. Matice (L — AI) je tedy
opét blokové diagonalni, a proto plati

det(L — AI) = det(Ly — AI) - ... - det(Ly, — AI) (2.3)

Na jednotlivé komponenty se muzeme také divat jako na nepropojené sou-
vislé grafy a bloky matice L, pak muzeme chapat, jako Laplaceovy matice jed-
notlivych komponent.

Z ptedchoziho tvrzeni vime, ze Laplaceova matice souvislého grafu ma vlastni
¢islo = 0, jehoz algebraickd nédsobnost je rovna 1. Diky tomuto tvrzeni a vztahu
plyne, ze algebraickd ndsobnost vlastniho ¢isla ;4 = 0 matice L je praveé
k. O

11



2.3 Bezznaménkova Laplaceova matice

Bezznaménkovd Laplaceova matice je variaci na klasickou Laplaceovu matici,
ktera se vyuziva pii aplikaci teorie grafu v oblastech, kde jsou zdporné hodnoty
vyjadiujici spojeni mezi sousednimi vrcholy nezadouci.

Definice 2.3.1. Necht G = (V, E) je neorientovany graf, kde V = {v1, ..., v,},
potom bezznaménkova Laplaceova matice je ¢tvercova matice L € M,

da(v;)  pokud i =j,
li; = 1 pokud v;v; € E,
0 jinak.
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Kapitola 3

Vlastnosti grafti a vybrané
grafové tridy

Tato kapitola se vénuje vybranym vlastnostem grafu, které jsou fundamentaln{
pro pochopeni jejich struktury a chovani. V prvni ¢ésti kapitoly definujeme
klicové grafové vlastnosti, které jsou dulezité pro teoretické i praktické aplikace
v diskrétni matematice a souvisejicich oborech. Zvlastni pozornost je vénovana
tuhosti grafu.

Druhé ¢ast kapitoly se zaméii na specidlni tiidy grafu, které se odlisuji spe-
cifickymi charakteristikami a maji zasadni vyznam jak pro feSeni konkrétnich
matematickych problému, tak pro tuto préci.

Celkové nasledujici text nabizi hluboky pohled na dulezité aspekty teorie
grafu, poskytujici ¢tenafi komplexni pochopeni jak zakladnich, tak i specialnich
grafovych vlastnosti a tfid.

3.1 Vybrané vlastnosti grafi
Pii zkoumani zakladnich vlastnosti grafu, jsme se opirali zejména o préci [7].

3.1.1 Souvislost grafu

Souvislost grafu je zdkladnim pojmem, ktery odrazi jeho strukturdlni charakter.
Pro jeji pochopeni je nejdiive nutné definovat, co pfesné rozumime pod pojmem
cesta.

Definice 3.1.1. Nechf G = (V, E) je neorientovany graf. Cestou z vrcholu
vy do vrcholu v, nazveme posloupnost vrcholi a hran

Vo €1 V1 €2 ... €k Vg,

kde kazda hrana e; = {v;_1,v;}, ¥i = 1,...,k a zddny vrchol ani hrana se v
posloupnosti neopakuji.
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Tuto definici cesty pouzijeme k vysvétleni pojmu souvisly graf.

Definice 3.1.2. Necht G je neorientovany graf. Graf G nazveme souvislym,
pokud mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje cesta.

Pro praktické ucely je dulezité nejen urcit, zda je graf souvisly, ale také
posoudit, jak ,silnd“ tato souvislost je. To nas vede k pojmu 7ezu v grafu.

Definice 3.1.3. Nechf G = (V, E) je neorientovany netiplny graf. Vrcho-
lovym Fezem rozumime mnozinu § # S C V, po jejichz odstranén{ vznikne
graf G — S s vice komponentami, nez mél puvodni graf G. Hranovym fezem
rozumime mnozinu § # S’ C E, po jejimz odstranéni m4 vysledny graf G — S’
veétsi pocet komponent nez mél graf G.

Tyto pojmy nam umozni definovat miry souvislosti grafu, v zavislosti na
velikosti nejmensiho mozného fezu.

Definice 3.1.4. Necht G je souvisly a netplny graf. Vrcholovy stupen sou-
vislosti grafu x(G) je definovan jako velikost minimélntho vrcholového fezu.
Je konvenci, ze pro uplné grafy je stupen souvislosti definovan jako n — 1. Graf
nazyvame k-souvislym, pokud je vrcholovy stupen souvislosti alespon k.

Analogicky muzeme definovat hranovy stupern souvislosti grafu.

Definice 3.1.5. Necht G je souvisly graf a nechf n > 2. Hranovy stupen
souvislosti grafu x'(G) je definovan jako velikost minimélntho hranového fezu.
Pro grafy s jednim vrcholem plat{ x'(G) = 0.

Nakonec se zaméfime na znadmy vztah mezi témito mirami souvislosti, ktery
je formalizovan ve Whitneyho nerovnosti.

Véta 3.1.1. [§] Méjme graf G = (V, E), potom plati
R(G) < K(G) < 8(G)
Diikaz. Méjme souvisly graf G. Jednotlivé nerovnosti dokdzeme postupné.

(i) Dukaz nerovnosti

K'(G) < 6(G)

je trividlni. Oznaéme v vrchol grafu G jehoz stupné dg(v) = §(G). Od-
stranénim §(G) hran incidentnich s vrcholem v se graf G rozpadne na
alespoii dvé komponenty (G — v a izolovany vrchol v).

(ii) Protoze graf G je £/(G)-hranové souvisly, v grafu G existuje mnozina «'(G)
hran, po jejichz odebrani se graf G rozpadne alespon na dvé komponenty.
Ozna¢me tuto mnozinu hran H.

Vyberme libovolné jednu hranu z mnoziny H a ozna¢ime koncové vrcholy
této hrany x, y. Pokud z grafu G odstranime vSechny hrany mnoziny H
a7 na ndmi zvolenou hranu {z,y}, ziskdme graf Gy, ve kterém je hrana
{z,y} mostem.
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Obecné nazveme mostem hranu grafu G, kterd neni obsazend v zddné
kruznici. A protoze most neni obsazen v zadné kruznici, po jeho odebrani
se graf G rozpadne na dvé komponenty.

Déle definujme mnozinu vrcholt A tak, ze z kazdé hrany mnoziny H vy-
bereme jeden koncovy vrchol ruzny od z, y. Jisté plati

Al < H(G) — 1.

Odstranénim vsech vrcholi mnoziny A urcité odstranime vSechny hrany z
mnoziny H az na hranu {z,y}. Pro graf G — A mohou nastat nésledujici
situace

(a) Pokud je G — A nesouvisly, znamen4 to, ze mnozina A je vrcholovym

fezem grafu G, a plati
k(Q) < K'(G) —1 < K(G).

(b) Pokud je graf G — A souvisly, hrana {z,y} je v tomto grafu opét
mostem, tj. hranou, po jejimz odebrani se graf rozpadne na nékolik
komponent. Odebereme-li vrchol z a vSech hran s nim incidentni,
graf G — {AU{z}} bud nenf souvisly, protoZe jsme odebrali viechny
hrany mnoziny H tj.

w(G) < K (G),

nebo obsahuje pouze jeden vrchol (y) a graf G je uplny.

3.1.2 Hamiltonovské vlastnosti grafu

V teorii graf, hraji pojmy jako cesty, cykly a souvislost klicCovou roli pro pocho-
peni vlastnosti grafu a jejich struktur. V této ¢asti se zamérime na hamiltonovské
vlastnosti grafu, které jsou tizce spojeny s problémem obchodniho cestujl’cihoﬂ

Definice nésledujicich pojmu poskytuji teoreticky zéklad pro feseni problému
obchodniho cestujiciho, ale maji také dulezité aplikace v ruznych odvétvich, kde
je potifeba optimalizace tras.

Definice 3.1.6. Nechf G je graf. Hamiltonovska cesta je takovd cesta v
grafu G, ktera obsahuje vSechny jeho vrcholy.

Definice 3.1.7. Nechf G je graf. Hamiltonovska kruznice je kruznice prochézejici
ptes vSechny vrcholy.

Definice 3.1.8. Nechf G je graf. Graf G je hamiltonovsky, pokud obsahuje
hamiltonovskou kruznici jako podgraf.

1Problém obchodniho cestujiciho je zndmym kombinatorickym problémem, ktery spo¢iva v
nalezeni nejkratsi cesty, kterd navstivi kazdé mésto v urcitém seznamu praveé jednou a nakonec
se vrati do vychoziho mésta.
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Hamiltonovské grafy jsou klicové pro praktické aplikace, jako je ndvrh efek-
tivnich komunikaénich siti a logistickych tras. Proto se hamiltonovskosti grafu
budeme vénovat i v nasledujicich ¢astech této prace, a to zejména ve spojeni s
jinymi vlastnostmi grafu a ukédzeme jak mohou tyto vztahy mezi jednotlivymi
vlastnostmi zjednodusit rozhodnuti o hamiltonovskosti grafu.

3.1.3 Tuhost

Parametr tuhosti grafu predstavuje miru odolnosti grafu vuéi rozpadu na jed-
notlivé komponenty po odstranéni mnoziny jeho vrcholu. Jednoduse fec¢eno, graf
s vysokou tuhosti vyzaduje odstranéni vétsiho poc¢tu vrcholi, aby se rozpadl na
izolované ¢asti. Tento parametr je dulezity pro pochopeni, jak ,pevné“ jsou
vrcholy v grafu spojeny.

Pojem tuhosti grafu byl poprvé predstaven ceskym matematikem Vaclavem
Chvéatalem v [9)].

Definice 3.1.9. Necht G je graf a S je vrcholovym fezem grafu G. Tuhost
grafu definujeme jako

, 5]
G) = —_—
7(G) vsrcn\I/I%G) {c(G S)J’
kde ¢(G — S) vyjadiuje pocet komponent grafu G — S. O grafu G fekneme, Ze
je t-tuhy, pokud plati ¢t < 7(G), t € RT.

V soucasné dobé zname hodnotu tuhosti pro relativné malé grafy s jednodu-
chou strukturou a nékteré specidlni t¥idy grafa (napf. netiplné claw—freeﬂ grafy).

Véta 3.1.2. [/ Pokud je G neuplny claw-free graf, potom plati

Urceni tuhosti pfedstavuje optimalizacni problém, jehoz feseni je, kvuli op-
timalizaci pfes vSechny mozné vrcholové fezy daného grafu naro¢né.

Dalsim z grafu, pro které zndme presnou hodnotu tuhosti je Petersenuv graf.

Tento graf je oblibenym grafem diky svym vlastnostem, jako je vysokd sy-
metri¢nost, regularita a nehamiltonovskost. Kromé toho, vyznam Petersenova
grafu spoc¢iva v jeho vyuziti, jako protipiikladu pfi vyvraceni teorii a hypotéz z
oblasti teorie grafu.

Jako ukazku muzeme prezentovat nasledujici vétu.

2 Claw-free grafy jsou takové grafy, které neobsahuji indukovany tplny bipartitni podgraf
K13 (claw). |10]
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Véta 3.1.3. [4] Pokud je graf G hamiltonovsky, pak musi nutné platit
o(G—9) <9

pro kaZdou mnoZinu ) # S C V(QG).

Disledek. Kazdy hamiltonovsky graf je 1-tuhy.

Petersentv graf demonstruje, ze ne vSechny 1-tuhé grafy musi byt hamil-

tonovské. Brouwer [11] ve svém ¢ldnku uvadi, ze tuhost Petersenova grafu
je 7(G@) = %. Na nésledujicim obrézku ilustrujeme vhodny vrcholovy fez pro

ziskdni minima vyrazu |S|/c(G — 9).

(a) (b)

Obréazek 3.1: (a) Petersenuv graf, (b) Vrcholovy fez S; Petersenova grafu, (c)
Vrcholovy fez S; Petersenova grafu realizujici tuhost

Chvatalova hypotéza

Chvatalova hypotéza naznacuje, ze by vSechny dostate¢né tuhé grafy mély ob-
sahovat hamiltonovskou kruznici.

Hypotéza 3.1.1 (Chvétal). |9] Existuje ¢y takové, ze kazdy to-tuhy graf je
hamiltonovsky.

Tato hypotéza je stdle oteviena, a to i pfes to ze v tomto sméru doslo k
pokroku. Enomoto [12] dokdzal, ze pokud takové ¢, existuje, musi platit, ze
to > 2. Toto je pifimym dusledkem nasledujici véty.

Véta 3.1.4. [12] Méjme k > 1. Pro libovolné velké € > 0 existuje (k — €)-tuhy
graf G tadu n >k + 1, kde soucin k - n je sudé cislo, ktery nemd k-faktor.

Pro k = 2, véta ilustruje, existenci (2 — €)-tuhého grafu, ktery nem4
2-faktor, a tedy neni hamiltonovsky.

O nékolik let pozdéji, po zvefejnéni Enomotovych zdvéru, se Bauerovi, Broer-
smovi a Veldmanovi podarilo zkonstruovat 2-tuhy graf (viz , ktery neni ha-
miltonovsky, a co vic, podafilo se jim formulovat posloupnost {Gj} nehamilto-
novskych graft, pro které limg_, o 7(Gx) = 9/4. Zjednodusené feceno, vysledky
publikované témito autory v [13] naznacuji, ze pokud existuje tg, pro které by
byla Chvétalova hypotéza splnéna, potom takové ¢y musi byt vétsi nez 9/4.

17



Obrazek 3.2: Bauer-Broesma-Veldmanuv graf

Hranova tuhost

Pokusy o dokazani, resp. vyvraceni Chvatalovy hypotézy, ilustruji znacnou
naro¢nost rozhodovéni o hamiltonovskosti grafii. Tato problematika nas ¢asto
vede k alternativnim piistupum, které umoznuji transformaci na mnohdy jed-
nodussi problémy jako napf. vySe zminény dukaz neexistence 2-faktoru grafu
G.

Dalsim moZznym alternativinim postupem pro dikaz nehamiltonovskosti je
dukaz toho, ze graf neni path-tuhy. Graf G je path-tuhy, pokud pro kazdou
neprazdnou podmnozinu S C V lze graf G — S pokryt nejvyse |S| vrcholove
disjunktnimi cestami. Tato varianta by se mohla zdat neefektivni, a to zejména
proto, ze neexistuje obecny postup, jak tento dukaz provést. AvSak préavé pii
prozkoumdavani tohoto postupu se Katonovi [15] podafilo definovat novy para-
metr, ktery je tzce provézany s , klasickou* tuhosti.

Rozhodnuti o tom, zda je graf hamiltonovsky, predstavuje specidlni piipad
problému nalezeni A-cyklu. Tento problém spoc¢iva v uréeni, zda existuje v grafu
G kruznice obsahujici vSechny vrcholy z mnoziny A C V(G).

Definice 3.1.10. Mé&jme graf G a mnozinu A C V(G). O dvojici (X,Y)
XCV((G-A), YCFEG-A-X)

fekneme, ze separuje mnozinu A, pokud v grafu G — X — Y neexistuje zddnd
cesta spojujici dva vrcholy z mnoziny .A.

Oznacme K1, ..., K. komponenty grafu G(Y') indukovaného mnoZinou hran
Y.
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Definice 3.1.11. Mgjme graf G a podmnozinu Y C E. Grafem indukovanym
mnozinou hran Y rozumime G(Y') C G, jehoz mnozinou vrcholu jsou véechny
vrcholy v € V(G), které jsou incidentn{ s hranou z mnoziny ¥ a mnozinu hran
tvori vSechny hrany, jejichz oba koncové vrcholy u,v € V(G(Y)).

Je ziejmé, ze ne viechny hrany grafu G(Y') museji nutné byt prvky mnoziny
Y.

Dale definujme nékteré pojmy, které nam pomohou lépe porozumét struktuie
komponent K; v ramci grafu G — X. Tyto pojmy jsou obecné zndmé v oblasti
teorie mnozin.

Definice 3.1.12. Nechf G = (V, E) je graf a H C G jeho podgraf. Hranici
podgrafu H nazveme mnozinu
bdg(H) ={ve V(H): v mdsouseda u ¢ V(H)},
Pokud je vrchol prvkem hranice bdg(H) nezveme jej hraniénim vrcholem.
Vnitiek podgrafu H definujeme jako
ing(H)=V(H) —bdg(H).

Pokud je vrchol v prvkem ing(H), potom jej nazyvame vnitfnim vrcholem.

Zavedeni téchto termint ndm umoznuje definovat A-separdtor.

Definice 3.1.13. Nechf G je neorientovany graf. Méjme mnozinu A C V(G) a
dvojici (X,Y) separujici mnozinu A. Dvojici (X,Y’) nazveme A-separitorem,
pokud plati

Al > s(X,Y:Q) : X|+Z{ lbde—x ( )|J (3.1)

Existence separdtoru mnoziny A C V(G) ndm iikd nékolik véci o samotném
grafu G. Tyto vlastnosti detailné zkoumali Kelmans a Lomonosov ve svych
¢léncich |16} [17], na které se muzeme odkézat pro hlubsi pochopeni.

Tvrzeni 3.1.1. [15] Necht G je neorientovany graf. Pokud existuje separétor
(X,Y) mnoziny A C V(G), potom plati, ze

(i) v grafu G neexistuje kruznice, kterd by obsahovala vsechny vrcholy mnoziny

A,
(ii) graf G neni path-tuhy,
(iii) graf G neni hamiltonovsky.

Tento novy piistup, ktery zahrnuje prezentaci A-separatoru v grafu G, pomaha
dokézat, ze v grafu neexistuji hamiltonovské kruznice. Pfi tomto pfistupu neni
potfeba explicitné definovat mnozinu A, coz inspirovalo Katonu [15] k definovéni
nového parametru grafu.
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Definice 3.1.14. [15] Mé&jme souvisly graf G = (V,E) a mnoziny X C V a
Y C E(G — X), které spliuji ¢(G — X —Y —J!__, ing_x (K;)) > 1. Hranovou
tuhost grafu definujeme jako

(@) = min{c (X, Y G) }

(G-X-Y -U~L,ing-x(K5))

Tvrzeni 3.1.2. [15] Pokud je G t-hranové tuhy graf, potom je také ¢t-tuhy.

Tvrzeni 3.1.3. [15] Pokud je G hamiltonovskym grafem, pak je 1-hranove-
tuhy.

Cely dukaz tohoto tvrzeni je pomérné jednoduchy a podrobné rozebrany
pravé Katonou, proto ho neuvedeme v této praci. Zaméiime se pouze na jednu
jeho ¢ast.

Stézejnim krokem tohoto dukazu je prokéazat, ze se v kazdé komponenté
grafu G — X — Y — |J{_, ing_x(K;) nachdz{ alespon jeden vrchol, ktery je
disjunktni s hranici této komponenty. Predpoklddejme, ze takovy vrchol v zadné
z komponent neexistuje. Snadno nahlédneme, Ze neexistuje zddna hrana, kterd
by spojovala vrcholy z dvou rtznych komponent grafu G(Y').

Zvolme libovolné vrchol jedné z komponent grafu G—X -Y —J;_; ing— x (K;),
a oznac¢me jej v. Tento vrchol musi byt prvkem bdg_ x (K) néjaké komponenty
K grafu G(Y), tj. mus{ mit souseda mimo komponentu K. Tento piedpoklad
vede ke sporu.

Protoze vrchol v musi mit souseda mimo K, ale timto sousedem nesmi byt
prvek jakékoliv hranice bdg_ x (K;), musi byt disjunktni s kazdou hranici kom-
ponent K;, 1 =1,...,c.

Vztah mezi tuhosti a hranovou tuhosti

7 definic tuhosti a hranové tuhosti vyplyva, ze jsou tyto dva koncepty tzce
propojené. V nasledujicich odstavcich jejich vztah prozkoumame.

Véta 3.1.5. [15] Pokud je graf G 2t-tuhy, pak je také t-hranové tuhy.

Dikaz. Méjme souvisly 2t-tuhy graf G. Pro kazdou dvojici X C V(G) a
Y C E(G — X) splaujici

oG- X =Y - | Jing_x(K;)) > 1,
i=1

vyberme libovolné 2||bdg—x(K;)|/2| hrani¢nich vrcholu z komponenty K,
Vi = 1,...,c. Sjednoceni takto vybranych vrcholu se vSemi vrcholy mnoziny
X oznaCme S. Plati

| [bde—x (K;
1] = X[ +2) {'G;()'J =2-5(X,Y;G) - |X].
=1
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Nejdiive dokazme, ze plati

oG- X-Y - Jing-x(K:)) < (G- 5).

i=1

Zvolme libovolné jeden vrchol v ¢ |J; , bdg—x(K;) z kazdé komponenty
grafu G — X — Y — Jing_x(K;). Jiz diive jsme dokazali, ze takové vrcholy
existuji. Ozna¢me mnozinu ndmi vybranych vrcholua A.

Dokézeme, ze vrcholy mnoziny A nalezi riznym komponentam grafu G — S.
Vime, ze dvojice (X,Y) separuje mnozinu .4, pokud by tedy mezi dvéma vrcholy
mnoziny A existovala cesta p, potom by musela obsahovat hranu y € Y nebo
vrchol z € X.

Déle vime, ze A C G — S, proto musi cesta mezi dvojici vrcholi mnoziny A
obsahovat alesponl jednu hranu y € Y.

Protoze jsme prvky mnoziny A vybrali z jednotlivych komponent grafu
G—-X-Y —Jing—x(K;), zddny vrchol mnoziny A nemuze byt incidentni s
hranou z mnoziny Y.

7 toho vyplyva, ze prvni a posledni hrana této cesty musi byt incidentni s
dvéma riznymi vrcholy hranice bde— x (K,). Diky nasi konstrukei mnoziny S,
graf G—.S obsahuje nanejvyse jeden z téchto hrani¢nich vrcholt, proto neexistuje
zadnd cesta mezi vrcholy a;,a; € A.

Protoze je graf G 2-tuhy, plati

c(G—X—Y—UinGX(K¢)> <e(G-9)<— =

i=1

25(X,Y;G) — | X| < s(X,Y;G)
2t - t '

O

Protoze je mozné, ze odhad v dukazu této véty je ostry, Katona formuloval
tuto hypotézu.

Hypotéza 3.1.2 (Katona). [15] Pro kazdé € > 0 existuje (2t — €)-tuhy graf,
ktery neni t-hranové-tuhy.

Dalsi z fady hypotéz, které Katona pro tuto problematiku stanovil navazuje

na Chvétalovu hypotézu (viz[3.1.1)).

Hypotéza 3.1.3 (Katona). Existuje t; takové, ze kazdy t;-hranové-tuhy graf
je hamiltonovsky.

Dalo by se fici, ze jsou Katonova a Chvétalova ekvivalentni. Pokud existuje
t1 tak, aby byla splnéna Katonova hypotéza, potom by podle véty [3.1.5]existuje
to = 2t1, pro které je kazdy tg-tuhy graf hamiltonovsky, a Chvatalova hypotéza
je splnéna. Na druhou stranu, pokud by platila Chvétalova hypotéza, potom je
diky tvrzeni splnéna i Katonova hypotéza.
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3.2 Vybrané tridy grafi
V této ¢asti uvadime nékteré tiidy grafu, které jsou dulezité pro tuto praci,

nebo jsou zajimavé svymi vlastnostmi.

3.2.1 Uplné grafy

Uplngj graf K, je graf na n vrcholech, jehoz kazdé dva ruzné vrcholy spojuje
hrana.

Obrazek 3.3: Kg - uplny graf na Sesti vrcholech

ijlné grafy jsou oblibenou grafovou tiidou, a tak zndme mnoho jejich vlast-
nosti. Snadno uréime velikost tplného grafu. Pokud mame neorientovany tplny
graf, jeho mnozinu hran tvoti vSechny mozné dvouprvkové podmnoziny mnoziny

VI(K,).

ijlné grafy jsou znadmé pro svou perfektni symetrii a maximalni hustotu
hran, diky ¢emuz jsou zejména dulezité pro aplikace, kde je dulezitd maximé&lni
propojenost,jako napt. v teorii her, kde poskytuji modely pro situace, kde kazdy
ucastnik ma moznost interakce s kazdym dalsim ucastnikem El

Kazdy tplny graf je nejen souvisly, ale také (n — 1)-reguldrni. Kromé toho
jsou vSechny tuplné grafy také hamiltonovské, coz znamend, ze obsahuji hamil-
tonovskou kruznici.

3Této konkrétni oblasti aplikaci se Easto fiks ,, Turnaje“ jako model jsou v této problematice
vyuzivény orientace uplnych grafu [18].
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3.2.2 Multipartitni a bipartitni grafy

Multipartitni grafy, znamé také jako k-partitni grafy, jsou tfida grafu, kde vr-
choly mtzeme rozdélit do k disjunktnich mnozin tak, ze vrcholy ve stejné mnoziny
nejsou spojeny hranami. Takové mnoziny vrcholi grafu G nazveme nezdvislymi
mnozinami.

Definice 3.2.1. Nezdvisla mnoZina v grafu je mnozina vrcholl, mezi kterymi
neexistuje zadna hrana.

Tato struktura umoznuje, aby grafy byly pouzivany v aplikacich, kde je tieba
modelovat vztahy mezi nezavislymi skupinami objektu.

Bipartitni graf G = (V, E) je specidlnim ptipadem multipartitntho grafu,
kde k = 2. Vrcholy grafu G jsou rozdéleny do dvou disjunktnich mnozin V5 a V;
tak, ze kazda hrana spojuje vrchol z V7 s vrcholy z Va. Neexistuji zadné hrany
mezi vrcholy stejné mnoziny. Bipartitni grafy jsou casto reprezentovany jako
G=WVUW,E).

. b) Bipartitni graf
(a) Uplny multipartitn{ graf (b) Bip &

K523

Uplng] multipartitni graf K1, n,, je dalsim specidlni pfipadem multipar-
titntho grafu. V tomto ptipadé jsou kazdé dva vrcholy z ruznych partit (nezévislych
mnozin, do kterych jsou rozdéleny vrcholy grafy G) jsou spojeny hranou a zadné
dva vrcholy ve stejné partité nejsou spojeny hranou.
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3.2.3 Split grafy

Split graf je takovy graf G = (V, E), ktery je mozné rozdélit na dva dis-
junktni podgrafy — kliku K (tj. Uplny podgraf) a podgraf N; jehoz vrcholy
tvofi nezavislou mnozinu.

(a) Split graf (b) Uplny split graf

(']plny’m split grafem rozumime split graf, kde jsou vrcholy indukujici nezavislé
mnozinu spojeny hranou s kazdym vrcholem kliky.

Uplné split grafy jsou jednou z mnoha t¥id grafu, kterou muzeme definovat
pomoci specidlni grafové operace. Pro tplné split grafy je touto operaci spojeni
grafi.

Spojenim grafu G a Ga, je graf G = (V, E), ktery obsahuje vsechny vrcholy
a hrany z puvodnich grafii, doplnéné o vsechny mozné hrany mezi vrcholy grafa
G1 a Ga. Déle tuto operaci budeme znacit G; V Gs.

Pro souhrnny prehled dalsich grafovych operaci doporucujeme .
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Kapitola 4

Propojeni spektra a
grafovych parametru

Hlavnim cilem této kapitoly je prozkoumat vztahy mezi grafovymi parametry a
spektrem grafu. Tato analyza poskytuje hlubsi porozumeéni toho, jak lze struk-
turdlni vlastnosti grafi odhalit zkoumanim jejich spektra.

4.1 Algebraicka souvislost

Jak jsme ukdzali v kapitole[2] Laplaceova matice a jeji spektraln{ vlastnosti maji
klicovy vyznam pro pochopeni struktury grafu.

V té samé kapitole jsme také prezentovali dukaz vztahu mezi algebraickou
nasobnosti vlastniho ¢isla 4 = 0 a poc¢tem komponent piislusného grafu. Tato
véta[2.2.2 ma jednoduchy dusledek.

Dusledek. Pro kazdy graf G plati, ze pokud je G nesouvisly, jeho druhé
nejmensi vlastni ¢islo pe je rovno nule.

Tento dusledek pravdépodobné inspiroval ¢eskoslovenského matematika Mi-
roslava Fiedlera k zavedeni pojmu algebraickd souvislost.

Definice 4.1.1. Necht je G graf. Druhé nejmens{ vlastni &fslo Laplaceovy ma-
tice
o nebo také ug

nazveme algebraickou souvislosti.

Fiedler poprvé predstavil tento pojem spolecné s nékolika zajimavymi vlast-
nostmi ve svém ¢lénku [21]. Nez ale piejdeme k prvni z téchto vlastnosti, defi-
nujme novy pojem.

Definice 4.1.2. Méjme grafy G;, Go. Tyto nazveme hranové disjunktni
pravé tehdy, kdyz plati
E(Gl) N E(GQ) =0
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Algebraickou souvislost muzeme chépat také jako funkci po(G). Fiedler pre-
zentoval, Zze soucet algebraické souvislosti dvou hranové disjunktnich grafu na
stejné mnoziné vrcholu se d4 odhadnout shora hodnotou algebraické souvislosti
sjednoceni téchto grafu.

Véta 4.1.1. [21] Necht jsou G1, Gy hranové disjunktni grafy na stejné mnoziné
vrcholi, tj. V(G1) = V(Gs2), potom plati:

G G
pst 4+ ps? < ous,

kde G = G1 UGs.

VVVVVV

Dausledek. Pro grafy G na stejné mnoziné vrcholu je funkce ps(G) neklesajict,
tj. G1 C G, a navic V(Gy) = V(G3) potom, uS* < uS=.

Tento disledek lze interpretovat tak, ze piidanim hran do grafu G bud dojde
ke zvyseni algebraické souvislosti, nebo v nejhorsim piipadé zustane algebraicks
souvislost stejnd stejnd. Pfiddvani hran do grafu neni jedinou operaci, kterd
muze zménit hodnotu algebraické souvislosti.

Véta 4.1.2. [21] Necht G je graf, G1 C G je jeho podgraf, ktery vznikne z grafu
G odstranénim k vrcholu a vsech hran, které jsou s témito k vrcholy incidentni.
Potom plati

pSt > us — k

Zatim jsme ale prezentovali pouze vlastnost algebraické posloupnosti, za
podminky, ze maji dané grafy stejnou mnozinu vrcholi. Pokud se ale snazime
odhadnout hodnotu algebraické souvislosti, jsme schopni pouzit jakéhokoliv roz-
kladu vrcholové mnoziny.

Definice 4.1.3. Nechf G je graf. Rozklad mnoZiny vrcholi V(G) je takova
kolekce disjunktnich podmnozin Vi, Va, ..., Vi C V(G), ze kazdy vrchol v €
V(G) nélezi do praveé jedné podmnoziny.

Diky tomuto rozkladu pak muzeme formulovat horni odhad pro us(G)

Véta 4.1.3. [21] Necht G = (V, E), a necht V.= Vi U Vs je dekompozice
mnoZiny V a necht G; (i = 1,2) je podgraf indukovany mnoZinou V;, potom

G . G G
pgt <min{ pgt + [Val, pg® + Vil }
V této praci jsme se seznamili jiz s nékolika grafovymi parametry, které
reflektuji souvislost grafu nebo piimo znazornuji miru souvislosti grafu a vztahy

mezi nimi. Fiedlerovy se podafilo dokazat vztah mezi algebraickou souvislosti a
stupném vrcholové souvislosti a tak dale rozsifit (3.1.1)).
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Véta 4.1.4. [21] Méjme graf G = (V, E), potom plati
us < K(G) (4.1)

Dikaz. Méjme graf G a ozna¢me minimalni vrcholovy fez grafu G jako Vj.
Protoze je Vi vrcholovym fezem, graf generovany mnoZinou Vo = V — V; # (§
neni souvisly.

Vi a Vz ndm poskytuji dekompozici mnoziny V = Vi UVs. Z véty [f.1.3| plyne

pg < minfug? + |Val, &},
Nerovnost u§ < #(G) je splnéna. O

4.2 Tuhost a spektrum

Navzdory zdanlivé jednoduchosti konceptu se identifikace tuhosti ukazuje jako
komplexni problém (tfida NP-tézkych tloh), vyzadujici sofistikované matema-
tické a algoritmické postupy. V této praci se dile zamérime na odhady tuhosti,
vyuzivajici spektrum Laplaceovy matice.

Nalezeni dolnfho odhadu tuhosti se stalo pfedmétem vyzkumu mnoha au-
torta. Alonovi a Browerovi se nezavisle na sobé podarilo dokézat dva ruzné od-
hady. Alon [22] dokézal, Ze pro souvislé d-reguldrni grafy plati

1 d?
S (R
He) >3 (dAJr)\? >
kde A = max{|A2|, ||} je druhé nejvétsi vlastni ¢islo matice sousednosti.

Brouwer poté dokdzal, Zze pro d reguldrn{ grafy plati ¢(G) > % — 2. Brouwer déle

formuloval hypotézu
d
t(G) > - —1,
@ >
ktera byla potvrzena Haemersem.
Vsechny tyto odhady pracuji pouze se spektrem matice sousednosti. Hae-

mersovi se podafilo formulovat odhad pomoci Laplaceovského spektra.

Hypotéza 4.2.1 (Haemers).
K2
T(G) > ———— 4.2
()=t (42)

Tato hypotéza je podporena souborem nerovnosti, které uspésné dokazali
Gu a Haemers v jejich ¢ldnku [23]. Pfedtim, nez pfistoupime k detailni prezen-
taci téchto nerovnosti, je nezbytné nejprve se seznamit se s nastroji v podobé
matematickych tvrzeni, které jsou klicové k jejich dukazu.

Tvrzeni 4.2.1. |23] Méjme graf G a disjunktni mnoziny X,Y C V takové, ze
mezi témito mnozinami neexistuje hrana. Plati

| XY pin — 2\
= XD -7 = (un T u2>
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Dikaz. Méjme graf G = (V, E) a k nému piislusici Laplaceovu matici L

Pro tcely tohoto ditkazu oznatme © = —1(u,, — p2). Déle definujme matici
[ 0 L+el
A= (L +er 0 ) '

Protoze je matice A blokové diagonalni s bloky na vedlejsi diagondle, cha-
rakteristicky polynom této matice muzeme zapsat ve tvaru

ch(A) = det(AI — (L + ©T)) - det(AI + (L + ©I)) = 0 (4.3)

Nejdiive uréime vlastni ¢isla matice L+ ©I. Dosazenim do definice vlastniho
¢isla ziskame

(L+O6I)v=Lv+0OIv=yuv+0Ov=(u+0O)v.

Jisté neni prekvapenim, ze hodnota vlastnich ¢isel matice L + ©I zavisi na
hodnoté vlastnich ¢isel Laplaceovy matice L. Pfimym dosazenim do charakte-
ristického polynomu (4.3) pak mazeme uré¢it spektrum matice A

a(A) :{ —(n+0), ..., (11 +0), ;1 +06, ..., un+@}
Mnoziny X a'Y dévaji vznik déleni matice A s podilovou (kvocientni) matici
0 0 C] 0
= le (‘)Y' o (; ¥ @_%% @néﬂw
"o o 0 0

Vlastn{ ¢fsla matice B uréime jako koreny charakteristického polynomu ch(B)

&L=\ =-0
- X[y :
2= @<<n— X)(n = |y|>>
~ XY >
S ‘@<<n— IXT)(n = |y|>>
54 = )\Qn =0

Vyuzijeme vlastnosti proplétani vlastnich (viz [24]) ¢isel matic A a B k
ziskani horniho odhadu

O (i) = 86 < e = (30 -m)

Tento vztah potvrzuje platnost naseho tvrzeni.
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Dalsim dulezitym tvrzenim, které budeme potiebovat v fadé dukazu v této
sekci, je spektralni odhad pro velikost nezdvislé mnoziny.

Tvrzeni 4.2.2. |23] Necht U je nezdvislou mnozinou grafu G, potom plati

/J’n_(s

n

Ul <

n

Podobné, jako lze odhadnout velikost nezdvislé mnoziny, muzeme za splnéni
vSech predpokladu formulovat horni odhad pro velikost vrcholového fezu.

Tvrzeni 4.2.3. [23] Necht S C V je vrcholovy fez grafu G. Necht jsou X a YV
disjunktni podmnoziny V — S takové, ze X UY =V — S a |X| < |V, potom
plati

Hn — U2
X[ <—=n 4.4
x] < Lo (14
a zaroven
2412
51> 22 x| (4.5
Hn M2
Pro oba tyto vztahy nastdvd rovnost pouze pokud |X| = |Y].

Toto je posledni z fady tvrzeni potfebnych k dukazu spravnosti odhadu,
které formulovali a dokdzali Gu a Haemers ve svém ¢lanku [23], a které, jak jiz
bylo zminéno podporuji platnost Haemersovi hypotézy, protoze jeho hypotéza
implikuje néasledujici vztahy.

Véta 4.2.1. [25]
(4.6)

a navic

H2
7(G) > = (4.7

Jelikoz je kazdy z téchto odhadu zalozen na jiném principu, pfedstavime
jejich dukazy oddélené. Nejprve se zaméfime na dukaz odhadu .

Diikaz. Méjme graf G a ozna¢me S vrcholovy fez realizujici tuhost 7(G).

Pro dukaz prvni nerovnosti budeme vychdzet piimo z definice tuhosti
V této definici pracujeme z poétem komponent ¢(G — S) grafu G — S po
odebrani vrcholového fezu S.

Zvolime-li libovolné z kazdé komponenty grafu G — S jeden vrchol, ziskdme
nezavislou mnozinu o velikosti ¢(G — S). Podle tvrzeni mame k dispozici
odhad velikosti nezavislé mnoziny, ktery lze piimo aplikovat na definici tuhosti
grafu.
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-4
o(G-8) <=0y
Hn
Ptipomenme vztah mezi algebraickou souvislosti a vrcholovym stupném sou-
vislosti (4.1) dokdzany Fiedlerem. Protoze je vrcholovy stupen souvislosti roven

velikosti nejmensi vrcholového fezu grafu G, jisté plati

e < K(G) < [S]
Diky témto vztahum je diukaz nerovnosti (4.6]) trividlni

o S Hn 42
(@) = (G —8) = n(pn —9)

Daéle budeme pokracovat dukazem platnosti odhadu (4.7)).

Dikaz. Oznactme K1, ..., K. jednotlivé komponenty grafu G — S tak, aby platilo
K| < |Ka| < ... <|K,|

V pripadé, ze kazda komponenta obsahuje pravé jeden vrchol, Haemers a
Gu dokézali platnost Haemersovy hypotézy. Protoze Haemersova hypotéza im-
plikuje odhad @, je dokazana i platnost tohoto odhadu.

Predpokladejme ze alespon jedna komponenta obsahuje vice nez jeden vr-
chol, tj. ze n — |S| > ¢(G — S) + 1.

V nésledujici ¢asti dukazu ukazeme, ze komponenty K1, ..., K. lze rozdélit
do dvou mnozin X a Y tak, aby platilo [Y| > | X| > ¢/2.

Pokud je ¢ sudé, pak mnoziny X a Y muzeme definovat jako

le/2]
x= K, vy=(v-9-X
i=1
Pokud je c¢ liché, musime uvazovat tyto ptipady:
(i) [K(c—1)/2| = 2, mnoziny X a Y muzeme definovat jako pak

(c—1)/2
X=|J Ki, Y=(V-9-X
=1

(ii) [K1] = ... = |K(—1)/2] = 1. V tomto piipadé mizeme mnoziny X a Y
definovat jako

(c41)/2
X=|J Ki, Y=(V-9-X,
=1
je ale potteba dokézat, ze je zachovan nas pozadavek na velikost mnozin
Y| > |X]| > ¢/2.
Pokud by |K(c11)/2| = 1, pak by to znamenalo, ze
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-1 1
" e Y=n-lsl- x|z S

[ X| =

V opacném pifpadé, tj. pokud |K.y1y/2| > 2, pro velikost mnoziny X
plati

c—1 c

X|= ,

c—1
+ K (et1)/2] = ——t2>

Diky tomu, ze zname pocet komponent a ze mame informace o jejich
velikosti jsme schopni urcit také velikost mnoziny Y

2 -1
vi= Y |Ki|22~62 —c—1>¢/2.
i>(c+1)/2

A bez 4jmy na obecnosti miuzeme zménit znaceni téchto mnozin tak, aby
Y] > |X].

Tim jsme dokézali, Zze pro takové rozdéleni komponent na mnoziny X a Y
existuje. Zjevné ¢ < 2|X| a podle (4.5) plati

e e o T B 0\ S U

C T pn—p2 € p— H2

\%

O

Odhady (4.6]) a @ jsou neporovnatelné. Tuto skute¢nost muzeme ilustro-
vat napf. pomoci Petersenova grafu a jeho dopliku.

Definice 4.2.1. [4] Mé&jme graf G. Doplnék (nebo také komplement) grafu G
je graf G = (V(G), E). Hrana {u, v}, u,v € V(G) je prvkem mnoziny F, pokud
tato hrana neexistuje v grafu G, tj. {u,v} ¢ E(G).

) (b) (c) Doplnék
Uplny graf Petersenuv Petersenova
Ko graf grafu

Jak pro Petersenuv graf (G), tak jeho doplnék (G) zndme piesnou hodnotu
tuhosti a dokdzeme urcit hodnoty vSech parametrua potfebnych k rozhodnuti o
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tom, ktery z odhadu a je nejblize ke skuteéné hodnoté tuhosti téchto
grafu.

V pifpadé Petersenova grafu (us = 2, g, = 5, § = 3, n = 10) muzeme
odhady usporadat

Hn 42 < U2
n(fin —06) o — i
zatimco pro jeho doplnék (us =5, p, = 8, § = 6, n = 10) platf

4
<T(G):§,

M2 Hon 2 -
< <71(G)=3.
fn — H2  n(fn — 6) (@)

I pies to, ze tyto odhady obecné nabyvaji ruznych hodnot, existuji grafy,
pro které jsou tyto odhady shodné, a navic se shoduji s odhadem, ktery ndm
poskytuje Haemersova hypotéza.

Gu a Haemers ukédzali, Ze pro uplné multipartitni grafy K, . n,., kde
l<m<nan; > ... 2> ny, jsou odhady , a shodné a navic
pfesné, nebot s = § = n —ny a u, = n. Tuhost pro tento typ grafit mizeme
tedy zapsat jako 7(G) = (n — ny)/n;.

Na tuto praci ndsledné navézali Huang, Das a Zhu [25], kterym se podafilo
jednoduse charakterizovat vSechny grafy, pro které jsou odhady a @
presné. Piedtim, nez se podrobnéji zamérime na jejich zavéry, je dulezité predstavit
klicova tvrzeni potiebna pro porozumeéni jejich dukazu.

Tvrzeni 4.2.4. 25| Necht je G netiplny souvisly graf na n vrcholech. Pokud

uS = k(G), pak pro kazdy vrcholovy ez S velikosti x(G) je G = G[S]V (G —5)
G[S]

a, > 26(G) —n.

Navic, pokud je G graf tvaru G = G1 V Ga, kde G je graf na x(G) vrcholech
s ufil > 2k(G) — n a Go je nesouvisly graf na n — k vrcholech, potom plati
s = w(Q).

Toto tvrzeni zietelné ukazuje, jak struktura grafu ovliviiuje jeho spektralni
vlastnosti. Pro dalsi tvrzeni musime nejprve definovat termin tzce spjaty se
strukturou grafu.

Definice 4.2.2. Nezdvislost ag je pocet prvki nejvétsi nezdvislé mnoziny
grafu G.

Dalsi klicové tvrzeni poskytuje hranice pro velikost nezavislé mnoziny v
grafu.

Tvrzeni 4.2.5. [25] Necht je G graf na n vrcholech s alespori jednou hranou a
necht je d¢ jeho minimélni stupeii. Potom plati
ag < Min=9) (4.8)
Hn
Navic, pokud je I nezavisla mnozina grafu G takova, ze v hornim odhadu
pro nezavislé ¢islo nastava rovnost, potom bipartitni podgraf G; C G
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indukovany hranami mezi I a V(G) — I je (5, u$ — §)-semiregularni, tj. kazdy
vrchol mnoziny I mé stupen §, zatimco kazdy vrchol mnoziny V(G) — I ma
stupen pu& — § v grafu Gy.

Nésledujici tvrzeni nam umoznuje ziskat hodnoty spektra sjednoceni dvou
grafu na zékladé znalosti jejich fadu a jejich individudlnich spekter.

Tvrzeni 4.2.6. |25 Necht je G graf na n vrcholech a H graf fddu n. Vlastni
¢isla Laplaceovy matice grafu G vV H jsou

n—+n, ug—kﬁ, RN ug;—&—ﬁ, n—l—ug, RN n+u£I, 0.

Diky témto tvrzenim muzeme prejit k dukazu véty, kterd byla predstavena
v [25], a kterd ndm poskytuje nésledujici charakterizaci grafu, pro néz odhady

(4.6) a @ nabyvaji svych extrému.
Véta 4.2.2. [25] Necht G je souvisly graf. Potom rovnost v a (4.7) plati
pravé tehdy, kdyz
G2 HV(n—dg)Ki,
kde 1 <6 <n—2 a H je libovolny graf ¥ddu dg s pk | > 26 — n.

Protoze dokazujeme platnost této ekvivalence pro dva dolni odhady tuhosti
7(@), rozdélime tento dikaz na dvé diléf ¢dsti. Zaénéme dukazem rovnosti pro

dolni odhad (4.6).

Diikaz. Necht je G graf a S jeho vrcholovy fez, pro ktery plati 7(G) = |S|/c¢(G —
S). Déle pro prehlednost tohoto dikazu oznatme x = k(G), § = dg a ¢ =
(G- 8).

Predpokladejme, ze pro dany graf G nabyva odhad extrému. 7 dukazu
vety [.20] plyne, ze pro takovy graf G plati

pg =90
py o

Protoze piedpokladdme, ze uS = &, podle tvrzeni vime, ze graf G musi
mit tvar G[S] V (G — S) a diky tomu dile mizeme urcit u§ = n (viz tvrzeni
4.2.6).

Navic vime, ze vybereme-li libovolné jeden vrchol z kazdé komponenty grafu
G — S, ziskdme nezdvislou mnozinu I velikosti ¢ = a(G) = n(uG — 6)/ué =
n — 4. Podle tvrzeni hrany mezi takto zvolenou nezdvislou mnozinou I a
mnozinou V' — I indukujf (J,n — §)-semireguldrni bipartitni graf. Vezmeme-li v
uvahu, ze S C (G — I), muzeme pozorovat, ze vSechny komponenty grafu G — S
obsahuji pravé jeden vrchol a navic |S|=0=rk=n—c.

Proto muzeme graf G zapsat jako G = H V (n— 0) K1, kde graf H = G[S] je
fadu o (1 <6 <n-—2).

ISj=k=pS a ¢(G-8)=a(G)=n

Abychom dok&zali implikaci v opa¢ném sméru, predpokladejme, ze méme
graf G = HV (n—§)Ky, kde H je graf fddu § (1 <6 <n—2) s,uf;{_1 > 25 —n.
Snadno dokdzeme diky tvrzenim a
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Q)= O pmng
n—20  n(ug—9)

Dale dokazme platnost této ekvivalence pro druhy dolni odhad @

Dukaz. Predpokladejme, ze odhad nabyva svého extrému pro graf G.
Skutecnost, ze vsechny komponenty grafu G — S obsahuji pravé jeden vrchol, a
tedy plati n — |S| = ¢, muzeme dokdzat sporem.

Pokud by totiz platilo n — |S| > ¢ + 1, podle dukazu véty bychom
byli schopni komponenty grafu G — S rozdélit do dvou mnozin X a Y tak, ze
|Y| > |X| > ¢/2. Protoze ale piedpokldddme rovnost v odhadu (4.7), musi
platit |X| = ¢/2, a navic musf nastat v odhadu pro velikost vrcholového fezu
rovnost, tj.

S| = 208 /() — p§) - 1X1.

Tato rovnost podle tvrzeni nastane, pokud plat{ |X| = [V, a tedy
n—S=|X|+|Y|=2|X| = ¢, coz je spor.

Proto muzeme piedpoklddanou rovnost v odhadu (4.7) rozepsat jako

G
@)= = n
Ky — Mg c c

7 tohoto vztahu muzeme dale vyjadrit pocet komponent grafu G — S jako

G_ ,G
oo Ml —py) (4.9)
Hn
Podle tvrzeni plati u =6 =k a u& = n, a tedy plati i
G5
¢<ag< M =9 (4.10)
fin

Kombinaci vztahﬁ a ziskdme nerovnost u§ > & > « a diky tomu, ze
vime u§ < K a tedy u§ =6 = .
Podle tvrzeni [£:2.4 musi byt graf G spojenim dvou grafi. Dale také plati, ze
uS a|S| =n—c=k=245. A proto mize diky tvrzeni Fici, ze tento graf G
je tvaru G = HV (n—6)K1, kde H = G[S] je graf fadu delta (1 <d<n—2)a
. >25—
Hs—1 = n.

Pro dukaz implikace v opaéném sméru predpoklidejme, ze mame graf G =
HV (n—0)K;,kde Hjegraf tddu d (1 <d<n—2)s /%?—1 > 25 — n. Potom
vime, ze u§ = or, u$ =n a tedy ditkaz rovnosti

i _ s
n—0  ul—p§
je trivialni. O
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Gu a Haemers dale na zdkladé vysledku své prace piedstavili zobecnéni
nékterych znamych vét a dédle prezentovali aplikace svych vysledk.

V clanku |26] autofi dokdzali, ze pokud pro Laplaceova ¢isla grafu G plati
ta/pn > 2/3, pak je graf G 2-tuhy. Toto je jedna z vét, které se povedlo zobecnit
pomoci vyse dokdzanych odhadu.

Véta 4.2.3. [25] Pokud l’j—: > potom je graf G r-tuhy.

_r_
= r41

V této praci jsme nékolikrat zminili vyuziti existence k-faktoru, pro dokazani
jiné vlastnosti grafu. Nyni, ukdzeme jednu z moznych aplikaci vyse dokazanych
odhadt, a to jako prostiedek k stanoveni spektralnich odhadu pro existenci
k-faktoru.

Nejdiive se ale zaméfme na existenci [a, b]-faktoru. Graf H je [a, b]-faktorem
grafu G pokud je H faktor a pro vSechny jeho vrcholy plati a < dgy(v) < b.

Véta 4.2.4. Méjme graf G a ddle méjme ddna ¢isla a,b € N :a < b takovd, Ze
a <b, nebo b-n je sudé. Pokud plati

M2y b

Hn a(b+1)’
potom graf G obsahuje [a, b]-faktor.
Diisledek. Necht je déno éislo k takové, ze n < k41 a k- n je sudé. Pokud

H2 o K

pn — k+17
pak graf G obsahuje k-faktor.
Tento dusledek piedchozi vétu je zdroven zobecnénim véty, kterd byla pre-
zentovéna v ¢lanku [27].

Tyto véty tvoii pouze malou ukdzku aplikaci spektralnich odhadu, které
ilustruji vyuziti spektralnich vlastnosti grafu pro jeho dalsi charakterizaci.
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4.3 Hranova tuhost a spektrum

Hranova tuhost pfedstavuje relativné novy koncept, jehoz studium je narocné
zejména proto, ze namisto optimélniho vrcholového tezu, ktery hleddme u , kla-
sické“ tuhosti, hleddme vhodnou mnozinu hran a vrcholti. V této ¢asti bychom
radi predstavili nase vlastni vysledky a navazali tak na vysledky prezentované
v téchto ¢lancich [15] [23].

Jiz diive jsme ukazali, Ze kazda komponenta grafu

G/:G—X—Y— UinG—X(Ki)

=1

obsahuje alespon jeden vrchol, ktery neni prvkem mnoziny |J;_, bdg_ x (K;).
Mnozinu v8ech téchto vrcholu jsme oznacili — A.

Déle pripomenme, ze kazda cesta v grafu G, kterd spojuje dva vrcholy z
mnoziny A obsahuje vrchol z mnoziny X nebo hranu z mnoziny Y.

Dokézeme, ze existuje vrcholovy fez S grafu G, kterym lze nahradit dvojici
(X,Y) a ukdzeme dusledky tohoto tvrzeni.

Odstranme vsechny vrcholy mnoziny X. Pokud existuji néjaké AA-cesty,
tj. cesty spojujici dva ruzné vrcholy mnoziny A, potom jisté obsahuji néjakou
hranu mnoziny Y. Tyto cesty maji navic jednu dulezitou charakteristiku, co se
tyce jejich krajnich hran. Tyto krajni hrany jsou vzdy urceny jednim vrcholem z
mnoziny A a vrcholem, ktery patif do hranice nékteré z komponent grafy G(Y).

Uréeme maximélni mozny pocet vnitiné disjunktnich AA-cest.

Obrazek 4.2: Tlustrace grafu G — X doplnujici dukaz tvrzeni

(¢"=QuQ, A={a,a})

Dveé AA-cesty jsou vnitrné disjunktni, pokud nemaji spoleé¢ny zadny vnitini
vrchol, neuvazujeme tedy krajni vrcholy, které jsou prvky mnoziny A.
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Protoze tyto cesty museji projit pres dva ruzné vrcholy jedné hranice
bdg—x (K;) lezici v ruznych komponentédch grafu G’, maximalni pocet vnitineé
disjunktnich AA-cest spojujici komponenty grafu G je Y i_;|bda—_x(K;)/2].
Znalost poctu takto disjunktnich cest ndm umoziuje aplikovat Mengerovu vétu.

Véta 4.3.1 (Mengerova véta). [28] Necht G je graf a A, B C V(G). Minimdlni
pocet vrcholu, které separuji mnoZinu A od B je roven maximdlnimu poctu
(vnitiné) disjunktnich A — B cest v grafu G.

Diky tomu, zZe jsme dokézali ur¢it pocet vnitiné disjunktnich AA-cest a
nasledné tak ukazat velikost vrcholového fezu, ktery by graf G — X rozdélil na
komponenty grafu G’, muzeme formulovat nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.3.1. Necht G je souvisly graf a necht X C V(G) aY C (G — X)
jsou takové mnoziny, ze
_ s(X,Y;G)

C(G -X-Y - Utz'::l Z"I’LG,)((Ki)) '

(@)

Potom existuje vrcholovy fez S velikosti |S| = | X| + Y ;_; [bda—x(Q:)/2]

Toto tvrzeni ndm umoznuje rozsifit horni odhady (4.6) a @ na hodnoty
hranové tuhosti.

Tvrzeni 4.3.2.

(G) > 7 (G) > M2l , 4.11

a zaroven i
7(G) > 7 (G) > ————. 4.12
(G) (G) o — 112 ( )

Dikaz. Dukaz platnosti odhadu (4.11) vyplyva z definice hranové tuhosti a
z nékterych skutecnosti, které jsme zminili diive. Dokéazali jsme, ze existuje
vrcholovy fez

IS| = |X]| +Z V)dG‘QX(K)J = s(X,Y; Q).

Stejné jako u klasické tuhosti tedy plati
S(vaaG) > K2 M2,

a stdle muzeme aplikovat odhad pro pocet komponent z tvrzeni Dostaneme
tedy

Dokazme také platnost odhadu (4.12)).
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Dikaz. Méjme graf G a mnozinu vrchold X C V' a mnozinu hran ¥ C G — X
takové, ze
X, YV:G
T/(G) — S( ) 7C ) .
o(G-X-Y —-U;_;ing_x(K;)
Stejné jako v predchozim dikazu, vyuzijeme toho, Ze jsem dokézali existenci
vrcholového fezu

S| = |X| + Z {bdG‘;‘(Qi)J =s(X,Y;G).

Pro komponenty grafu G — S zavedeme znaceni @1, ..., Qx tak, aby bylo
splnéno |Q1] < ... < |Q|. Snadno dokézeme, Ze existuje komponenta v grafu
G-, kterd obsahuje alespon dva vrcholy. Protoze z kazdé hranice bdg_ x (K;),i =
1,...,c odstranime maximéalné polovinu vrcholu a kazdy hrani¢ni vrchol kom-
ponenty K; grafy G(Y) musi{ mit souseda, ktery neni prvkem komponenty K;,
plati n — |S| > ¢(G — S) + 1.

Stejné jako v dukazu platnosti nerovnosti @ jsme schopni najit disjunktni
rozklad mnoziny V — S na mnoziny X; a X5 tak, ze | Xo| > | X;| > ¢(G — 5)/2.

Diky tomu muzeme pouzit vztah abychom ziskali nasledujici odhad.

S| 20 | X1

A G — | = - > .

7(G) c(G-—X-Y —U;_ing—x(K;) — pin —p2 ¢(G—=25)
2

Hn — H2

>

Platnost téchto odhadu nas vede k zobecnéni Haemersovy hypotézy.

Hypotéza 4.3.1 (Zobecnéni Haemersovy hypotézy).

Q) > (G >L
(@) 2 7(6) >
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Z.aver

V této praci jsme se vénovali spektralnim vlastnostem grafu, klicovému aspektu
teorie grafi, ktery nachazi Siroké uplatnéni v mnoha védeckych a technickych
oborech. Hlavnim cilem bylo poskytnout shrnuti zndmgych vysledku z oblasti
spektrélni teorie matic a grafu a zaroven nabidnout hluboky ndhled na vztahy
mezi spektralnimi charakteristikami a strukturdlnimi vlastnostmi grafu.

Dulezitym vysledkem této prace je dukaz toho, ze spektralni odhady prezen-
tované Gu a Haemersem [23] jsou aplikovatelné i na hranovou souvislost grafii

Pro budouci vyzkum by bylo zajimavé dale rozvijet analyzu extremalnich
piipadu téchto spektralnich odhadu a jejich aplikacim.
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