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Abstrakt

Tato práce se zabývá spektrálńımi vlastnostmi graf̊u, kĺıčovým aspektem teorie
graf̊u, který nacháźı široké uplatněńı v mnoha odvětv́ıch vědy a techniky. Práce
poskytuje přehled základńıch i pokročilých koncept̊u spektrálńı teorie matic a
graf̊u, s d̊urazem na jejich aplikace v oblastech jako je algebraická souvislost a
tuhost graf̊u. Speciálńı pozornost je věnována spektru Laplaceovy matice a jeho
vlivu na vlastnosti grafu a to zejména na jeho tuhost.
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Abstract

This thesis addresses the spectral properties of graphs, a key aspect of graph the-
ory that finds broad applications across various fields of science and technology.
The work provides an overview of both fundamental and advanced concepts of
spectral matrix and graph theory, with an emphasis on their applications in
areas such as algebraic connectivity and toughness of graphs. Special attention
is given to the spectrum of the Laplacian matrix and its impact on graph pro-
perties, particularly its toughness.
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Úvod

Spektrálńı teorie matic a graf̊u hraje kĺıčovou roli v mnoha oblastech a to včetně
matematiky, informatiky, ale také biologie a chemie. Tento obor umožňuje źıskat
hlubš́ı náhled na strukturu a dynamiku matic a graf̊u, což je kĺıčové pro řešeńı
široké škály problémů, od analýzy obrazu po studium molekulárńıch struktur.

Ćılem této práce je shrnut́ı známých výsledk̊u v oblasti spektrálńı teorie
matic a graf̊u a prohloubit pochopeńı vztah̊u mezi vlastnostmi graf̊u a jejich
spektrálńımi charakteristikami. Konkrétně se zaměř́ıme na to, jak spektrálńı
vlastnosti ovlivňuj́ı schopnost graf̊u odolávat strukturálńım změnám, což má
aplikace v oblastech, kde je d̊uležitá robustnost a stabilita struktury, jako jsou
např. komunikačńı śıtě.

Prvńı dvě kapitoly této práce poskytuj́ı souhrnný přehled v oblasti spektrálńı
teorie matic a graf̊u. Nejprve představ́ıme základńı nástroje, které nám jsou
nápomocné při určeńı vlastńıch č́ısel matic a graf̊u. Následně se zaměř́ıme na
některé maticové reprezentace grafu, přičemž se zaměř́ıme na Laplaceovu matici,
jej́ı vlastnosti a spektrum.

Posledńı dvě kapitoly se věnuj́ı podrobné analýze grafových parametr̊u a
speciálńıch tř́ıd graf̊u. Prozkoumáme jejich vztahy k spektrálńım vlastnostem, s
d̊urazem na algebraickou souvislost a spektrálńı odhady hodnoty tuhosti grafu.
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Kapitola 1

Spektrálńı teorie matic

Pro účely této práce zavedeme některé základńı pojmy a značeńı z oblasti
spektrálńı teorie matic. Většina těchto pojmů byla převzata z literatury [1]
a [2].

Dále, budeme v této kapitole prezentovat základńı poznatky o spektrálńıch
vlastnostech matic.

1.1 Základńı pojmy

Definice 1.1.1. Mějme M ∈ Cn×n. Č́ıslo λ ∈ C je vlastńım č́ıslem matice
M, pokud existuje nenulový vektor v ∈ Cn takový, že plat́ı

λv = Mv.

Vektor v pak nazveme vlastńım vektorem př́ısluš́ıćım vlastńımu č́ıslu λ.

Vlastńı č́ısla můžeme nalézt jako kořeny charakteristického polynomu

ch(M) = det(M− λI).

Algebraickou násobnost́ı vlastńıho č́ısla rozumı́me jeho násobnost jako kořene
charakteristického polynomu. Soubor všech vlastńıch č́ısel matice M nazýváme
spektrem matice M, dále budeme v této práci pro spektrum použ́ıvat značeńı
σ(M).

Definice 1.1.2. Necht’ M ∈ Cn×n. Vlastńı č́ıslo matice M, které nabývá
nejvyšš́ı hodnoty v absolutńı hodnotě (modulu)

ρ(M) = max{|λ| : λ ∈ σ(M)}

nazýváme spektrálńım poloměrem matice M .
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1.2 Spektrálńı vlastnosti matic

Zaměř́ıme se na spektrálńı vlastnosti speciálńıch typ̊u matic, konkrétně na her-
mitovské a symetrické reálné matice a následně na klasné a nezáporné matice.
Představ́ıme definice a výsledky, které poskytuj́ı d̊uležité informace o vlastnos-
tech těchto matic. Pro úplnost začněme definićı hermitovské transpozice.

Definice 1.2.1. Necht’ M ∈ Cm×n. Zobrazeńı M → M∗, kde

M∗ =
(
M
)T

, (1.1)

nazveme hermitovská transpozice.

Horn a Johnson ve své knize [2] uvád́ı několik r̊uzných tř́ıd matic, které jsou
definovány pomoćı zobrazeńı transpozice a hermitovské transpozice. Pro nás jsou
zejména d̊uležité symetrické a hermitovské matice.

Definice 1.2.2. Necht’ M ∈ Cn×n. Tato matice je symetrická, pokud plat́ı

M = MT .

Definice 1.2.3. Mějme maticiM ∈ Cn×n. Tato matice je hermitovská, pokud

M = M∗. (1.2)

Z vlastnost́ı reálných č́ısel, a to konkrétně ∀z ∈ R : z = z, plyne, že reálné
symetrické matice jsou speciálńım př́ıpadem hermitovských matic. Pro reálné
symetrické matice tedy plat́ı i následuj́ıćı vlastnosti.

Věta 1.2.1 (Spektrálńı věta). [2] Necht’ M ∈ Cn×n je hermitovská matice,
potom

(a) vlastńı č́ısla matice M jsou reálná č́ısla,

(b) vlastńı vektory př́ısluš́ıćı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou ortogonálńı.

Protože spektrum hermitovské matice obsahuje výhradně reálná vlastńı č́ısla,
pro jednoduchost zavedeme následuj́ıćı řazeńı

λmin = λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn−1 ≤ λn = λmax.

Toto značeńı založené na řazeńı vlastńıch č́ısel do neklesaj́ıćı posloupnosti bu-
deme v naš́ı práci použ́ıvat nadále.

Analýza spektra matic je kĺıčovým prvkem mnoha matematických discipĺın,
včetně lineárńı algebry, numerické analýzy a teorie graf̊u.
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Existuje řada významných výsledk̊u, které nám pomáhaj́ı porozumět vlast-
nostem a chováńı vlastńıch č́ısel matic. Tyto výsledky nekladou př́ılǐsné požadavky
na vlastnosti matic a přesto nám poskytuj́ı cenné informace o jejich spektrálńı
struktuře.

Jedńım z těchto nástroj̊u pro analýzu spektra matic je Rayleighova věta.
Tato věta nám přináš́ı nový pohled, na problém hledáńı vlastńıch č́ısel a to t́ım,
že ho formuluje jako optimalizačńı problém, což umožňuje aplikaci technik z
oblast́ı optimalizace a numerické matematiky.

Věta 1.2.2 (Rayleighova věta). [2] [2] Necht’ M ∈ Cn×n je čtvercová hermi-
tovská matice. Mějme dána celá č́ısla 1 ≤ i1, i2, . . . , ik−1, ik ≤ n a ortonormálńı
vektory xi1 , . . . , xik , pro které plat́ı: Mxi = λixi, ∀i = i1, . . . , ik a necht’ S je
lineárńım obalem S = span{xi1 , . . . , xik}. Potom plat́ı

(a)

λmin = min
{x∈S: x̸=0}

x∗Mx

x∗x
= min

{x∈S: ||x||2=1}
x∗Mx

≤ max
{x∈S: ||x||2=1}

x∗Mx = max
{x∈S: x̸=0}

x∗Mx

x∗x
= λmax

(b) Pro každý vektor x ∈ S takový, že ||x||2 = 1 plat́ı,

λ1 ≤ x∗Mx ≤ λn,

přičemž rovnost na pravé (resp. levé) straně nerovnosti nastává právě
tehdy, když Mx = λmaxx (resp. Mx = λminx)

(c) Pro každý vektor x ∈ Cn takový, že ||x||2 = 1 plat́ı,

λmin ≤ x∗Mx ≤ λmax,

přičemž rovnost na pravé (resp. levé) straně nerovnosti nastává právě
tehdy, když Mx = λmaxx (resp. Mx = λminx), nav́ıc plat́ı:

λmax = max
x ̸=0

x∗Mx

x∗x
a λmin = min

x̸=0

x∗Mx

x∗x

Daľśım takovým nástrojem je Geršgorinova věta, pro jej́ıž formulaci nejdř́ıve
definujeme termı́n Geršgorin̊uv disk.
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Definice 1.2.4. Mějme matici M = [mij ] ∈ Cn×n. Označme

R′
i(M) =

∑
j ̸=i

|mij |, ∀i = 1, . . . , n

řádkový součet i-té řádky matice M, potom množiny

Gi(M) = {z ∈ C : |z −mii| ≤ R′
i(M)}, ∀i = 1, . . . , n

nazveme Geršgorinovými disky.

Věta 1.2.3 (Geršgorinova věta). [2] Vlastńı č́ısla matice M ∈ Cn×n lež́ı v
sjednoceńı Geršgorinových disk̊u

G(M) =

n⋃
i=1

{z ∈ C : |z −mii| ≤ R′
i(M)}

Nav́ıc, pokud je sjednoceńı k Geršgorinových disk̊u Gk(M) ⊂ G(M), která je
disjunktńı od zbylých n− k Geršgorinových disk̊u, pak Gk(M) obsahuje právě k
vlastńıch č́ısel matice M, poč́ıtané podle jejich algebraické násobnosti.

Kromě toho, že nám Geršgorinova věta umožňuje omezit jednotlivé hodnoty
vlastńıch č́ısel, často j́ı můžeme využ́ıt i k rozhodnut́ı o některých vlastnostech
této matice, jako je např. singularita a definitnost. Toto využit́ı Geršgorinovy
věty naznač́ıme v d̊ukazu věty 2.2.1.

Kladné a nezáporné matice

Hermitovské matice nejsou jedinou tř́ıdou matic, jejichž spektrálńı vlastnosti
byly v́ıce prozkoumány. Daľśımi takovými tř́ıdami jsou kladné a nezáporné ma-
tice.

Definice 1.2.5. Matici M ∈ Cm×n nazveme kladnou matićı, pokud plat́ı

mi,j > 0, pro všechna i, j.

V př́ıpadě, že
mi,j ≥ 0, pro všechna i, j

je matice M nezáporná. Kladné matice znač́ıme M > 0, analogicky znač́ıme
nezáporné matice M ≥ 0.

Jednou z nejznáměǰśıch vět týkaj́ıćı se kladných matic je Perronova věta.
Tato věta shrnuje nejd̊uležitěǰśı poznatky o spektrálńıch vlastnostech těchto
matic.
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Věta 1.2.4 (Perron). [3] Necht’ M ∈ Cn×n je kladná matice, ρ(M) jej́ı spektrálńı
poloměr a λi jej́ı vlastńı č́ısla. Potom plat́ı

(i) ρ(M) je vlastńım č́ıslem matice M.

(ii) K vlastńımu č́ıslu ρ(M) existuje kladný vlastńı vektor.

(iii) Algebraická násobnost vlastńıho č́ısla ρ(M) je rovna jedné.

(iv) ρ(M) je dominantńı vlastńı č́ıslo, tj. je-li

λn = ρ(M), pak |λi| < ρ(M), i = 1, 2, . . . , n− 1.

Poznatky, které poskytuje Perronova věta nelze převést na problematiku
nezáporných matic př́ımo, i přes to jsme schopni tyto výsledky aplikovat na
menš́ı speciálńı podtř́ıdu těchto matic.

Definice 1.2.6. MaticiMn×n, kde n ≥ 2, nazveme rozložitelnou, právě tehdy
když existuje permutačńı matice P taková, že plat́ı

M = PT

(
B11 B12

0 B22

)
P,

kde bloku B11 a B22 jsou čtvercové. Neńı-li matice M rozložitelná, ř́ıkáme, že
je nerozložitelná.

Dı́ky definici nerozložitelných matic můžeme převést výsledky Perronovy
věty na širš́ı skupinu matic než jsou pouze kladné matice.

Věta 1.2.5 (Perron-Frobenius). [3] Necht’ M ∈ Cn×n je nezáporná nerozložitelná
matice. Potom plat́ı

(i) ρ(M) je vlastńım č́ıslem matice M.

(ii) K vlastńımu č́ıslu ρ(M) existuje kladný vlastńı vektor.

(iii) Algebraická násobnost vlastńıho č́ısla ρ(M) je rovna jedné.

Věta 1.2.6. [3] Pokud je matice M nezáporná nerozložitelná a nav́ıc primitivńı,
potom plat́ı

(iv) ρ(M) je dominantńı vlastńı č́ıslo.

O matici M řekneme, že je primitivńı, pokud existuje k ∈ N tak, že Mk > 0.
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Kapitola 2

Grafové matice

Dále se budeme zabývat využit́ım poznatk̊u ze spektrálńı teorie matic v oblasti
teorie graf̊u. Začněme definićı pojmu neorientovaný graf.

Definice 2.0.1. [4] Necht’ V je konečná množina. Neorientovaným grafem
nazveme dvojici G = (V, E), kde E ⊆

(
V
2

)
, tj. prvky množiny E jsou dvouprv-

kové podmnožiny množiny V .

V rámci této práce se termı́n graf vždy vztahuje na neorientovaný prostý graf,
tj. neorientovaný graf bez násobných hran a smyček.

v1 v2

v3

v4

v5

Obrázek 2.1: Neorientovaný graf na pěti vrcholech

Prvky množiny V nazýváme vrcholy grafu G, prvky množiny E nazýváme
hranami. Řádem grafu G rozumı́me počet vrchol̊u tohoto grafu a budeme jej
značit n.

O dvou vrcholech u, v ∈ V řekneme, že jsou sousedńı, pokud existuje hrana
{u, v} ∈ E. Vrchol v ∈ V nazveme incidentńı s hranou e ∈ E, pokud e = {u, v},
tj. v je jedńım z koncových vrchol̊u hrany e.

Stupeň vrcholu v ∈ V je počet hran incidentńıch s t́ımto vrcholem. Stupeň
vrcholu budeme značit dG(v), minimálńı stupeň grafu δG = minv∈V dG(v) a
maximálńı stupeň grafu ∆G = maxv∈V dG(v). Pokud má graf G všechny stupně
vrchol̊u stejné, tj. ∀v ∈ V : dG(v) = d řekneme, že graf G je d-regulárńı.
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Podgraf grafu G je graf H = (V ′, E′), kde V ′ ⊆ V a E′ ⊆ E a pro každou
hranu {u, v} ∈ E′ plat́ı u, v ∈ V ′. Podgraf grafu G, který obsahuje všechny jeho
vrcholy nazveme faktorem, pokud je nav́ıc tento podgraf k-regulárńı, jedná se o
k-faktor.

Graf indukovaný množinou vrchol̊u S ⊆ V je podgraf G[S] grafu G, který
obsahuje všechny vrcholy z S a všechny hrany z E, které v grafu G spojuj́ı
vrcholy z množiny S. Jinými slovy G[S] = (S,ES), kde ES = {{u, v} ∈ E :
u, v ∈ S}.

Pro reprezentaci grafu je často vhodné zvolit jednu z grafových matic. V této
kapitole si některé z těchto matic představ́ıme reprezentace graf̊u a uvedeme
jejich základńı vlastnosti.

2.1 Matice sousednosti

V teorii graf̊u je základńım nástrojem pro reprezentaci vztah̊u mezi vrcholy
grafu matice sousednosti. Matice sousednosti je nejenom základem pro mnohé
algoritmy v teorii graf̊u, ale také slouž́ı jako výchoźı bod pro daľśı matematické
konstrukce, jako je např́ıklad Laplaceova matice, kterou lze z matice sousednosti
odvodit.

Definice 2.1.1. [1] Necht’G = (V, E) je neorientovaný graf, kde V = {v1, ..., vn},
potom matice sousednosti je čtvercová matice A = [aij ] ∈ Mn

aij =

{
1 pokud vivj ∈ E(G),

0 jinak.

2.2 Laplaceova matice

Definice 2.2.1. [1] Necht’G = (V, E) je neorientovaný graf, kde V = {v1, ..., vn},
potom Laplaceova matice je čtvercová matice L = [lij ] ∈ Mn

lij =


dG(vi) pokud i = j,

−1 pokud vivj ∈ E,

0 jinak.

Tvrzeńı 2.2.1. [1] Necht’ G = (V, E) je neorientovaný graf,A je matice soused-
nosti grafu G a D je čtvercová matice řádu n, D = diag (dG(v1), . . . , dG(vn)),
potom plat́ı

L = D−A

Následuj́ıćı tvrzeńı a věty se mohou zdát triviálńı, nicméně se jedná o základńı
poznatky, které budou využity i dále v této práci, a tak pro ně uvád́ıme i d̊ukazy.
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Věta 2.2.1. [5] Necht’ G = (V, E) je graf. Laplaceova matice L = [lij ] je

a) symetrická,

b) singulárńı,

c) pozitivně semidefinitńı.

D̊ukaz. Tyto vlastnosti Laplaceovy matice L dokážeme postupně.

a) Graf G je neorientovaný, což znamená, že pokud je mezi vrcholy vi a vj
hrana, plat́ı, že existuje i hrana mezi vj a vi. To znamená, že matice L je
symetrická.

b) Snadno nahlédneme, že pro každý vrchol vi ∈ V , kde i = 1, . . . , n plat́ı

n∑
j=1; j ̸=i

lij = − dG(vi), (2.1)

a tedy plat́ı

n∑
j=1

lij = lii +

n∑
j=1; j ̸=i

lij = dG(v)− dG(v) = 0.

Protože je každý řádkový součet matice L roven 0, existuje netriviálńı
lineárńı kombinace sloupc̊u, která je rovna nulovému vektoru o. Matice L
je singulárńı.

c) V předchoźı části jsme dokázali, že Laplaceova matice je singulárńı. Protože
je matice singulárńı, alespoň jedńım z vlastńıch č́ısel je µ = 0.

Pozitivńı definitnost Laplaceovy matice můžeme dokázat aplikaćı Geršgorinovy
věty (1.2.3). Geršgorin̊uv disk př́ısluš́ıćı i-tému řádku matice M můžeme
zapsat jako množinu

Gi(L) = {x ∈ C : |d(vi)− x| ≤ d(vi)}, ∀i = 1, . . . , n

Na prvńı pohled je patrné, že hranice tohoto kruhu procháźı počátkem
souřadného systému v Gaussově rovině. Sjednoceńım všech Geršgorinových
disk̊u źıskáme množinu

G(L) = {x ∈ C : |∆G − x| ≤ ∆G} (2.2)

Tato množina obsahuje všechna vlastńı č́ısla Laplaceovy matice.

Uvědomme si, že Laplaceova matice je nav́ıc reálná symetrická matice a
vlastńı č́ısla Laplaceovy matice jsou tedy reálná (viz věta 1.2.1). Z (2.2)
źıskáme meze pro hodnotu vlastńıch č́ısel matice L.

0 ≤ µ ≤ 2 ·∆G
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Protože je každé vlastńı č́ıslo Laplaceovy matice nezáporné, Laplaceova
matice je pozitivně semidefinitńı.

Tento př́ıstup nám kromě d̊ukazu pozitivńı semidefinitnosti Laplaceovy ma-
tice nav́ıc poskytuje horńı odhad pro hodnotu vlastńıch č́ısel.

Re(z)

Im(z)

dG(v1)

dG(v3,4)

dG(v5)

dG(v2) 2 ·∆G

0

(a) Geršgorinovy disky Laplaceovy matice grafu G

Re(z)

Im(z)

µ1

0

µ2

1

µ3

2

µ4

4

µ5

5

2 ·∆G

(b) Grafické znázorněńı spektra Laplaceovy matice grafu G a jeho
horńıho odhadu 2 ·∆G

Obrázek 2.2: Ilustrace aplikace Geršgorinovy věty pro Laplaceovu
matici grafu G z obrázku 2.1
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Následuj́ıćı závěry zasazuj́ı do kontextu vztah mezi souvislost́ı grafu G a
spektrem Laplaceovy matice. Protože je souvislost, v kontextu této práce, d̊uležitou
vlastnost́ı graf̊u, formálńı definici zavedeme v kapitole 3.

Graf G se nazývá souvislý, pokud existuje cesta mezi každou dvojićı vrchol̊u,
což znamená, že je možné se z libovolného vrcholu grafu dostat do jakéhokoli
jiného vrcholu pomoćı

”
sledu“ hran.

Tvrzeńı 2.2.2. [6] Necht’ G je souvislý graf, násobnost vlastńıho č́ısla Lapla-
ceovy matice µ = 0 je 1.

Pokud je graf G nesouvislý, jeho maximálńı souvislé podgrafy nazveme kom-
ponentami.

Věta 2.2.2. [6] Necht’ G je neorientovaný graf s k komponentami a L k němu
př́ıslušná Laplaceova matice. Plat́ı, že algebraická násobnost vlastńıho č́ısla 0
Laplaceovy matice je k.

D̊ukaz. Předpokládejme, že G = (V, E) je graf s k ≥ 2 komponentami. Označme
postupně vrcholy jednotlivých komponent

v1, v2, ..., vn−1, vn

Protože neexistuje hrana, která by spojovala vrcholy z dvou r̊uzných kom-
ponent, Laplaceova matice je v tomto př́ıpadě blokově diagonálńı s k bloky.

L =


L1 0 0 . . . 0
0 L2 0 . . . 0
...

...
...

0 . . . 0 . . . Lk


Vlastńı č́ısla matice L můžeme určit jako kořeny charakteristického poly-

nomu

det(L− λI) = 0

Jak matice L, tak jednotková matice I jsou diagonálńı. Matice (L− λI) je tedy
opět blokově diagonálńı, a proto plat́ı

det(L− λI) = det(L1 − λI) · . . . · det(Lk − λI) (2.3)

Na jednotlivé komponenty se můžeme také d́ıvat jako na nepropojené sou-
vislé grafy a bloky matice L, pak můžeme chápat, jako Laplaceovy matice jed-
notlivých komponent.

Z předchoźıho tvrzeńı v́ıme, že Laplaceova matice souvislého grafu má vlastńı
č́ıslo µ = 0, jehož algebraická násobnost je rovna 1. Dı́ky tomuto tvrzeńı a vztahu
(2.3) plyne, že algebraická násobnost vlastńıho č́ısla µ = 0 matice L je právě
k.
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2.3 Bezznaménková Laplaceova matice

Bezznaménková Laplaceova matice je variaćı na klasickou Laplaceovu matici,
která se využ́ıvá při aplikaci teorie graf̊u v oblastech, kde jsou záporné hodnoty
vyjadřuj́ıćı spojeńı mezi sousedńımi vrcholy nežádoućı.

Definice 2.3.1. Necht’G = (V, E) je neorientovaný graf, kde V = {v1, . . . , vn},
potom bezznaménková Laplaceova matice je čtvercová matice L ∈ Mn

lij =


dG(vi) pokud i = j,

1 pokud vivj ∈ E,

0 jinak.
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Kapitola 3

Vlastnosti graf̊u a vybrané
grafové tř́ıdy

Tato kapitola se věnuje vybraným vlastnostem graf̊u, které jsou fundamentálńı
pro pochopeńı jejich struktury a chováńı. V prvńı části kapitoly definujeme
kĺıčové grafové vlastnosti, které jsou d̊uležité pro teoretické i praktické aplikace
v diskrétńı matematice a souvisej́ıćıch oborech. Zvláštńı pozornost je věnována
tuhosti grafu.

Druhá část kapitoly se zaměř́ı na speciálńı tř́ıdy graf̊u, které se odlǐsuj́ı spe-
cifickými charakteristikami a maj́ı zásadńı význam jak pro řešeńı konkrétńıch
matematických problémů, tak pro tuto práci.

Celkově následuj́ıćı text nab́ıźı hluboký pohled na d̊uležité aspekty teorie
graf̊u, poskytuj́ıćı čtenáři komplexńı pochopeńı jak základńıch, tak i speciálńıch
grafových vlastnost́ı a tř́ıd.

3.1 Vybrané vlastnosti graf̊u

Při zkoumáńı základńıch vlastnost́ı graf̊u, jsme se oṕırali zejména o práci [7].

3.1.1 Souvislost grafu

Souvislost grafu je základńım pojmem, který odráž́ı jeho strukturálńı charakter.
Pro jej́ı pochopeńı je nejdř́ıve nutné definovat, co přesně rozumı́me pod pojmem
cesta.

Definice 3.1.1. Necht’ G = (V,E) je neorientovaný graf. Cestou z vrcholu
v0 do vrcholu vk nazveme posloupnost vrchol̊u a hran

v0 e1 v1 e2 . . . ek vk,

kde každá hrana ei = {vi−1, vi}, ∀i = 1, . . . , k a žádný vrchol ani hrana se v
posloupnosti neopakuj́ı.
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Tuto definici cesty použijeme k vysvětleńı pojmu souvislý graf.

Definice 3.1.2. Necht’ G je neorientovaný graf. Graf G nazveme souvislým,
pokud mezi každými dvěma vrcholy existuje cesta.

Pro praktické účely je d̊uležité nejen určit, zda je graf souvislý, ale také
posoudit, jak

”
silná“ tato souvislost je. To nás vede k pojmu řezu v grafu.

Definice 3.1.3. Necht’ G = (V, E) je neorientovaný neúplný graf. Vrcho-
lovým řezem rozumı́me množinu ∅ ̸= S ⊂ V , po jejichž odstraněńı vznikne
graf G− S s v́ıce komponentami, než měl p̊uvodńı graf G. Hranovým řezem
rozumı́me množinu ∅ ≠ S′ ⊂ E, po jej́ımž odstraněńı má výsledný graf G− S′

větš́ı počet komponent než měl graf G.

Tyto pojmy nám umožńı definovat mı́ry souvislosti grafu, v závislosti na
velikosti nejmenš́ıho možného řezu.

Definice 3.1.4. Necht’ G je souvislý a neúplný graf. Vrcholový stupeň sou-
vislosti grafu κ(G) je definován jako velikost minimálńıho vrcholového řezu.
Je konvenćı, že pro úplné grafy je stupeň souvislosti definován jako n− 1. Graf
nazýváme k-souvislým, pokud je vrcholový stupeň souvislosti alespoň k.

Analogicky můžeme definovat hranový stupeň souvislosti grafu.

Definice 3.1.5. Necht’ G je souvislý graf a necht’ n ≥ 2. Hranový stupeň
souvislosti grafu κ′(G) je definován jako velikost minimálńıho hranového řezu.
Pro grafy s jedńım vrcholem plat́ı κ′(G) = 0.

Nakonec se zaměř́ıme na známý vztah mezi těmito mı́rami souvislosti, který
je formalizován ve Whitneyho nerovnosti.

Věta 3.1.1. [8] Mějme graf G = (V, E), potom plat́ı

κ(G) ≤ κ′(G) ≤ δ(G)

D̊ukaz. Mějme souvislý graf G. Jednotlivé nerovnosti dokážeme postupně.

(i) Důkaz nerovnosti
κ′(G) ≤ δ(G)

je triviálńı. Označme v vrchol grafu G jehož stupně dG(v) = δ(G). Od-
straněńım δ(G) hran incidentńıch s vrcholem v se graf G rozpadne na
alespoň dvě komponenty (G− v a izolovaný vrchol v).

(ii) Protože grafG je κ′(G)-hranově souvislý, v grafuG existuje množina κ′(G)
hran, po jejichž odebráńı se graf G rozpadne alespoň na dvě komponenty.
Označme tuto množinu hran H.

Vyberme libovolně jednu hranu z množiny H a označ́ıme koncové vrcholy
této hrany x, y. Pokud z grafu G odstrańıme všechny hrany množiny H
až na námi zvolenou hranu {x, y}, źıskáme graf G1, ve kterém je hrana
{x, y} mostem.
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Obecně nazveme mostem hranu grafu G, která neńı obsažená v žádné
kružnici. A protože most neńı obsažen v žádné kružnici, po jeho odebráńı
se graf G rozpadne na dvě komponenty.

Dále definujme množinu vrchol̊u A tak, že z každé hrany množiny H vy-
bereme jeden koncový vrchol r̊uzný od x, y. Jistě plat́ı

|A| ≤ κ′(G)− 1.

Odstraněńım všech vrchol̊u množiny A určitě odstrańıme všechny hrany z
množiny H až na hranu {x, y}. Pro graf G− A mohou nastat následuj́ıćı
situace

(a) Pokud je G−A nesouvislý, znamená to, že množina A je vrcholovým
řezem grafu G, a plat́ı

κ(G) ≤ κ′(G)− 1 ≤ κ′(G).

(b) Pokud je graf G − A souvislý, hrana {x, y} je v tomto grafu opět
mostem, tj. hranou, po jej́ımž odebráńı se graf rozpadne na několik
komponent. Odebereme-li vrchol x a všech hran s ńım incidentńı,
graf G−{A∪{x}} bud’ neńı souvislý, protože jsme odebrali všechny
hrany množiny H tj.

κ(G) ≤ κ′(G),

nebo obsahuje pouze jeden vrchol (y) a graf G je úplný.

3.1.2 Hamiltonovské vlastnosti grafu

V teorii graf̊u, hraj́ı pojmy jako cesty, cykly a souvislost kĺıčovou roli pro pocho-
peńı vlastnost́ı graf̊u a jejich struktur. V této části se zaměř́ıme na hamiltonovské
vlastnosti graf̊u, které jsou úzce spojeny s problémem obchodńıho cestuj́ıćıho 1.

Definice následuj́ıćıch pojmů poskytuj́ı teoretický základ pro řešeńı problému
obchodńıho cestuj́ıćıho, ale maj́ı také d̊uležité aplikace v r̊uzných odvětv́ıch, kde
je potřeba optimalizace tras.

Definice 3.1.6. Necht’ G je graf. Hamiltonovská cesta je taková cesta v
grafu G, která obsahuje všechny jeho vrcholy.

Definice 3.1.7. Necht’G je graf.Hamiltonovská kružnice je kružnice procházej́ıćı
přes všechny vrcholy.

Definice 3.1.8. Necht’ G je graf. Graf G je hamiltonovský, pokud obsahuje
hamiltonovskou kružnici jako podgraf.

1Problém obchodńıho cestuj́ıćıho je známým kombinatorickým problémem, který spoč́ıvá v
nalezeńı nejkratš́ı cesty, která navšt́ıv́ı každé město v určitém seznamu právě jednou a nakonec
se vrát́ı do výchoźıho města.
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Hamiltonovské grafy jsou kĺıčové pro praktické aplikace, jako je návrh efek-
tivńıch komunikačńıch śıt́ı a logistických tras. Proto se hamiltonovskosti graf̊u
budeme věnovat i v následuj́ıćıch částech této práce, a to zejména ve spojeńı s
jinými vlastnostmi graf̊u a ukážeme jak mohou tyto vztahy mezi jednotlivými
vlastnostmi zjednodušit rozhodnut́ı o hamiltonovskosti grafu.

3.1.3 Tuhost

Parametr tuhosti grafu představuje mı́ru odolnosti grafu v̊uči rozpadu na jed-
notlivé komponenty po odstraněńı množiny jeho vrchol̊u. Jednoduše řečeno, graf
s vysokou tuhost́ı vyžaduje odstraněńı větš́ıho počtu vrchol̊u, aby se rozpadl na
izolované části. Tento parametr je d̊uležitý pro pochopeńı, jak

”
pevně“ jsou

vrcholy v grafu spojeny.
Pojem tuhosti grafu byl poprvé představen českým matematikem Václavem

Chvátalem v [9].

Definice 3.1.9. Necht’ G je graf a S je vrcholovým řezem grafu G. Tuhost
grafu definujeme jako

τ(G) = min
∀S⊂V (G)

{
|S|

c(G− S)

}
,

kde c(G − S) vyjadřuje počet komponent grafu G − S. O grafu G řekneme, že
je t-tuhý, pokud plat́ı t ≤ τ(G), t ∈ R+.

V současné době známe hodnotu tuhosti pro relativně malé grafy s jednodu-
chou strukturou a některé speciálńı tř́ıdy graf̊u (např. neúplné claw-free2 grafy).

Věta 3.1.2. [4] Pokud je G neúplný claw-free graf, potom plat́ı

τ(G) =
κ(G)

2

Určeńı tuhosti představuje optimalizačńı problém, jehož řešeńı je, kv̊uli op-
timalizaci přes všechny možné vrcholové řezy daného grafu náročné.

Daľśım z graf̊u, pro které známe přesnou hodnotu tuhosti je Petersen̊uv graf.
Tento graf je obĺıbeným grafem d́ıky svým vlastnostem, jako je vysoká sy-

metričnost, regularita a nehamiltonovskost. Kromě toho, význam Petersenova
grafu spoč́ıvá v jeho využ́ıt́ı, jako protipř́ıkladu při vyvraceńı teoríı a hypotéz z
oblasti teorie graf̊u.

Jako ukázku můžeme prezentovat následuj́ıćı větu.

2Claw-free grafy jsou takové grafy, které neobsahuj́ı indukovaný úplný bipartitńı podgraf
K1,3 (claw). [10]
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Věta 3.1.3. [4] Pokud je graf G hamiltonovský, pak muśı nutně platit

c(G− S) ≤ |S|

pro každou množinu ∅ ≠ S ⊂ V (G).

Důsledek. Každý hamiltonovský graf je 1-tuhý.

Petersen̊uv graf demonstruje, že ne všechny 1-tuhé grafy muśı být hamil-
tonovské. Brouwer [11] ve svém článku uvád́ı, že tuhost Petersenova grafu
je τ(G) = 4

3 . Na následuj́ıćım obrázku ilustrujeme vhodný vrcholový řez pro
źıskáńı minima výrazu |S|/c(G− S).

(a) (b) (c)

Obrázek 3.1: (a) Petersen̊uv graf, (b) Vrcholový řez S1 Petersenova grafu, (c)
Vrcholový řez S2 Petersenova grafu realizuj́ıćı tuhost

Chvátalova hypotéza

Chvátalova hypotéza naznačuje, že by všechny dostatečně tuhé grafy měly ob-
sahovat hamiltonovskou kružnici.

Hypotéza 3.1.1 (Chvátal). [9] Existuje t0 takové, že každý t0-tuhý graf je
hamiltonovský.

Tato hypotéza je stále otevřená, a to i přes to že v tomto směru došlo k
pokroku. Enomoto [12] dokázal, že pokud takové t0 existuje, muśı platit, že
t0 ≥ 2. Toto je př́ımým d̊usledkem následuj́ıćı věty.

Věta 3.1.4. [12] Mějme k ≥ 1. Pro libovolně velké ϵ > 0 existuje (k − ϵ)-tuhý
graf G řádu n ≥ k + 1, kde součin k · n je sudé č́ıslo, který nemá k-faktor.

Pro k = 2, věta 3.1.4 ilustruje, existenci (2 − ϵ)-tuhého grafu, který nemá
2-faktor, a tedy neńı hamiltonovský.

O několik let později, po zveřejněńı Enomotových závěr̊u, se Bauerovi, Broer-
smovi a Veldmanovi podařilo zkonstruovat 2-tuhý graf (viz 3.2), který neńı ha-
miltonovský, a co v́ıc, podařilo se jim formulovat posloupnost {Gk} nehamilto-
novských graf̊u, pro které limk→∞ τ(Gk) = 9/4. Zjednodušeně řečeno, výsledky
publikované těmito autory v [13] naznačuj́ı, že pokud existuje t0, pro které by
byla Chvátalova hypotéza splněna, potom takové t0 muśı být větš́ı než 9/4.
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Obrázek 3.2: Bauer-Broesma-Veldman̊uv graf

Hranová tuhost

Pokusy o dokázáńı, resp. vyvráceńı Chvátalovy hypotézy, ilustruj́ı značnou
náročnost rozhodováńı o hamiltonovskosti graf̊u. Tato problematika nás často
vede k alternativńım př́ıstup̊um, které umožňuj́ı transformaci na mnohdy jed-
nodušš́ı problémy jako např. výše zmı́něný d̊ukaz neexistence 2-faktoru grafu
G.

Daľśım možným alternativńım postupem pro d̊ukaz nehamiltonovskosti je
d̊ukaz toho, že graf neńı path-tuhý . Graf G je path-tuhý, pokud pro každou
neprázdnou podmnožinu S ⊂ V lze graf G − S pokrýt nejvýše |S| vrcholově
disjunktńımi cestami. Tato varianta by se mohla zdát neefektivńı, a to zejména
proto, že neexistuje obecný postup, jak tento d̊ukaz provést. Avšak právě při
prozkoumáváńı tohoto postupu se Katonovi [15] podařilo definovat nový para-
metr, který je úzce provázaný s

”
klasickou“ tuhost́ı.

Rozhodnut́ı o tom, zda je graf hamiltonovský, představuje speciálńı př́ıpad
problému nalezeńı A-cyklu. Tento problém spoč́ıvá v určeńı, zda existuje v grafu
G kružnice obsahuj́ıćı všechny vrcholy z množiny A ⊆ V (G).

Definice 3.1.10. Mějme graf G a množinu A ⊆ V (G). O dvojici (X,Y )

X ⊆ V (G−A), Y ⊆ E(G−A−X)

řekneme, že separuje množinu A, pokud v grafu G−X − Y neexistuje žádná
cesta spojuj́ıćı dva vrcholy z množiny A.

OznačmeK1, . . . , Kc komponenty grafu G(Y ) indukovaného množinou hran
Y .
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Definice 3.1.11. Mějme grafG a podmnožinu Y ⊆ E.Grafem indukovaným
množinou hran Y rozumı́me G(Y ) ⊆ G, jehož množinou vrchol̊u jsou všechny
vrcholy v ∈ V (G), které jsou incidentńı s hranou z množiny Y a množinu hran
tvoř́ı všechny hrany, jejichž oba koncové vrcholy u, v ∈ V (G(Y )).

Je zřejmé, že ne všechny hrany grafu G(Y ) musej́ı nutně být prvky množiny
Y .

Dále definujme některé pojmy, které nám pomohou lépe porozumět struktuře
komponent Ki v rámci grafu G −X. Tyto pojmy jsou obecně známé v oblasti
teorie množin.

Definice 3.1.12. Necht’ G = (V,E) je graf a H ⊂ G jeho podgraf. Hranićı
podgrafu H nazveme množinu

bdG(H) = {v ∈ V (H) : v má souseda u /∈ V (H)},
Pokud je vrchol prvkem hranice bdG(H) nezveme jej hraničńım vrcholem.
Vnitřek podgrafu H definujeme jako

inG(H) = V (H)− bdG(H).

Pokud je vrchol v prvkem inG(H), potom jej nazýváme vnitřńım vrcholem.

Zavedeńı těchto termı́n̊u nám umožňuje definovat A-separátor.

Definice 3.1.13. Necht’ G je neorientovaný graf. Mějme množinu A ⊆ V (G) a
dvojici (X,Y ) separuj́ıćı množinu A. Dvojici (X,Y ) nazveme A-separátorem,
pokud plat́ı

|A| > s(X,Y ;G) := |X|+
c∑

i=1

⌊
1

2
|bdG−X(Ki)|

⌋
(3.1)

Existence separátoru množiny A ⊆ V (G) nám ř́ıká několik věćı o samotném
grafu G. Tyto vlastnosti detailně zkoumali Kelmans a Lomonosov ve svých
článćıch [16, 17], na které se můžeme odkázat pro hlubš́ı pochopeńı.

Tvrzeńı 3.1.1. [15] Necht’ G je neorientovaný graf. Pokud existuje separátor
(X,Y ) množiny A ⊆ V (G), potom plat́ı, že

(i) v grafuG neexistuje kružnice, která by obsahovala všechny vrcholy množiny
A,

(ii) graf G neńı path-tuhý,

(iii) graf G neńı hamiltonovský.

Tento nový př́ıstup, který zahrnuje prezentaciA-separátoru v grafuG, pomáhá
dokázat, že v grafu neexistuj́ı hamiltonovské kružnice. Při tomto př́ıstupu neńı
potřeba explicitně definovat množinuA, což inspirovalo Katonu [15] k definováńı
nového parametru grafu.
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Definice 3.1.14. [15] Mějme souvislý graf G = (V,E) a množiny X ⊆ V a
Y ⊆ E(G−X), které splňuj́ı c(G−X −Y −

⋃n
i=1 inG−X(Ki)) > 1. Hranovou

tuhost grafu definujeme jako

τ ′(G) = min

{
s(X,Y ;G)

c(G−X − Y −
⋃n

i=1 inG−X(Ki))

}
.

Tvrzeńı 3.1.2. [15] Pokud je G t-hranově tuhý graf, potom je také t-tuhý.

Tvrzeńı 3.1.3. [15] Pokud je G hamiltonovským grafem, pak je 1-hranově-
tuhý.

Celý d̊ukaz tohoto tvrzeńı je poměrně jednoduchý a podrobně rozebraný
právě Katonou, proto ho neuvedeme v této práci. Zaměř́ıme se pouze na jednu
jeho část.

Stěžejńım krokem tohoto d̊ukazu je prokázat, že se v každé komponentě
grafu G − X − Y −

⋃c
i=1 inG−X(Ki) nacháźı alespoň jeden vrchol, který je

disjunktńı s hranićı této komponenty. Předpokládejme, že takový vrchol v žádné
z komponent neexistuje. Snadno nahlédneme, že neexistuje žádná hrana, která
by spojovala vrcholy z dvou r̊uzných komponent grafu G(Y ).

Zvolme libovolně vrchol jedné z komponent grafuG−X−Y−
⋃c

i=1 inG−X(Ki),
a označme jej v. Tento vrchol muśı být prvkem bdG−X(K) nějaké komponenty
K grafu G(Y ), tj. muśı mı́t souseda mimo komponentu K. Tento předpoklad
vede ke sporu.

Protože vrchol v muśı mı́t souseda mimo K, ale t́ımto sousedem nesmı́ být
prvek jakékoliv hranice bdG−X(Kj), muśı být disjunktńı s každou hranićı kom-
ponent Ki, i = 1, . . . , c.

Vztah mezi tuhost́ı a hranovou tuhost́ı

Z definic tuhosti a hranové tuhosti vyplývá, že jsou tyto dva koncepty úzce
propojené. V následuj́ıćıch odstavćıch jejich vztah prozkoumáme.

Věta 3.1.5. [15] Pokud je graf G 2t-tuhý, pak je také t-hranově tuhý.

D̊ukaz. Mějme souvislý 2t-tuhý graf G. Pro každou dvojici X ⊆ V (G) a
Y ⊆ E(G−X) splňuj́ıćı

c(G−X − Y −
c⋃

i=1

inG−X(Ki)) > 1,

vyberme libovolně 2⌊|bdG−X(Ki)|/2⌋ hraničńıch vrchol̊u z komponenty Ki,
∀i = 1, . . . , c. Sjednoceńı takto vybraných vrchol̊u se všemi vrcholy množiny
X označme S. Plat́ı

|S| = |X|+ 2

n∑
i=1

⌊
|bdG−X(Ki)|

2

⌋
= 2 · s(X,Y ;G)− |X|.
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Nejdř́ıve dokažme, že plat́ı

c(G−X − Y −
c⋃

i=1

inG−X(Ki)) ≤ c(G− S).

Zvolme libovolně jeden vrchol v /∈
⋃c

i−1 bdG−X(Ki) z každé komponenty
grafu G − X − Y −

⋃
inG−X(Ki). Již dř́ıve jsme dokázali, že takové vrcholy

existuj́ı. Označme množinu námi vybraných vrchol̊u A.
Dokážeme, že vrcholy množiny A nálež́ı r̊uzným komponentám grafu G−S.

Vı́me, že dvojice (X,Y ) separuje množinu A, pokud by tedy mezi dvěma vrcholy
množiny A existovala cesta p, potom by musela obsahovat hranu y ∈ Y nebo
vrchol x ∈ X.

Dále v́ıme, že A ⊆ G− S, proto muśı cesta mezi dvojićı vrchol̊u množiny A
obsahovat alespoň jednu hranu y ∈ Y .

Protože jsme prvky množiny A vybrali z jednotlivých komponent grafu
G −X − Y −

⋃
inG−X(Ki), žádný vrchol množiny A nemůže být incidentńı s

hranou z množiny Y .
Z toho vyplývá, že prvńı a posledńı hrana této cesty muśı být incidentńı s

dvěma r̊uznými vrcholy hranice bdG−X(Kp). Dı́ky naš́ı konstrukci množiny S,
grafG−S obsahuje nanejvýše jeden z těchto hraničńıch vrchol̊u, proto neexistuje
žádná cesta mezi vrcholy ai, aj ∈ A.

Protože je graf G 2-tuhý, plat́ı

c

(
G−X − Y −

c⋃
i=1

inG−X(Ki)

)
≤ c(G− S) ≤ |S|

2t
=

=
2s(X,Y ;G)− |X|

2t
≤ s(X,Y ;G)

t
.

Protože je možné, že odhad v d̊ukazu této věty je ostrý, Katona formuloval
tuto hypotézu.

Hypotéza 3.1.2 (Katona). [15] Pro každé ϵ > 0 existuje (2t − ϵ)-tuhý graf,
který neńı t-hranově-tuhý.

Daľśı z řady hypotéz, které Katona pro tuto problematiku stanovil navazuje
na Chvátalovu hypotézu (viz 3.1.1).

Hypotéza 3.1.3 (Katona). Existuje t1 takové, že každý t1-hranově-tuhý graf
je hamiltonovský.

Dalo by se ř́ıci, že jsou Katonova a Chvátalova ekvivalentńı. Pokud existuje
t1 tak, aby byla splněna Katonova hypotéza, potom by podle věty 3.1.5 existuje
t0 = 2t1, pro které je každý t0-tuhý graf hamiltonovský, a Chvátalova hypotéza
je splněna. Na druhou stranu, pokud by platila Chvátalova hypotéza, potom je
d́ıky tvrzeńı 3.1.2 splněna i Katonova hypotéza.
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3.2 Vybrané tř́ıdy graf̊u

V této části uvád́ıme některé tř́ıdy grafu, které jsou d̊uležité pro tuto práci,
nebo jsou zaj́ımavé svými vlastnostmi.

3.2.1 Úplné grafy

Úplný graf Kn je graf na n vrcholech, jehož každé dva r̊uzné vrcholy spojuje
hrana.

Obrázek 3.3: K6 - úplný graf na šesti vrcholech

Úplné grafy jsou obĺıbenou grafovou tř́ıdou, a tak známe mnoho jejich vlast-
nost́ı. Snadno urč́ıme velikost úplného grafu. Pokud máme neorientovaný úplný
graf, jeho množinu hran tvoř́ı všechny možné dvouprvkové podmnožiny množiny
V (Kn).

|E(Kn)| =
(
n

2

)
=

n(n− 1)

2

Úplné grafy jsou známé pro svou perfektńı symetrii a maximálńı hustotu
hran, d́ıky čemuž jsou zejména d̊uležité pro aplikace, kde je d̊uležitá maximálńı
propojenost,jako např. v teorii her, kde poskytuj́ı modely pro situace, kde každý
účastńık má možnost interakce s každým daľśım účastńıkem 3.

Každý úplný graf je nejen souvislý, ale také (n − 1)-regulárńı. Kromě toho
jsou všechny úplné grafy také hamiltonovské, což znamená, že obsahuj́ı hamil-
tonovskou kružnici.

3Této konkrétńı oblasti aplikaćı se často ř́ıká
”
Turnaje“ jako model jsou v této problematice

využ́ıvány orientace úplných graf̊u [18].
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3.2.2 Multipartitńı a bipartitńı grafy

Multipartitńı grafy, známé také jako k-partitńı grafy, jsou tř́ıda graf̊u, kde vr-
choly můžeme rozdělit do k disjunktńıch množin tak, že vrcholy ve stejné množiny
nejsou spojeny hranami. Takové množiny vrchol̊u grafu G nazveme nezávislými
množinami.

Definice 3.2.1. Nezávislá množina v grafu je množina vrchol̊u, mezi kterými
neexistuje žádná hrana.

Tato struktura umožňuje, aby grafy byly použ́ıvány v aplikaćıch, kde je třeba
modelovat vztahy mezi nezávislými skupinami objekt̊u.

Bipartitńı graf G = (V,E) je speciálńım př́ıpadem multipartitńıho grafu,
kde k = 2. Vrcholy grafu G jsou rozděleny do dvou disjunktńıch množin V1 a V2

tak, že každá hrana spojuje vrchol z V1 s vrcholy z V2. Neexistuj́ı žádné hrany
mezi vrcholy stejné množiny. Bipartitńı grafy jsou často reprezentovány jako
G = (V1 ∪ V2, E).

(a) Úplný multipartitńı graf
K5,2,3

(b) Bipartitńı graf

Úplný multipartitńı graf Kn1,...,nm
je daľśım speciálńı př́ıpadem multipar-

titńıho grafu. V tomto př́ıpadě jsou každé dva vrcholy z r̊uzných partit (nezávislých
množin, do kterých jsou rozděleny vrcholy grafy G) jsou spojeny hranou a žádné
dva vrcholy ve stejné partitě nejsou spojeny hranou.
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3.2.3 Split grafy

Split graf je takový graf G = (V, E), který je možné rozdělit na dva dis-
junktńı podgrafy – kliku Ks (tj. úplný podgraf) a podgraf Nt jehož vrcholy
tvoř́ı nezávislou množinu.

(a) Split graf (b) Úplný split graf

Úplným split grafem rozumı́me split graf, kde jsou vrcholy indukuj́ıćı nezávislé
množinu spojeny hranou s každým vrcholem kliky.

Úplné split grafy jsou jednou z mnoha tř́ıd graf̊u, kterou můžeme definovat
pomoćı speciálńı grafové operace. Pro úplné split grafy je touto operaćı spojeńı
graf̊u.

Spojeńım graf̊u G1 a G2, je graf G = (V,E), který obsahuje všechny vrcholy
a hrany z p̊uvodńıch graf̊u, doplněné o všechny možné hrany mezi vrcholy graf̊u
G1 a G2. Dále tuto operaci budeme značit G1 ∨G2.

Pro souhrnný přehled daľśıch grafových operaćı doporučujeme [20].
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Kapitola 4

Propojeńı spektra a
grafových parametr̊u

Hlavńım ćılem této kapitoly je prozkoumat vztahy mezi grafovými parametry a
spektrem grafu. Tato analýza poskytuje hlubš́ı porozuměńı toho, jak lze struk-
turálńı vlastnosti graf̊u odhalit zkoumáńım jejich spektra.

4.1 Algebraická souvislost

Jak jsme ukázali v kapitole 2, Laplaceova matice a jej́ı spektrálńı vlastnosti maj́ı
kĺıčový význam pro pochopeńı struktury grafu.

V té samé kapitole jsme také prezentovali d̊ukaz vztahu mezi algebraickou
násobnost́ı vlastńıho č́ısla µ = 0 a počtem komponent př́ıslušného grafu. Tato
věta 2.2.2 má jednoduchý d̊usledek.

Důsledek. Pro každý graf G plat́ı, že pokud je G nesouvislý, jeho druhé
nejmenš́ı vlastńı č́ıslo µ2 je rovno nule.

Tento d̊usledek pravděpodobně inspiroval československého matematika Mi-
roslava Fiedlera k zavedeńı pojmu algebraická souvislost.

Definice 4.1.1. Necht’ je G graf. Druhé nejmenš́ı vlastńı č́ıslo Laplaceovy ma-
tice

µ2 nebo také µG
2

nazveme algebraickou souvislost́ı.

Fiedler poprvé představil tento pojem společně s několika zaj́ımavými vlast-
nostmi ve svém článku [21]. Než ale přejdeme k prvńı z těchto vlastnost́ı, defi-
nujme nový pojem.

Definice 4.1.2. Mějme grafy G1, G2. Tyto nazveme hranově disjunktńı
právě tehdy, když plat́ı

E(G1) ∩ E(G2) = ∅
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Algebraickou souvislost můžeme chápat také jako funkci µ2(G). Fiedler pre-
zentoval, že součet algebraické souvislosti dvou hranově disjunktńıch graf̊u na
stejné množině vrchol̊u se dá odhadnout shora hodnotou algebraické souvislosti
sjednoceńı těchto graf̊u.

Věta 4.1.1. [21] Necht’ jsou G1, G2 hranově disjunktńı grafy na stejné množině
vrchol̊u, tj. V (G1) = V (G2), potom plat́ı:

µG1
2 + µG2

2 ≤ µG
2 ,

kde G = G1 ∪G2.

Avšak d̊uležitěǰśı než samotná věta je jej́ı d̊usledek.

Důsledek. Pro grafy G na stejné množině vrchol̊u je funkce µ2(G) neklesaj́ıćı,
tj. G1 ⊆ G2, a nav́ıc V (G1) = V (G2) potom, µG1

2 ≤ µG2
2 .

Tento d̊usledek lze interpretovat tak, že přidáńım hran do grafu G bud’ dojde
ke zvýšeńı algebraické souvislosti, nebo v nejhorš́ım př́ıpadě z̊ustane algebraická
souvislost stejná stejná. Přidáváńı hran do grafu neńı jedinou operaćı, která
může změnit hodnotu algebraické souvislosti.

Věta 4.1.2. [21] Necht’ G je graf, G1 ⊆ G je jeho podgraf, který vznikne z grafu
G odstraněńım k vrchol̊u a všech hran, které jsou s těmito k vrcholy incidentńı.
Potom plat́ı

µG1
2 ≥ µG

2 − k

Zat́ım jsme ale prezentovali pouze vlastnost algebraické posloupnosti, za
podmı́nky, že maj́ı dané grafy stejnou množinu vrchol̊u. Pokud se ale snaž́ıme
odhadnout hodnotu algebraické souvislosti, jsme schopni použ́ıt jakéhokoliv roz-
kladu vrcholové množiny.

Definice 4.1.3. Necht’ G je graf. Rozklad množiny vrchol̊u V (G) je taková
kolekce disjunktńıch podmnožin V1, V2, . . . , Vk ⊂ V (G), že každý vrchol v ∈
V (G) nálež́ı do právě jedné podmnožiny.

Dı́ky tomuto rozkladu pak můžeme formulovat horńı odhad pro µ2(G)

Věta 4.1.3. [21] Necht’ G = (V, E), a necht’ V = V1 ∪ V2 je dekompozice
množiny V a necht’ Gi (i = 1, 2) je podgraf indukovaný množinou Vi, potom

µG
2 ≤ min{ µG1

2 + |V2|, µG2
2 + |V1| }

V této práci jsme se seznámili již s několika grafovými parametry, které
reflektuj́ı souvislost grafu nebo př́ımo znázorňuj́ı mı́ru souvislosti grafu a vztahy
mezi nimi. Fiedlerovy se podařilo dokázat vztah mezi algebraickou souvislost́ı a
stupněm vrcholové souvislosti a tak dále rozš́ı̌rit (3.1.1).
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Věta 4.1.4. [21] Mějme graf G = (V, E), potom plat́ı

µG
2 ≤ κ(G) (4.1)

D̊ukaz. Mějme graf G a označme minimálńı vrcholový řez grafu G jako V1.
Protože je V1 vrcholovým řezem, graf generovaný množinou V2 = V − V1 ̸= ∅
neńı souvislý.

V1 a V2 nám poskytuj́ı dekompozici množiny V = V1∪V2. Z věty 4.1.3 plyne

µG
2 ≤ min{µG1

2 + |V2|, κ}.
Nerovnost µG

2 ≤ κ(G) je splněna.

4.2 Tuhost a spektrum

Navzdory zdánlivé jednoduchosti konceptu se identifikace tuhosti ukazuje jako
komplexńı problém (tř́ıda NP-těžkých úloh), vyžaduj́ıćı sofistikované matema-
tické a algoritmické postupy. V této práci se dále zaměř́ıme na odhady tuhosti,
využ́ıvaj́ıćı spektrum Laplaceovy matice.

Nalezeńı dolńıho odhadu tuhosti se stalo předmětem výzkumu mnoha au-
tor̊u. Alonovi a Browerovi se nezávisle na sobě podařilo dokázat dva r̊uzné od-
hady. Alon [22] dokázal, že pro souvislé d-regulárńı grafy plat́ı

t(G) >
1

3

(
d2

dλ+ λ2
− 1

)
,

kde λ = max{|λ2|, |λn|} je druhé největš́ı vlastńı č́ıslo matice sousednosti.
Brouwer poté dokázal, že pro d regulárńı grafy plat́ı t(G) > d

λ −2. Brouwer dále
formuloval hypotézu

t(G) >
d

λ
− 1,

která byla potvrzena Haemersem.
Všechny tyto odhady pracuj́ı pouze se spektrem matice sousednosti. Hae-

mersovi se podařilo formulovat odhad pomoćı Laplaceovského spektra.

Hypotéza 4.2.1 (Haemers).

τ(G) ≥ µ2

µn − δG
(4.2)

Tato hypotéza je podpořena souborem nerovnost́ı, které úspěšně dokázali
Gu a Haemers v jejich článku [23]. Předt́ım, než přistouṕıme k detailńı prezen-
taci těchto nerovnost́ı, je nezbytné nejprve se seznámit se s nástroji v podobě
matematických tvrzeńı, které jsou kĺıčové k jejich d̊ukazu.

Tvrzeńı 4.2.1. [23] Mějme graf G a disjunktńı množiny X,Y ⊂ V takové, že
mezi těmito množinami neexistuje hrana. Plat́ı

|X||Y |
(n− |X|)(n− |Y |)

≤
(
µn − µ2

µn + µ2

)2
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D̊ukaz. Mějme graf G = (V,E) a k němu př́ısluš́ıćı Laplaceovu matici L
Pro účely tohoto d̊ukazu označme Θ = − 1

2 (µn − µ2). Dále definujme matici

A =

(
0 L+ΘI

L+ΘI 0

)
.

Protože je matice A blokově diagonálńı s bloky na vedleǰśı diagonále, cha-
rakteristický polynom této matice můžeme zapsat ve tvaru

ch(A) = det(λI− (L+ΘI)) · det(λI+ (L+ΘI)) = 0 (4.3)

Nejdř́ıve urč́ıme vlastńı č́ısla matice L+ΘI. Dosazeńım do definice vlastńıho
č́ısla źıskáme

(L+ΘI)v = Lv +ΘI v = µiv +Θv = (µi +Θ)v.

Jistě neńı překvapeńım, že hodnota vlastńıch č́ısel matice L + ΘI záviśı na
hodnotě vlastńıch č́ısel Laplaceovy matice L. Př́ımým dosazeńım do charakte-
ristického polynomu (4.3) pak můžeme určit spektrum matice A

σ(A) =

{
− (µn +Θ), . . . , −(µ1 +Θ), µ1 +Θ, . . . , µn +Θ

}
Množiny X a Y dávaj́ı vznik děleńı matice A s pod́ılovou (kvocientńı) matićı

B =


0 0 Θ 0

0 0 Θ−Θ |X|
n−|Y | Θ |X|

n−|Y |
Θ |Y |

n−|X| Θ−Θ |Y |
n−|X| 0 0

0 Θ 0 0


Vlastńı č́ısla maticeB urč́ıme jako kořeny charakteristického polynomu ch(B)

ξ1 = λ1 = −Θ

ξ2 = −Θ

(
|X||Y |

(n− |X|)(n− |y|)

) 1
2

ξ3 = Θ

(
|X||Y |

(n− |X|)(n− |y|)

) 1
2

ξ4 = λ2n = Θ

Využijeme vlastnosti proplétáńı vlastńıch (viz [24]) č́ısel matic A a B k
źıskáńı horńıho odhadu

Θ2

(
|X||Y |

(n− |X|)(n− |y|)

)
= −ξ2ξ3 ≤ −λ2 λ2n−1 =

(
1

2
(µn − µ2)

)
Tento vztah potvrzuje platnost našeho tvrzeńı.
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Daľśım d̊uležitým tvrzeńım, které budeme potřebovat v řadě d̊ukaz̊u v této
sekci, je spektrálńı odhad pro velikost nezávislé množiny.

Tvrzeńı 4.2.2. [23] Necht’ U je nezávislou množinou grafu G, potom plat́ı

|U | ≤ µn − δ

µn
· n

Podobně, jako lze odhadnout velikost nezávislé množiny, můžeme za splněńı
všech předpoklad̊u formulovat horńı odhad pro velikost vrcholového řezu.

Tvrzeńı 4.2.3. [23] Necht’ S ⊂ V je vrcholový řez grafu G. Necht’ jsou X a Y
disjunktńı podmnožiny V − S takové, že X ∪ Y = V − S a |X| ≤ |Y |, potom
plat́ı

|X| ≤ µn − µ2

2µn
· n (4.4)

a zároveň

|S| ≥ 2µ2

µn − µ2
· |X|. (4.5)

Pro oba tyto vztahy nastává rovnost pouze pokud |X| = |Y |.

Toto je posledńı z řady tvrzeńı potřebných k d̊ukazu správnosti odhad̊u,
které formulovali a dokázali Gu a Haemers ve svém článku [23], a které, jak již
bylo zmı́něno podporuj́ı platnost Haemersovi hypotézy, protože jeho hypotéza
implikuje následuj́ıćı vztahy.

Věta 4.2.1. [23]

τ(G) ≥ µnµ2

n(µn − δ)
, (4.6)

a nav́ıc
τ(G) ≥ µ2

µn − µ2
. (4.7)

Jelikož je každý z těchto odhad̊u založen na jiném principu, představ́ıme
jejich d̊ukazy odděleně. Nejprve se zaměř́ıme na d̊ukaz odhadu (4.6).

D̊ukaz. Mějme graf G a označme S vrcholový řez realizuj́ıćı tuhost τ(G).
Pro d̊ukaz prvńı nerovnosti (4.6) budeme vycházet př́ımo z definice tuhosti

3.1.9. V této definici pracujeme z počtem komponent c(G− S) grafu G− S po
odebráńı vrcholového řezu S.

Zvoĺıme-li libovolně z každé komponenty grafu G− S jeden vrchol, źıskáme
nezávislou množinu o velikosti c(G − S). Podle tvrzeńı 4.2.2 máme k dispozici
odhad velikosti nezávislé množiny, který lze př́ımo aplikovat na definici tuhosti
grafu.
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c(G− S) ≤ µn − δ

µn
· n

Připomeňme vztah mezi algebraickou souvislost́ı a vrcholovým stupněm sou-
vislosti (4.1) dokázaný Fiedlerem. Protože je vrcholový stupeň souvislosti roven
velikosti nejmenš́ı vrcholového řezu grafu G, jistě plat́ı

µ2 ≤ κ(G) ≤ |S|
Dı́ky těmto vztah̊um je d̊ukaz nerovnosti (4.6) triviálńı

τ(G) =
S

c(G− S)
≥ µnµ2

n(µn − δ)
.

Dále budeme pokračovat d̊ukazem platnosti odhadu (4.7).

D̊ukaz. Označme K1, . . . ,Kc jednotlivé komponenty grafu G−S tak, aby platilo
|K1| ≤ |K2| ≤ . . . ≤ |Kc|.

V př́ıpadě, že každá komponenta obsahuje právě jeden vrchol, Haemers a
Gu dokázali platnost Haemersovy hypotézy. Protože Haemersova hypotéza im-
plikuje odhad (4.7), je dokázána i platnost tohoto odhadu.

Předpokládejme že alespoň jedna komponenta obsahuje v́ıce než jeden vr-
chol, tj. že n− |S| ≥ c(G− S) + 1.

V následuj́ıćı části d̊ukazu ukážeme, že komponenty K1, . . . ,Kc lze rozdělit
do dvou množin X a Y tak, aby platilo |Y | ≥ |X| ≥ c/2.

Pokud je c sudé, pak množiny X a Y můžeme definovat jako

X =

⌊c/2⌋⋃
i=1

Ki , Y = (V − S)−X

Pokud je c liché, muśıme uvažovat tyto př́ıpady:

(i) |K(c−1)/2| ≥ 2, množiny X a Y můžeme definovat jako pak

X =

(c−1)/2⋃
i=1

Ki , Y = (V − S)−X

(ii) |K1| = . . . = |K(c−1)/2| = 1. V tomto př́ıpadě můžeme množiny X a Y
definovat jako

X =

(c+1)/2⋃
i=1

Ki , Y = (V − S)−X,

je ale potřeba dokázat, že je zachován náš požadavek na velikost množin
|Y | ≥ |X| ≥ c/2.

Pokud by |K(c+1)/2| = 1, pak by to znamenalo, že
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|X| = c− 1

2
a |Y | = n− |S| − |X| ≥ c+ 1

2
.

V opačném př́ıpadě, tj. pokud |K(c+1)/2| ≥ 2, pro velikost množiny X
plat́ı

|X| = c− 1

2
+ |K(c+1)/2| ≥

c− 1

2
+ 2 >

c

2
.

Dı́ky tomu, že známe počet komponent a že máme informace o jejich
velikosti jsme schopni určit také velikost množiny Y

|Y | =
c∑

i>(c+1)/2

|Ki| ≥ 2 · c− 1

2
= c− 1 ≥ c/2.

A bez újmy na obecnosti můžeme změnit značeńı těchto množin tak, aby
|Y | ≥ |X|.

T́ım jsme dokázali, že pro takové rozděleńı komponent na množiny X a Y
existuje. Zjevně c ≤ 2|X| a podle (4.5) plat́ı

τ(G) =
|S|
c

≥ 2µ2

µn − µ2
· |X|

c
≥ µ2

µn − µ2

Odhady (4.6) a (4.7) jsou neporovnatelné. Tuto skutečnost můžeme ilustro-
vat např. pomoćı Petersenova grafu a jeho doplňku.

Definice 4.2.1. [4] Mějme graf G. Doplněk (nebo také komplement) grafu G
je graf G =

(
V (G), E

)
. Hrana {u, v}, u, v ∈ V (G) je prvkem množiny E, pokud

tato hrana neexistuje v grafu G, tj. {u, v} /∈ E(G).

(a)
Úplný graf

K10

(b)
Petersen̊uv

graf

(c) Doplněk
Petersenova

grafu

Jak pro Petersen̊uv graf (G), tak jeho doplněk (G) známe přesnou hodnotu
tuhosti a dokážeme určit hodnoty všech parametr̊u potřebných k rozhodnut́ı o
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tom, který z odhad̊u (4.6) a (4.7) je nejbĺıže ke skutečné hodnotě tuhosti těchto
graf̊u.

V př́ıpadě Petersenova grafu (µ2 = 2, µn = 5, δ = 3, n = 10) můžeme
odhady uspořádat

µnµ2

n(µn − δ)
<

µ2

µn − µ2
< τ (G) =

4

3
,

zat́ımco pro jeho doplněk (µ2 = 5, µn = 8, δ = 6, n = 10) plat́ı

µ2

µn − µ2
<

µnµ2

n(µn − δ)
< τ

(
G
)
= 3.

I přes to, že tyto odhady obecně nabývaj́ı r̊uzných hodnot, existuj́ı grafy,
pro které jsou tyto odhady shodné, a nav́ıc se shoduj́ı s odhadem, který nám
poskytuje Haemersova hypotéza.

Gu a Haemers ukázali, že pro úplné multipartitńı grafy Kn1,...,nm
, kde

1 < m < n a n1 ≥ . . . ≥ nm jsou odhady (4.2), (4.6) a (4.7) shodné a nav́ıc
přesné, nebot’ µ2 = δ = n − n1 a µn = n. Tuhost pro tento typ graf̊u můžeme
tedy zapsat jako τ(G) = (n− n1)/n1.

Na tuto práci následně navázali Huang, Das a Zhu [25], kterým se podařilo
jednoduše charakterizovat všechny grafy, pro které jsou odhady (4.6) a (4.7)
přesné. Předt́ım, než se podrobněji zaměř́ıme na jejich závěry, je d̊uležité představit
kĺıčová tvrzeńı potřebná pro porozuměńı jejich d̊ukazu.

Tvrzeńı 4.2.4. [25] Necht’ je G neúplný souvislý graf na n vrcholech. Pokud
µG
2 = κ(G), pak pro každý vrcholový řez S velikosti κ(G) je G = G[S]∨ (G−S)

a µ
G[S]
2 ≥ 2κ(G)− n.

Nav́ıc, pokud je G graf tvaru G = G1 ∨ G2, kde G1 je graf na κ(G) vrcholech
s µG1

κ−1 ≥ 2κ(G) − n a G2 je nesouvislý graf na n − κ vrcholech, potom plat́ı
µG
2 = κ(G).

Toto tvrzeńı zřetelně ukazuje, jak struktura grafu ovlivňuje jeho spektrálńı
vlastnosti. Pro daľśı tvrzeńı muśıme nejprve definovat termı́n úzce spjatý se
strukturou graf̊u.

Definice 4.2.2. Nezávislost αG je počet prvk̊u největš́ı nezávislé množiny
grafu G.

Daľśı kĺıčové tvrzeńı poskytuje hranice pro velikost nezávislé množiny v
grafu.

Tvrzeńı 4.2.5. [25] Necht’ je G graf na n vrcholech s alespoň jednou hranou a
necht’ je δG jeho minimálńı stupeň. Potom plat́ı

αG ≤ n(µn − δ)

µn
. (4.8)

Nav́ıc, pokud je I nezávislá množina grafu G taková, že v horńım odhadu
pro nezávislé č́ıslo (4.8) nastává rovnost, potom bipartitńı podgraf G1 ⊂ G
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indukovaný hranami mezi I a V (G) − I je (δ, µG
n − δ)-semiregulárńı, tj. každý

vrchol množiny I má stupeň δ, zat́ımco každý vrchol množiny V (G) − I má
stupeň µG

n − δ v grafu G1.

Následuj́ıćı tvrzeńı nám umožňuje źıskat hodnoty spektra sjednoceńı dvou
graf̊u na základě znalosti jejich řád̊u a jejich individuálńıch spekter.

Tvrzeńı 4.2.6. [25] Necht’ je G graf na n vrcholech a H graf řádu ñ. Vlastńı
č́ısla Laplaceovy matice grafu G ∨H jsou

n+ ñ, µG
n + ñ, . . . , µG

2 + ñ, n+ µH
ñ , . . . , n+ µH

2 , 0.

Dı́ky těmto tvrzeńım můžeme přej́ıt k d̊ukazu věty, která byla představena
v [25], a která nám poskytuje následuj́ıćı charakterizaci graf̊u, pro něž odhady
(4.6) a (4.7) nabývaj́ı svých extrémů.

Věta 4.2.2. [25] Necht’ G je souvislý graf. Potom rovnost v (4.6) a (4.7) plat́ı
právě tehdy, když

G ∼= H ∨ (n− δG)K1,

kde 1 ≤ δG ≤ n− 2 a H je libovolný graf řádu δG s µH
δ−1 ≥ 2δG − n.

Protože dokazujeme platnost této ekvivalence pro dva dolńı odhady tuhosti
τ(G), rozděĺıme tento d̊ukaz na dvě d́ılč́ı části. Začněme d̊ukazem rovnosti pro
dolńı odhad (4.6).

D̊ukaz. Necht’ je G graf a S jeho vrcholový řez, pro který plat́ı τ(G) = |S|/c(G−
S). Dále pro přehlednost tohoto d̊ukazu označme κ = κ(G), δ = δG a c =
c(G− S).

Předpokládejme, že pro daný graf G nabývá odhad (4.6) extrému. Z d̊ukazu
věty 4.2.1 plyne, že pro takový graf G plat́ı

|S| = κ = µG
2 a c(G− S) = α(G) = n

µG
n − δ

µG
n

.

Protože předpokládáme, že µG
2 = κ, podle tvrzeńı 4.2.4, v́ıme, že graf G muśı

mı́t tvar G[S] ∨ (G − S) a d́ıky tomu dále můžeme určit µG
n = n (viz tvrzeńı

4.2.6).
Nav́ıc v́ıme, že vybereme-li libovolně jeden vrchol z každé komponenty grafu

G − S, źıskáme nezávislou množinu I velikosti c = α(G) = n(µG
n − δ)/µG

n =
n − δ. Podle tvrzeńı 4.2.5 hrany mezi takto zvolenou nezávislou množinou I a
množinou V − I indukuj́ı (δ, n− δ)-semiregulárńı bipartitńı graf. Vezmeme-li v
úvahu, že S ⊂ (G− I), můžeme pozorovat, že všechny komponenty grafu G−S
obsahuj́ı právě jeden vrchol a nav́ıc |S| = δ = κ = n− c.

Proto můžeme graf G zapsat jako G = H ∨ (n− δ)K1, kde graf H = G[S] je
řádu δ (1 ≤ δ ≤ n− 2).

Abychom dokázali implikaci v opačném směru, předpokládejme, že máme
graf G = H ∨ (n− δ)K1, kde H je graf řádu δ (1 ≤ δ ≤ n− 2) s µH

δ−1 ≥ 2δ − n.
Snadno dokážeme d́ıky tvrzeńım 4.2.5 a 4.2.6
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τ(G) =
δ

n− δ
=

µG
nµ

G
2

n(µG
n − δ)

Dále dokažme platnost této ekvivalence pro druhý dolńı odhad (4.7).

D̊ukaz. Předpokládejme, že odhad (4.7) nabývá svého extrému pro graf G.
Skutečnost, že všechny komponenty grafu G− S obsahuj́ı právě jeden vrchol, a
tedy plat́ı n− |S| = c, můžeme dokázat sporem.

Pokud by totiž platilo n − |S| ≥ c + 1, podle d̊ukazu věty 4.2.1 bychom
byli schopni komponenty grafu G − S rozdělit do dvou množin X a Y tak, že
|Y | ≥ |X| ≥ c/2. Protože ale předpokládáme rovnost v odhadu (4.7), muśı
platit |X| = c/2, a nav́ıc muśı nastat v odhadu pro velikost vrcholového řezu
(4.5) rovnost, tj.

|S| = 2µG
2 /(µ

G
n − µG

2 ) · |X|.

Tato rovnost podle tvrzeńı 4.2.3 nastane, pokud plat́ı |X| = |Y |, a tedy
n− S = |X|+ |Y | = 2|X| = c, což je spor.

Proto můžeme předpokládanou rovnost v odhadu (4.7) rozepsat jako

τ(G) =
µG
2

µG
n − µG

2

=
|S|
c

=
n− c

c
.

Z tohoto vztahu můžeme dále vyjádřit počet komponent grafu G− S jako

c =
n(µG

n − µG
2 )

µn
. (4.9)

Podle tvrzeńı 4.2.5 plat́ı µG
2 = δ = κ a µG

n = n, a tedy plat́ı i

c ≤ αG ≤ n(µG
n − δ)

µn
(4.10)

Kombinaćı vztah̊u 4.9 a 4.10 źıskáme nerovnost µG
2 ≥ δ ≥ κ a d́ıky tomu, že

v́ıme µG
2 ≤ κ a tedy µG

2 = δ = κ.
Podle tvrzeńı 4.2.4 muśı být graf G spojeńım dvou graf̊u. Dále také plat́ı, že

µG
n a |S| = n− c = κ = δ. A proto může d́ıky tvrzeńı 4.2.4 ř́ıci, že tento graf G

je tvaru G = H ∨ (n− δ)K1, kde H = G[S] je graf řádu delta (1 ≤ δ ≤ n− 2) a
µH
δ−1 ≥ 2δ − n.

Pro d̊ukaz implikace v opačném směru předpokládejme, že máme graf G ∼=
H ∨ (n − δ)K1, kde H je graf řádu δ (1 ≤ δ ≤ n − 2) s µH

δ−1 ≥ 2δ − n. Potom

v́ıme, že µG
2 = δκ, µG

n = n a tedy d̊ukaz rovnosti

τ(G) =
δ

n− δ
=

µG
2

µG
n − µG

2

je triviálńı.
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Gu a Haemers dále na základě výsledk̊u své práce představili zobecněńı
některých známých vět a dále prezentovali aplikace svých výsledk̊u.

V článku [26] autoři dokázali, že pokud pro Laplaceova č́ısla grafu G plat́ı
µ2/µn ≥ 2/3, pak je graf G 2-tuhý. Toto je jedna z vět, které se povedlo zobecnit
pomoćı výše dokázaných odhad̊u.

Věta 4.2.3. [23] Pokud µ2

µn
≥ r

r+1 , potom je graf G r-tuhý.

V této práci jsme několikrát zmı́nili využit́ı existence k-faktoru, pro dokázáńı
jiné vlastnosti grafu. Nyńı, ukážeme jednu z možných aplikaćı výše dokázaných
odhad̊u, a to jako prostředek k stanoveńı spektrálńıch odhad̊u pro existenci
k-faktoru.

Nejdř́ıve se ale zaměřme na existenci [a, b]-faktoru. Graf H je [a, b]-faktorem
grafu G pokud je H faktor a pro všechny jeho vrcholy plat́ı a ≤ dH(v) ≤ b.

Věta 4.2.4. Mějme graf G a dále mějme dána č́ısla a, b ∈ N : a ≤ b taková, že
a < b, nebo b · n je sudé. Pokud plat́ı

µ2

µn
≥ 1− b

a(b+ 1)
,

potom graf G obsahuje [a, b]-faktor.

Důsledek. Necht’ je dáno č́ıslo k takové, že n ≤ k + 1 a k · n je sudé. Pokud

µ2

µn
≥ k

k + 1
,

pak graf G obsahuje k-faktor.

Tento d̊usledek předchoźı větu je zároveň zobecněńım věty, která byla pre-
zentována v článku [27].

Tyto věty tvoř́ı pouze malou ukázku aplikaćı spektrálńıch odhad̊u, které
ilustruj́ı využit́ı spektrálńıch vlastnost́ı graf̊u pro jeho daľśı charakterizaci.
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4.3 Hranová tuhost a spektrum

Hranová tuhost představuje relativně nový koncept, jehož studium je náročné
zejména proto, že namı́sto optimálńıho vrcholového řezu, který hledáme u

”
kla-

sické“ tuhosti, hledáme vhodnou množinu hran a vrchol̊u. V této části bychom
rádi představili naše vlastńı výsledky a navázali tak na výsledky prezentované
v těchto článćıch [15, 23].

Již dř́ıve jsme ukázali, že každá komponenta grafu

G′ = G−X − Y −
c⋃

i=1

inG−X(Ki)

obsahuje alespoň jeden vrchol, který neńı prvkem množiny
⋃c

i=1 bdG−X(Ki).
Množinu všech těchto vrchol̊u jsme označili – A.

Dále připomeňme, že každá cesta v grafu G, která spojuje dva vrcholy z
množiny A obsahuje vrchol z množiny X nebo hranu z množiny Y .

Dokážeme, že existuje vrcholový řez S grafu G, kterým lze nahradit dvojici
(X,Y ) a ukážeme d̊usledky tohoto tvrzeńı.

Odstraňme všechny vrcholy množiny X. Pokud existuj́ı nějaké AA-cesty,
tj. cesty spojuj́ıćı dva r̊uzné vrcholy množiny A, potom jistě obsahuj́ı nějakou
hranu množiny Y . Tyto cesty maj́ı nav́ıc jednu d̊uležitou charakteristiku, co se
týče jejich krajńıch hran. Tyto krajńı hrany jsou vždy určeny jedńım vrcholem z
množiny A a vrcholem, který patř́ı do hranice některé z komponent grafy G(Y ).

Určeme maximálńı možný počet vnitřně disjunktńıch AA-cest.

Q Q

■
a

■
a

Y

Obrázek 4.2: Ilustrace grafu G−X doplňuj́ıćı d̊ukaz tvrzeńı
4.3.1.

(
G′ = Q ∪Q, A = {a, a}

)
Dvě AA-cesty jsou vnitřně disjunktńı, pokud nemaj́ı společný žádný vnitřńı

vrchol, neuvažujeme tedy krajńı vrcholy, které jsou prvky množiny A.
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Protože tyto cesty musej́ı proj́ıt přes dva r̊uzné vrcholy jedné hranice
bdG−X(Kj) lež́ıćı v r̊uzných komponentách grafu G′, maximálńı počet vnitřně
disjunktńıch AA-cest spojuj́ıćı komponenty grafu G′ je

∑c
i=1⌊bdG−X(Ki)/2⌋.

Znalost počtu takto disjunktńıch cest nám umožňuje aplikovat Mengerovu větu.

Věta 4.3.1 (Mengerova věta). [28] Necht’ G je graf a A,B ⊆ V (G). Minimálńı
počet vrchol̊u, které separuj́ı množinu A od B je roven maximálńımu počtu
(vnitřně) disjunktńıch A−B cest v grafu G.

Dı́ky tomu, že jsme dokázali určit počet vnitřně disjunktńıch AA-cest a
následně tak ukázat velikost vrcholového řezu, který by graf G−X rozdělil na
komponenty grafu G′, můžeme formulovat následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.3.1. Necht’ G je souvislý graf a necht’ X ⊆ V (G) a Y ⊂ (G − X)
jsou takové množiny, že

τ ′(G) =
s(X,Y ;G)

c(G−X − Y −
⋃c

i=1 inG−X(Ki))
.

Potom existuje vrcholový řez S velikosti |S| = |X|+
∑c

i=1⌊bdG−X(Qi)/2⌋

Toto tvrzeńı nám umožňuje rozš́ı̌rit horńı odhady (4.6) a (4.7) na hodnoty
hranové tuhosti.

Tvrzeńı 4.3.2.
τ(G) ≥ τ ′(G) ≥ µ2µn

n(µn − δ)
, (4.11)

a zároveň
τ(G) ≥ τ ′(G) ≥ µ2

µn − µ2
. (4.12)

D̊ukaz. Důkaz platnosti odhadu (4.11) vyplývá z definice hranové tuhosti a
z některých skutečnost́ı, které jsme zmı́nili dř́ıve. Dokázali jsme, že existuje
vrcholový řez

|S| = |X|+
c∑

i=1

⌊
bdG−X(Ki)

2

⌋
= s(X,Y ;G).

Stejně jako u klasické tuhosti tedy plat́ı

s(X,Y ;G) ≥ κ ≥ µ2,

a stále můžeme aplikovat odhad pro počet komponent z tvrzeńı 4.2.2. Dostaneme
tedy

τ ′(G) ≥ µ2

µn − µ2

Dokažme také platnost odhadu (4.12).
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D̊ukaz. Mějme graf G a množinu vrchol̊u X ⊂ V a množinu hran Y ⊂ G −X
takové, že

τ ′(G) =
s(X,Y ;G)

c(G−X − Y −
⋃c

i=1 inG−X(Ki)
.

Stejně jako v předchoźım d̊ukazu, využijeme toho, že jsem dokázali existenci
vrcholového řezu

|S| = |X|+
c∑

i=1

⌊
bdG−X(Qi)

2

⌋
= s(X,Y ;G).

Pro komponenty grafu G − S zavedeme značeńı Q1, . . . , Qk tak, aby bylo
splněno |Q1| ≤ . . . ≤ |Qk|. Snadno dokážeme, že existuje komponenta v grafu
G−S, která obsahuje alespoň dva vrcholy. Protože z každé hranice bdG−X(Ki), i =
1, . . . , c odstrańıme maximálně polovinu vrchol̊u a každý hraničńı vrchol kom-
ponenty Ki grafy G(Y ) muśı mı́t souseda, který neńı prvkem komponenty Ki,
plat́ı n− |S| ≥ c(G− S) + 1.

Stejně jako v d̊ukazu platnosti nerovnosti (4.7) jsme schopńı naj́ıt disjunktńı
rozklad množiny V − S na množiny X1 a X2 tak, že |X2| ≥ |X1| ≥ c(G− S)/2.

Dı́ky tomu můžeme použ́ıt vztah (4.5) abychom źıskali následuj́ıćı odhad.

τ ′(G) =
|S|

c(G−X − Y −
⋃c

i=1 inG−X(Ki)
≥ 2µ2

µn − µ2
· |X1|
c(G− S)

≥ µ2

µn − µ2

Platnost těchto odhad̊u nás vede k zobecněńı Haemersovy hypotézy.

Hypotéza 4.3.1 (Zobecněńı Haemersovy hypotézy).

τ(G) ≥ τ ′(G) ≥ µ2

µn − δG
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Závěr

V této práci jsme se věnovali spektrálńım vlastnostem graf̊u, kĺıčovému aspektu
teorie graf̊u, který nacháźı široké uplatněńı v mnoha vědeckých a technických
oborech. Hlavńım ćılem bylo poskytnout shrnut́ı známých výsledk̊u z oblasti
spektrálńı teorie matic a graf̊u a zároveň nab́ıdnout hluboký náhled na vztahy
mezi spektrálńımi charakteristikami a strukturálńımi vlastnostmi graf̊u.

Důležitým výsledkem této práce je d̊ukaz toho, že spektrálńı odhady prezen-
tované Gu a Haemersem [23] jsou aplikovatelné i na hranovou souvislost graf̊u

Pro budoućı výzkum by bylo zaj́ımavé dále rozv́ıjet analýzu extremálńıch
př́ıpad̊u těchto spektrálńıch odhad̊u a jejich aplikaćım.
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