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Abstract

Al-Khwarizmi’s books Al-Kitab al-mukhtasar fi hisab al-jabr wa-I-muqabal (The Book of
Aljabr and Almuqabala) and Al-Kitab al-jam wa-t-tafrig bi-hisab al-Hind (a source for Dixit
Algorizmi) form the origin of the mathematics of calculations, i.e. arithmetic and algebra.

The first Czech translation of these books with the commentary by Petr Vopénka was pub-

lished in 2008. The 2nd edition (2009), involves the three new additional texts. The purpose

of this contribution is an introduction to these source books with stressing out origins of Ara-

bic mathematics of calculations and the border lines between the Indian and Greek mathe-

matics. The paper deals with also some philosophical and methodical aspects of them.

Keywords: al-Kwarizmi, source texts of the mathematics, arithmetic, algebra, Arabic math-
ematics of the 9th century.

Klicova slova: al-Chvdrizmi, pramenné texty matematiky, aritmetika, algebra, arabska ma-
tematika 9. stoleti.

1. Uvod
1.1 Zrod kalkulu

Starovéka egyptska civilizace znala desitkovou soustavu — pro kazdou mocninu desitky
az do deseti miliond méla zvlastni znak. Stafi Sumerové a Babylonané propojili Sestkovou
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soustavu s desitkovou a poditali v Sedesatkové Ciselné soustaveé. Jesté v 5. stoleti pouzi-
val indicky matematik Arjabhatta slozité oznacovani Cisel pomoci slabik sanskrtu. Indie
pritom pracovala s desitkovou Ciselnou soustavou. Ke zrodu aritmetického kalkulu s de-
sitkovou pozicni Ciselnou soustavou dochazi patrné na zacatku 7. stoleti v Indii, pfesna
datace ale neni nikde dochovana. Najednou se misto zvlastniho vysadniho znaku pro
desitku zacaly objevovat znaky dva. Z pdvodnich zdstaly zachovany jen znaky oznacu-
jici ¢isla mensi neZ deset a zavedla se tecka, pozdéji krouzek pro prazdné misto. Oproti
nepozic¢nim soustavam se tak potencialné otevira cesta k nasobeni a predevsim déleni
libovolné velkych cisel.! Tuto moznost vsak okryl a vyuzil az Abu Abdalldh Muhammad
ibn MUsa al-Chvarizmi al Madzusi, zkracené jen al-Chvarizmi, zijici na konci 8. a v prvni
poloviné 9. stoleti.

1.2 Pfinos al-Chvarizmiho traktatd Evropé

V dobé 7. stoleti zacina vzkvétat muslimska fise, sidelnim méstem se stava staropersky
Damasek a dochazi k prvnimu prolinani kultur — vladnouci dynastie Abbasovc0 se totiz
kromé Arabd ve své fisi opirala i o PerSany, ktefi pfijali islam. Dochazi tak k dalSimu sté-
hovanisidelniho mésta do Baghdadu. Vliv Persie znamenal i zdjem o védu a vzdélani. Cha-
lif al-Mamun, kracejici ve stopach svého otce, chalifa Haruna ar-Rasida, zde zfidil DOm
moudrosti (Bajt al-hikma), kde se soustredila vétsina islamskych ucencd. Hlavni naplini
prace bylo soustfedovani, opisovani a prekladani do arabstiny spisd jak antické filosofie
(a tedy i védy), tak také prolinani s vlivy indickymi. K antickym spisdm se al-Mamun do-
staval pres Cafihrad nebo ze syrskych &i perskych dfivéjsich prekladd, ke spisdm indic-
kym prevazné ze zdrojd perskych.

Islémska vzdélanost se viak obracela pievazné ke kofenim antického Recka,
indickou védu nedocenovala. Proto al-Chvarizmi se svym badanim v oblasti indické ma-
tematiky a astronomie nepatfil mezi nejprominentnéjsi. Ve své dobé je znam prevazné
pro své astronomické vypocty a konstrukci astrolabu. Fakt, Ze v jejich pozadi stoji ma-
tematické zkoumani, byl tehdy opomijen. Cas viak ukazal, Ze jeho hlavnimi spisy byly
tehdy nedocenéné traktaty, kterymi se zaslouzil o pozdéjsi vyvoj evropské matematiky
avzdélanosti. Dnes jsou tyto spisy znamy jako Algebraicky traktdt a Aritmeticky traktat.

Poznamenejme, ze v téze dobé, kdy pise al-Chvarizmi sva pojednani, pdsobi
v Domé moudrosti také prvni prekladatel Eukleidovych Zakladd Ibn Jusuf ibn Matar al-
Hajjaj (al-Hadzdzadz) a jejich komentator al-cAbbas ibn Sacid al-Dzauhari.? | o téchto

1) O tom, Ze dalsi aritmetické operace jako umocriovani, odmocriovani libovolnych Cisel
¢i bohata prace se zlomky bez desitkové soustavy je nesmirné narocnd, prakticky nepro-
veditelnd, prdce, se jiz neni nutné pfilis rozepisovat, zvldsté uvédomime-li si $ifi spojeni
wprace s libovolné velkymi (¢i malymi) Cisly”.

2) Viz SISMA, Pavel, 2001, 156 & BECVAROVA, Martina, 2002, 40.
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pracech al-Chvarizmi témér jisté védél, ale v textech se na Eukleida (ani na indického
ucence Brahmaguptu) pfimo neodkazuje, Zdklady pouze ve svych pracich pouziva.

1.3 Jazyk jako predmét filosofického zkoumani
Ke zkoumani filosofického pozadi matematiky Ize pfistupovat z rdznych pozic. Vedle sle-
dovani urcitych jednoticich myslenek, zrcadleni filosofického podlozi a komparace urci-
tého historického obdobi filosofie a matematiky se mizeme zaméfit rovnéz na sledovani
filosofie a déjin matematiky z hlediska vyvoje jazyka. BEéhem vyvoje rdznych matema-
tickych disciplin se totiz vedle novych poznatkd pomérné vyznamnym zpdsobem pro-
ménuje i jazyk, kterym jsou tyto poznatky sdélovany, formulovany a dokazovany. Podle
Ladislava Kvasze Casto urcity vyznamny matematicky objev byl mozny teprve az zmé-
nou syntaxe nebo sémantiky jazyka matematiky.
Ladislav Kvasz v (KVASZ, Ladislav, 2008) drzi nasledujicich Sest aspektd
jazyka matematiky:

logickd sila, ktera ukazuje, nakolik slozité formule Ize vdaném jazyce dokazat;

expresivni sila, ktera ukazuje, co nového, co v predeslych stadiich nebylo
mozné vyjadrit, nyni jazyk vyjadrit dovede;

explanatoricka sila, ktera ukazuje, jak novy jazyk umoznuje vysvétlit selhani
jazyka, kterd byla v predeslém stadiu nepochopitelng;

integrativni sila, kterd ukazuje, jak novy jazyk dovoluje vidét jednotu a pora-
dek tam, kde se na bazi predeslého jazyka ukazovaly pouze nesouvislé, ba
az nahodilé, pfipady;

logické meze, které pfinaseji necekana a prekvapiva ohranic¢eni moznostino-
vého jazyka, omezeni jeho schopnosti fesit urcité problémy, anebo odpovi-
dat na jisté otazky;

expresivni meze, které se projevuji tim, ze i kdyz se prisné dodrzuji syntak-
tickd pravidla, v jazyce se zacinaji objevovat nesmysIné vyrazy.

Vyvoj jazyka spociva v nardstu logické a expresivnisily, protoze jazyk umoziiuje dokazo-
vat stale vice tvrzeni a popisovat stale bohatsi oblast jevd. Postupné nardsta i jeho ex-
planatoricka a integrativnisila, nebot jazyk umozZznuje stale hlubsi porozuméni svym me-
todam a poskytuje tak ucelenéjsi a jednotnéjsi pohled na svdj predmét. Al-Chvarizmiho
traktaty nam slouzijako dil¢i doklad tohoto vyvoje v pfechodu od jazyka geometrie k ja-
zyku algebry a aritmetiky.
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1.4 Metodologicka poznamka

Metodicky jsou oba al-Chvarizmiho traktaty psany tak, aby téma bylo vylozeno nejprve
velmi stru¢né v obecném pojednani. Nasleduje nékolik ndzornych prikladd, které se snazi
postihnout vSechny pripady, které mohou nastat. Samy priklady v Aritmetickém traktdtu
vlastné popisuji algoritmus, jak pocitat. Vzdy postupuje nazorné, od jednodussiho ke
slozitéjsimu. O metodé, kterou al-Chvarizmi otevird novy svét matematiky kalkulaci, se
mUzeme podrobnéji docist v (KNUTH, Donald E. (1980)). V pfipadé Algebraického trak-
tdtu jsou priklady dokreslujici a dokladajici obecnou metodu, ne vsak tak ddsledné jako
v piipadé Aritmetického traktatu. Nelze si ale nevsimnout, ze povahou se jednd o deduk-

tivni metodu Eukleidovych Zdkladd.
2. Aritmeticky traktat

2.1Uvod
Al-Chvarizmiho Aritmeticky traktat je arabskym uvedenim do svéta indického poditani
s Cisly nejvétsimi, ale i nejmensimi, jak se uvadi v preambuli. Jde vSak o Cisla, ktera ac se
zdajina prvni pohled do té doby dostupnymi prostfedky neuchopitelnd, se mohou ukazovat
ve vsech svych plnostech. Jako zdanlivé nedostupna mohou vyvstavat pred obzorem jako
redlné jsouci. Cilem traktatu je ukazat, jak tato velka (nebo velmimald) &isla pojmout a pra-
covat s nimi i v praktickém zivoté. Vnitfnim cilem je ale i uskutecnit k témto ¢islim pout,
pIné prozitou a pIlné vnimatelnou. Cesta, ktera je ,hmatatelnou” stopou po této pouti, re-
siduum, predstavuje pocitani ve dvou Ciselnych pozi¢nich soustavach, desitkové (pro ¢isla
kladna celd) a Sedesatkové (pro zlomky). Pro Evropu se ale rovnéz jedna o ucebnici aritme-
tického kalkulu v téchto Ciselnych soustavach, jejichz zarodky byly v Mezopotamii® dlouho
zakorenéné, presto se prisvém psani autor odvolava vyhradné na Indy. Vrcholem traktatu
je pocitani se zlomky o libovolném zakladé (nejspise vlastni al-Chvarizmiho prace).
POvodni arabsky text se nedochoval a neni ani znam jeho vlastni nazev.*
Vychéazime proto z latinského textu ¢asto oznacovaného jako Algoritmi de numero In-
dorum (uvadéno téz jako Kniha o indickém pocitani). Nejedna se vsak o presny preklad,
ale spise o vyklad al-Chvarizmiho pocinu soudobymi prostfedky (pouzivani fimskych
&islic, chybéjici arabské figury i vlastni vypocty). Ceska vydani AL CHVARIZMI (2008)

3) Viz BECVAR, Jindfich, BECVAROVA, Martina, VYMAZALOVA, Hana, 2003, 207-218.
Al-Chvarizmipracoval na svych traktatech v Bagdadu v Domé moudrosti (Bajt al hikma) na
dvore chdlifa al Mamdna — srv. VOPENKA, Petr, 2009, 20 nebo SISMA, Pavel, 2001, 156.
4) Al-Chvarizmiho arabsky psany spis se patrné jmenoval al-Kitab al-dzam ¢ wa-I-tafri-
gh bi-hisab al-Hind, tj. Kniha o s¢itani a odcitani podle indického poctu — viz CRISTAN-
NUS DE PRACHATICZ, 1999, X.
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a AL-CHVARIZMI (2009) jsou pofizena prekladem z rustiny. Uzbecké vydani v rustiné
vzniklo prekladem z latiny na zakladé rukopisu ulozeného v knihovné University of Cam-
bridge.’ Dodejme je5t&, Ze oproti prvnimu ¢eskému vydani (AL CHVARIZMI (2008)), které
obsahuje komentéF a pFeklad latinského textu, je do druhého vydani (AL-CHVARIZMI
(2009)) mimo jiné zarazen i pokus o rekonstrukci pdvodniho arabského textu (BENEDIK-
TOVA VETROVCOVA (2009)).

Poznamenejme (a pfipomenme), Ze Aritmeticky traktdt stoji na pocatku te-
orie algoritmu. Koneckoncd i vlastni slovo algoritmus pochazi z latinizované podoby al-
Chvarizmiho jména Algorizmi — Uvodni pasaze traktatu latinského vydani totiz zacinaji
slovy , Dixit Algorizmi” — Algorizmi pravil.

Stejné jako Eukleidovy Zdklady stoji na pocatku geometrie a deduktivni me-
tody, jeial-Chvarizmiho Aritmeticky traktat dalSim pramennym textem zakladd evropské
vzdélanosti, ktery spolecné s Algebraickym traktdatem prines| Evropé symbolické pocitani.

2.2 Cteni Aritmetického traktatu

Jak je uvedeno v (VOPENKA, Petr, 2009), Indové uméli bravurné poitat s velkymi &isly.

Al-Chvarizmiho to natolik zaujalo, Ze chtél vstoupit do tohoto svéta a svym pojednanim

je tak zprostredkovat i ostatnimu (rozuméjme arabskému) svétu.® Postupuje pfitom sys-

tematicky a nazorné tak, aby vse, o cem pise, mél jiz nalezité odhalené.
Al-Chvarizminejprve predstavivychodoarabskou i zapadoarabskou podobu ¢islic.

Aby ale islice nebyly pouhymi symboly pro nic, hleda podstatu Cisel, kterou opira o &islo jedna.

2.2.1 Ontologicky status jedna a ¢isla

Musime si uvédomit, Ze obzvlasté pro aritmetiku je dUlezité si ujasnit, co je jednotka,
co je Cislo. ,Pro zkoumani ze vSeho nejobtiznéjsi a pro poznani pravdy nejnaléhavéjsi je
otazka, zda jsoucno a jedno jsou podstatami véci, zda kazdé z nich, aniz je néc¢im jinym,
je jednak jednim, jednak jsoucnem, ¢izda je tfeba dale zkoumat, co je jsoucno a jedno, ne-
maji-li podmétem jinou podstatu.”” Ontologicky status jednotky al-Chvarizmi velice pec-
livé uchopuje a snazi se jednotku ukotvit:

5) Srovnani tohoto vydani a pozdéjsich al-Chvdrizmimu podobnych traktatd Algorithmi
de numero indium a Liber Algorismi de pratica arismetrice, vydanych souhrnné v Rimé
roku 1857, najdeme v KARPINSKI, Louis C., 1921.

6) ,Prakticky kazda vyspélejsi civilizace si vytvofila vlastni ¢iselny systém, ktery
umozrioval prevést dlohu pocitani na dlohu manipulace s Ciselnymi znaky.” KVASZ,
Ladislav, 2008, 18.

7) Metaphysica B 4 1001a5. Citovdno dle ARISTOTELES, 2003, 93. Srov. ,jsouci a jedno
jsou slova, kterd se navzdjem provdzeji a maji spole¢né vyznamové osudy” — PATOCKA,
Jan, 1994, 69.
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.Kazdé lislo je slozené z jednotek. [...] Jednotka je zaklad kazdého Cisla a lezi
vné Cisel. [...] Ona urcuje kazdé Cislo. Vné Cisel je proto, ze je ur¢ena sama sebou. [...]
Ostatni Cisla se bez jednotky nemohou vyskytovat. [...] Tedy Cislo neni nic jiného, nez
soubor jednotek.”®

Tomu rozuméjme i tak, Ze jednotka jako jediné Cislo ma smysl sama o sobé,
nepotrebuje nic vic dodat, aby mohla byt, nevyzaduje ontologické dourceni ,¢eho po-
¢et”. Jednotka ma v sobé jistotu, protoZe o ni Ize fici, Ze pokud je, tak je nutné. Cislo
jedna (z dnesniho pohledu) pro néj tedy jesté neni plnohodnotnym ¢islem.? Al-Chva-
rizmi tak zastava pozici nastolenou feckou matematiku, pro kterou jedna jesté Cislem
jako poctem neni. !

Eukleides totiz v Zdkladech tika:"" ,Jednotka jest, dle niz kazdé véci se Fika
jedna. Cislo pak jest mnozstvi slozené z jednotek.” Tradice Fecka prameni z ndzord Em-
pedokleovych, ,ktery Fika, Ze jedno jest”.’> Na to navazuje Aristotelés: nebylo-li by Cislo
podstatou, ani ¢islo nemUze byt druhem podstatnosti, odlou¢enou od véci. ,Nebot Cislo
je zjednotek, jednotka vsak je tolik co jedno.” ¥ Podle Jana Patocky se mame na Aristo-
telovy protiklady divat nejen na byti — nebyti, ale i na jednotu — mnohost.™

Stredovéka Evropa s ustavenim Cisla jeSté stale zastava feckou tradici. Ani
pro Isidora ze Sevilly jesté jednotka neni Cislem:"

,Cislo je mnoZstvi vytvorené z jednotek; nebot zdrodkem ¢&isla je jednotka, nikoli
&islo. Cislu (numerus) dal nazev nummus (peniz) a toto slovo se zavedlo jeho ¢astym uZiva-
nim.” Pfipomerime, co je pfitom predmétem matematiky: abstraktni mnozstvi, tj. to, o ¢em
»pojednavame pouhym uvazovanim, oddélujice je rozumem od latky &i jinych pripadkd”.'s

U KFistana z Prachatic Ize vystopovat drobny sémanticky posun:"’

8) Viz AL-CHVARIZMI, 2009, 112.

9) Ackoli déla al-Chvarizmi velky rozdil mezi podstatou jednotky a cisla, dovolime si psat
o jednotce jako o Cislu, protoZe pfi zapisu pomoci Cislic a vlastnim pocitani's ni jako s &is-
lem pracuje. Podle Ladislava Kvasze (KVASZ, Ladislav, 2008, 17) ma matematika sama
tendenci svij jazyk dodatecné vylepsovat a rozsifovat a (dnes) za zakladni ¢iselny obor
bere komplexni ¢isla v jeho plnosti.

10) Viz Servitova pozndmka (SERVIT, Frantisek, 1907, 103) doprovdzejici vyméry VII. knihy
Eukleidovych Zakladd).

11) Viz SERVIT, Frantisek, 1907, 103.

12) Metaphysica B 4 1001al4. Citovano dle ARISTOTELES, 2003, 93.

13) Metaphysica B 4 1001a24. Citovano dle ARISTOTELES, 2003, 93-94.

14) Viz PATOCKA, Jan, 1994, 71.

15) Viz ISIDOR ZE SEVILLY, 2000, 283.

16) Viz ISIDOR ZE SEVILLY, 2000, 281.

17) Viz CRISTANNUS DE PRACHATICZ, 1999, 17.
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.Cislo neni nic jiného nez shromazdéné jednotky (tato definice chdpand ma-
teridlné znamend souhrn jednotek, avsak chdpana formalné znamend mnozstvi slozené
z jednotek). Jednotka (totiz ona sama) viak (ale) je to, ¢im se o kazdé véci vypovida (t.
o jakékoliv pfirozené véci Ci o véci ji podobné), ze je (totiz formalné) jedna (t). jedinecna).”

Dodejme jesté, ze ohledné ustanoveni jednotky se al-Chvarizmi odvolava na
svUj drivéjsi Algebraicky traktdt, nicéné zde je s vykladem preciznéjsi.

Cisla, ktera nasleduji, jsou vyéislovana potencidlné do nekonecna. Nekoneé-
nost Cisel v potenci al-Chvarizmi uvazoval a nebal se ji. Zachazeni s Cisly pomoci pozicni
desitkové soustavy, prevzaté od Indd, se jevilo v té dobé jako revolucni. Nula jako Cislo
neni uvazovana vibec. Pro vyjadreni nuly v pozi¢nim systému uziva symbol krouzku.
Postaveni, které ma jednotka, se nule jesté zdaleka nedostava. Naopak z dnesniho po-
hledu jsou nulaijednotka z hlediska aritmetiky rovnocenné vyznamnymi entitami—jsou
to konstanty algebraického kalkulu.'®

2.2.2 Syntax a sémantika cisla

Pro Cteni Aritmetického traktatu je nutné si uvédomit, jakym zpUsobem jsou zde Cisla vy-
jadFovana. Cislo ma jednak svou syntaktickou podobu, znak, ale i svdj vyznam, séman-
tiku. Tu v textu vidime jako slovni zapis ¢isla. Sémantika ¢isla znamend skutecny pocet
(véci) ve svété jsouci. Skutecnost, jak to s Cislem ve svété vlastné je. Takze Aritmeticky
traktdt, ackoli by se na prvni pohled dnesnima o¢ima mohlo zdat, ze je trividlni pfiruckou
kalkulu, ktery obsahne zak prvnich péti ro¢nikd povinné skolni dochazky, je vlastné uve-
denim do svéta, kde Ize najednou velka (a zaroven na druhou stranu velmi mala (kladna,
nule blizka)) Cisla i vidét.

Al-Chvarizmiho prevzaty zapis pozi¢né sledoval sémantiku cisel (kolik jedno-
tek, desitek, tisicd, desitek tisicy, stovek tisicy, tisicd tisicy, ..., tisicU tisicd tisicg, ...). PFi
Cteni prekladu latinského textu psaného pomoci fimskych Cisel nam pripada, Ze se smé-
Suje psani Cisel s jejich vykladem. V plvodnim textu nejspis tyto (fimské, ale anijiné) Cis-
lice nebyly, protoZze se nejprve pojednava o zavedeni pojmd jednotlivych Cisel (séman-
tika), a teprve poté jde o psani ¢isel pomoci znakd (syntax). Rimska &isla/€islice jsou tedy
zde (podobné jako v jinych stfedovékych textech) zkratkou pro slovni zapis Cisel, ktery
s velkou pravdépodobnosti byl v arabském originale. V textu se vedle toho vyskytuji misty
i indo-arabska Cisla. Ne vSak viude, kde v pdvodnim textu zfejmé byla. Tam, kde byl za-
pis syntaxe pomoci indo-arabskych Cisel pro prekladatele z arabstiny do latiny pfilis na-
ro¢ny, neni totiz v latinském textu uvedeno nic.

18) Petr Vopénka dokonce uvadi popis arabského algebraického kalkulu (pouze s kon-
stantou ), ktery upravuje na indicky (algebraicky kalkul) pfiddnim konstant a . — VOPEN-
KA, Petr, 2009, 65-76.
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2.2.3 Zapisovani Cisel

Al-Chvarizmi pfebird od Indd devét znakd pro jednicku a Cisla do deviti, a navic jesté de-
saty znak pro vyjadreni prazdné pozice (fadu) ma krouzek. Prostfednictvim zapisu do po-
zi¢ni desitkové soustavy, ktery se dodnes uci na zac¢atku vyuky matematiky, mohl uchopit
velka cisla velmi rychle a snadno. Na rozdil od dnesni zvyklosti ¢isla psal zprava doleva.
Konkrétné zapis je velmi efektivni zkratkou za vyjadreni jednotek, desitky a stovky (ve
stejném smyslu jako jablek, hrusky a Svestky). ZpUsob zapisovani Cisel je uzavien séman-
tikou radd v prikladu zapisu cisla ." Tento priklad je zdanlivé temny, ale zfetelné podan
proto, aby bylo vidét, ze i takto velka Cisla jsou pred obzorem a neni problém je uchopit
jako jsouci, nejen jako syntaktickou zkratku néceho, co si nelze predstavit. Zamérem al-
Chvérizmiho tedy bylo uchopit a mit moznost pracovat s do té doby nemyslitelnymi vel-
kymi isly jako s &isly béZznymi. Ustavenim desitkové pozi¢ni soustavy u al-Chvarizmiho
je vyjadrena podle Ladislava Kvasze expresivni sila jazyka.?® Algoritmy, které nasleduji,
predznamenavaji pisemné pocitani, které nejspise Indové provadéli zpaméti.

2.2.4 S¢itani a odcitani velkych Cisel

Nasleduje pojednani o tom, jak velka ¢isla scitat a hlavné od¢itat — dnednimi slovy tedy
pisemné sCitat a odditat. Pisemné scitani se al-Chvarizmimu jevilo jako neproblematic-
ké.?! Uvadi pouze obecné pouceni, priklady na rozdil od metody od¢itani neuvadi. U vy-
béru pfikladd pro odcitani se vsak zastavme, zda se byt pozoruhodny:

Nejprve odecita polovinu ¢isla, jehoz vSechny fady jsou sudé:
6422
-3211
3211
Je zfejmé, ze umét udélat polovinu, bylo pro tehdejsi svét velmi ddlezité. Navic je zde
skryty fakt (dnesni symbolikou)

J1_1
1-3%3

Tato polovina je pfitom idealni, dosazena vsak nikoliv konstrukci, ale Cistym kalkulem.
Druhy ptiklad doklada, jak pozice v zapisu funguji. Dnesni symbolikou 1144 - 144 =1000.

19) AL-CHVARIZMI, 2009, 117-118.

20) KVASZ, Ladislav, 2008, 20.

21) Poznamenejme, Ze Kristan z Prachatic uz ddsledné pricita mensi Cislo k vétsimu, pro-
toZe je to podle jeho komentdre snazsi. Pri scitani kombinuje pamétné scitdni jednotek se
s¢itanim psanym. V komentari se k tomu docteme: , Scitani je tedy jakdsi dusevni ¢innost
a existuje v dusi subjektivné a v Cisle objektivné, a proto je Cislo subjekt Cisla a objekt
duse.”— CRISTANNUS DE PRACHATICZ, 1999, 35.
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Pro nazornost a porozuménijsou dnesnimu ¢tenafizapisy pomoci Cislic v de-
sitkové pozicni soustavé nezbytnosti. Nebylo to vSak samoziejmosti. Treti priklad totiz
v prekladu latinského textu chybi, jednalo se zfejmé o od¢itani's prechodem pres desitku.
Petr Vopénka v komentafi uvadi 952 - 874 = 78.

Podobny priklad zfejmé vsak soudasti traktatu byl.

Nez se pustime dal, je nutno si uvédomit, Ze metoda s¢itani a odcitani se zde
sice vyklada na bézné uzivanych cislech, presto ji Ize aplikovat pro libovolné velka Cisla
(napriklad presné vycisleni hrubého domaciho produktu do jedné koruny jakoZzto sou-
Cet penéznich hodnot vsech ekonomickych statkd a sluzeb vytvorenych za dané obdobi
na Uzemi Ceské republiky). To se oviem na Urovni primarniho vzdélani neéini, Zacito ne-
provadéji z dGvodi casové narocnosti. Odpovéd je pragmaticka — nepotrebuji to, ,na to
prece mame pocitace”.

2.2.5 Pdleni a zdvojeni ¢isla
Text pokracuje pdlenim a zdvojenim Cisla. Pfedpoklada se pfitom znalost pdleni sudého
Cisla (rozpOleni osmi, Sesti, ¢tyt a dvou). Pfipdlenilichého Cisla se déli nejblizsi nizsi sudé
Cislo a jednotka se pllina % (tj. 30 minut). Al-Chvarizmi se pfimo vénuje az pileni Cisel
vétsich nez, pricemz déleni fadu fesi pomoci krouzku a ¢isla pét.

Dvojndsobek Cisla provadime od vyssiho fadu k nizsimu. Aby byla metoda ko-
rektni, pak pfi prekroceni desiti musime povysit predchozi (tj. vyssi) fad o jedna.

2.2.6 Nasobeni libovolnych ¢isel

Po dvojnasobku nasleduje pouceni o ndsobeni libovolnych ¢isel, ¢imz se rozsituje pojed-
naniz Algebraického traktatu (viz dale). Zde je vSak popsan postup, jak (pisemné) nasobit
v desitkové pozi¢ni soustavé od vyssich fadd k nizsim (priklad ma 2326 - 214 = 497 764).
Abychom byli vice pfesvédceni o spravnosti postupu (nikoli o pravdivosti nazoru), uvadi
al-Chvarizmi tzv. devitkovou zkousku.*

2.2.7 Déleni velkych &isel

Al-Chvarizmidodava i algoritmus pro déleni (v oboru kladnych pfirozenych Cisel). V latin-
ském textu, ktery je zdrojem pro ¢eské vydani (AL CHVARIZMI, 2008), je viak velmi leda-
bylé. Obsahuje pouze obecny popis, priklady se pfekladem z arabstiny do latiny nejspis
ztratily. Proto v druhém vydani (AL-CHVARIZMI, 2009) je déleni rozvedeno do algorit-
mické podoby tak, aby bylo v souladu se zpisobem algoritmd, ktery dosud al-Chvarizmi
uzival.® V (AL-CHOREZMI, 1983, 165-167) je k déleni i dalSi komentar.

22) Srv. VOPENKA, Petr, 2009, 34 a AL-CHVARIZMI, 2009, 124-125.
23) Viz BENEDIKTOVA VETROVCOVA, Marie, 2009, 97-102.
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2.2.8 Zlomky

Pokud se al-Chvérizmi vénuje zlomkdm, je si sice védom, Ze mohou mit rizné zaklady,
presto zacina nejprve tzv. indickymi, tj. $edesatinami. Cini tak zfejmé i z tradice mezo-
potamské. Je si zaroven védom potencialné nekonecného mnozstvi zlomks ve smyslu re-
ciprocity potencialné nekone¢ného mnozstvi ¢isel (kladnych pfirozenych). Zlomkdm
o jinych zakladech, které v Uvodu k pocitani se zlomky pfedznamenava, se vénuje v za-
véru svého pojednani.

Se zlomky zaloZenymi na Sedesdti zachazi stejné elegantné jako s Cisly klad-
nymi ptirozenymi. Z dnesniho pohledu s nimi zachazi zpdsobem, jakym se vyucuje prace
s Uhlovou mirou. Pouziva pro to Sedesatkovou soustavu zapisovanou pomoci ¢isel vyjad-
fenych v desitkové pozi¢ni soustavé. Jednotlivé fady nasledujici jednotky smérem k niz-
sim pak jsou minuty, sekundy, tercie, kvarty, kvinty, sexty, atd.

Samotné pocitani se zZlomky predstavuje nasobeni a déleni. Al-Chvarizmi nej-
prve nasobi zlomky celym ¢islem (stupném), pak nasleduje nasobeni zlomkd (vlastnich
i nevlastnich) mezi sebou. Podobné jako s velkymi ¢isly je potfeba i zde davat pozor na
rady a pro prazdny rad uzivat krouzek. Vzhledem k tomu, Ze na zavér nasobeni al-Chva-
rizmi poznamenava, ze znai jiny zpdsob, jak nasobenizlomkd provadét, nebyl tento zp0-
sob bud'tak efektivni, nebo akceptovatelny, jako ten, ktery popsal, tj. postup, ktery po-
uzivali Indové pfi svém pocitani. Pfi déleni Cisel, z nichZ jedno je necelé, je dilezité umét
prevadét isla do stejnych fadd (az na Uroven toho nejnizsiho).

Teprve az po nasobeni a déleni provadi s¢itani, od¢itani a zdvojeni cisel -

Aritmeticky traktdt je v ¢eském vydani (AL CHVARIZMI, 2008) i (AL-CHVA-
RIZMI, 2009) uzavien praci se zlomky o jinych zdkladech.

Slibované pojednani o odmocriovani chybi. Mozna ani soucasti pdvodniho
textu nebylo, protoZe bylo odvoditelné z algebry a almukabaly (obsazenych v Algebraic-
kém traktatu). Pozdéjsi aritmetické traktaty ho ale bézné uvadély.>

2.3 Jazyk Aritmetického traktatu

Jazyk Aritmetického traktdtu je stale jeSté neexplanatoricky, neumoznuje vyjadfit vSeo-
becnost a neni v ném mozné vysvétlovat, pouze ukazovat. To, ¢im je Aritmeticky trak-
tdt pro svou dobu prelomovy, je ale zména v integrativni sile jeho jazyka.* Nejedna se uz
o pouhy souhrn Uloh nejrdznéjsi povahy bez jednoticiho prvku jako u egyptské ¢i mezo-
potamské matematiky,?® ale o prvni ¢rty vysvétleni matematické podstaty problému.

24) Srv. CRIASTANNUS DE PRACHATICZ, 1999, 98-125; zde nikoli ve tvaru vypoctu Ci
algoritmu, ale pouze se slovnim popisem.

25) Srv. KVASZ, Ladislav, 2008, 21.

26) Pfiklady viz BECVAR, Jindfich, BECVAROVA, Martina, VYMAZALOVA, Hana, 2003.
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2.4 Aritmeticky traktat jako kosmologicky spis

KarlR. Popper ptisuzuje Eukleidovym Zdkladdm povahu kosmologického spisu.?” Své tvr-
zeni zakldda na presvédceni, ze Eukleidovy Zdklady nejsou ucebnici geometrie, ale sys-
tematicky (deduktivni metodou zalozenou v nazoru geometrie) fesi hlavni problémy Pla-
ténovy kosmologie obsazené v Timaiu. Vrcholem obou spisd jsou vlastnosti pravidelnych
mnohostény, tzv. platénskych téles. V Timaiu se jedna o vlastnosti kosmologické, v Zd-
kladech o vlastnosti geometrické. Navic Karl R. Popper své tvrzeni opird i o to, ze kazda
kosmologie a fyzika spiSe nez aritmetika ve svém fundamentu hleda geometrické od0-
vodnéni podstaty.

Z tohoto hlediska al-Chvarizmiho Aritmeticky traktdt povahu kosmologickou
nema - nejednad se prece o geometrii, ale o aritmetiku. Ovéem domnivame se, Ze pro al-
Chvarizmiho je devét ¢isel (jedna az devét) zakladnimi stavebnimi prvky — stoicheia/ele-
menty, ze kterych Ize cokoli ziskat, a to nejen v oboru aritmetiky. Kazdé ma své byti jako
jednotka (o povaze jednotky viz odstavec 1.2.1), ¢isla do deviti (véetné) jsou povazovany
za jednotky a kazdé Cislo je slozené z jednotek:

,Kdyz jsem uvidél, ze Indové sestavili z deviti Cislic — diky jimi stanovenému
rozlozenitéchto znakd - libovolné dané Cislo, pojal jsem prani odhalit, bude-li se to Bohu
libit, co |ze ziskat uzitim téchto Cislic pro ulehceni prace s Cisly. Pokud Indové chtéli pravé
to a smysl pro né obsazeny v téchto deviti znacich byl tyz jako ten, ktery se i mné od-
kryl, pak BOh mé k tomu pfivedl. Jestli ale oni to inili z jiného ddvodu kromé toho, ktery
jsem ja ukazal, pak z mého vykladu pozorny zdjemce nepochybné a pfesné i tento dd-
vod snadno odkryje.”?®

Poznamenejme zde, Ze kosmologicky Timaios ma vedle geometrického za-
kladu i aritmeticky podklad deviti sfér, ktery prebira od pythagorejcd.

Aritmeticky traktdt se uvadi jako ucebnice aritmetického kalkulu,? ale stejné
jako Eukleidovy Zdklady, doprovazejici Platonova Timaia, se na text m0zeme divat jako
na nedokonany kosmologicky spis. Pravym a jedinym kosmologickym textem je pro is-
Iam Kordn, nicméné preambulacni sura al-Fatiha zapodina i Aritmeticky traktat:

,Ve jménu Boha milostivého, slitovného,
Chvala Bohu, Panu lidstva veskerého,
Milosrdnému, Slitovnému,

vladci dne soudného!

Tebe uctivdame a Tebe o pomoc zadame,
ved'nas stezkou primou,

27) Viz POPPER, Karl R., 2002, 116-118.
28) Viz BENEDIKTOVA VETROVCOVA, Marie, 2009, 86.
29) Viz VOPENKA, Petr, 2009, 23.
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stezkou téch, jez zahrnuls milosti Svou, ne téch,
na néz jsi rozhnévan, ani téch, kdo v bludu jsou”,

ktery tak mdzeme povazovat za kosmologicky spis z historického hlediska, nikoli z hle-
diska Karla R. Poppera. Hovofi pro to i fakt, ze text byl ve své dobé vedlejsim, na druhou
stranu ale Ustfednim (a to nejen z naseho pohledu) produktem pro porozuméni al-Chva-
rizmiho astronomické praci Zij al-Sindh v Baghdadu.** Kromé toho zapracoval do kosmo-
logického Ptolemaiova Almagestu sva pozorovani a spolecné s vypocty provadénymi,po

o

zpUsobu Indd” dal islamské védé novou netradi¢ni metodu studia kalkulaci pro astronomii.

2.5 Metodicka poznamka a povaha Aritmetického traktatu

Jak bylo uvedeno v poznamce 1.3, spis vedle obecného popisu kalkulu a metody, jak se
dobrat dal$imu (tj. algoritm0), obsahuje i doprovodné priklady. Ty jsou z velké ¢asti jak ilu-
strativni a dokladajici spravnost algoritmg, tak také nastinem povahy aritmetiky obecné.
Al-Chvérizmitotiz voli pfiklady nejen od nejjednodussich ke slozitéjsim, ale rovnézipod-
chycujici a dokladajici (i kdyz ne vzdy pfimo explicitné v obecnosti) jisté jevy a vlastnosti
arabské aritmetiky, nového kalkulu.

3. Algebraicky traktat

3.1 Uvod
Algebraicky traktdt je text starsi, Aritmeticky traktdt predurcuje, ale zaroven i doprovazi.
Je pomickou, jak se na svét Cisel divat co nejjednoduseji. Jedna se o praktickou prirucku,
jak s Cisly jako pomocniky zachazet ,pfi déleni majetkd, v zaleZitostech soudnich, v ob-
chodé, pfiuzavirani smluv a také pri vymérovani pddy, vedenikanald, ve stavitelstvi a pfi
nejrdznéjsich jinych pracich”.?' Pojednava o Cislech jako veli¢inach geometrickych ob-
razcl tak, aby pomohla fesit jednoduché otazky aritmetiky, ty sloZitéjsi pak spadaji do
Aritmetického traktdtu, kde se jim al-Chvarizmi vénuje systematicky a s utvorenim me-
tody — pfislusného algoritmu.

Text se nam zachoval v arabstiné jako Al-Kitdb al-muchtasar fi hisab al-dZebr
wa-[-mugabala, v latinském prekladu jako Liber algebrae et almucabalae continens demon-
trationes aequationum regularum Algebrae (autorstvi je pfipisovano Robertu z Chesteru).

30) Srv. VOPENKA, Petr, 2009, 21-23.
31) Viz AL-CHVARIZMI, 2009, 139.
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Arabské slovo al-dZzebr znamena prenos od¢itanych vyrazl z jedné strany rovnice na dru-
hou tak, abychom nahradili od¢itani pric¢itanim. Vyraz al-mugabala je kraceni. Pro Ev-
ropu se naukou algebry a almukabaly (z dnesniho pohledu) rozuméla dneSnimi pojmy na-
uka o (algebraickych) rovnicich druhého i vyssich stupnd o jedné, ale i vice neznamych.

Poznamenejme, Ze podobné jako slovo algoritmus (algorithmus, argorismus,
algorismus, alchorismus) ma diky frazi ,po zpsobu Algorizmiho” pdvod ve jménu arab-
ského ucence, je termin algebra odvozen od arabského vyrazu oznacujiciho zpUsob prace
srovnicemi al-dzebr a al-mugabaly.

3.2 Cteni Algebraického traktatu

V samotném Algebraickém traktdtu se setkdvame se studiem rovnic kvadratickych s klad-
nymi pfirozenymi koeficienty (misty i racionalnimi ¢isly), feSenymi v oboru kladnych ce-
lych Cisel. Hlavnim cilem bylo ¢asto ziskat kvadrat (tj. majetek), nikoli koren, ktery vyja-
droval, jak velkou ¢ast pole, pddy, kdo pfi déleni dédictvi ziska.

Kvadratické rovnice, na které se nejcastéji odkazuje, vsak nebyly jedinou sou-
Casti tohoto traktatu. O tom, Ze Algebraicky traktat byl pfedstupném pro Aritmeticky
traktat, svédci praktické oddily — o algebraickém nasobeni Cisel a zvétSovani a zmenso-
vani. Stejné tak mdzZeme pohlizet i na hledani kofene jako na jednu z moZznosti, jak ve
specialnich pfipadech odmocnovat.?

Vedle tohoto aritmetického uplatnéni v textu najdeme dale Ulohy zalozené
na metodé vypoctu troj¢lenky (oddil o obchodovani) a Ulohy metrické geometrie, v nichz
al-Chvarizmiho vysledky, uvedené v predchozim textu, mdzeme uplatnit. Geometrické
Ulohy al-Chvarizmi ptebird jednak od Eukleida, jednak od Archimeda.

3.2.1 Preambule

Algebraicky traktat je zahajen slovy ,Ve jménu Boha milosrdného a slitovného”. Tedy
stejné jako jakékoli pocinani, které ma byt v souladu s isldamskou virou. Hned poté nasle-
duje vlastni autorova modlitba oslavujici Boha, pfindsejici zvésti o vyznamu ucencd pro
poznani a pfipominajici imama al-Mamuna, u kterého al-Chvarizmi pdsobil.** Za tcelem
pomoci u¢encim naimamové dvore pak sepsal ,knihu o algebre a almukabale, obsahu-
jici jednoduché i slozité otazky aritmetiky”.

32) Odmocriovanije totiz v Aritmetickém traktatu pfedznamendno, ne vsak v nejstarsich
prekladech-vykladech vysvétleno. Domnivame se tedy, Ze se al-Chvdrizmi odvolaval na
svij Algebraicky traktat.

33) Bih vlozil do al-Mdamdna , lasku k védeé a tuzbu obklopit se ucenci, rozprostfit nad nimi
ochrannd kfidla a pomdhat jim objasriovat to, co je jim nejasné a usnadriovat obtizné”. —
AL-CHVARIZMI, 2009, 138-139.
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3.2.1 Jednotka a Cisla

Jak jsme se zminili u Aritmetického traktatu, Algebraicky traktdt se jednotkou rovnéz zao-
bira, ne vsak tak dikladné. V3echna ¢isla jsou sestavena z jednotek a jednotka je pfitomna
vkazdém &isle. Jednotky jsou ¢isla vétsineZ jedna a mensi neZ deset. Cisla, se kterymi se
zde zachazi, jsou mala — nejvétsi je zminén fad tisice a operace s nim.

3.2.2 Kvadratickeé rovnice

Cisla algebry al-Chvarizmi{ rozdé&luje do ti druh{: kofen (arabsky dzizr, ve zvyku dnesni
notace x), kvadrat (arabsky mal, dnesni notaci x?, jinak téz majetek) a dané urcité cislo
(arabsky dirham, tj. arabska mince, dnes konstanta ¢, d atd.), které se nevztahuje ani ke
korenu, ani ke kvadratu. V nasledujicich Sesti oddilech (vlastné Sesti pripadech) rozlisuje
Ulohy vedouci na feseni toho, ¢emu dnes fikdme kvadraticka rovnice. Pracuje pritom
v oboru kladnych celych Cisel jak pro proménné, tak pro koeficienty.

K popisu prace s timto matematickym jevem zde budeme uzivat velkou zkratku
—dnesni znaceni a dnesni pojmy rovnice, neznamé, koeficient, umocnovani, odmocro-
vani, atd., ale i zapis Cisel v desitkové pozicnisoustavé, zddvodu snazsiho porozuméni.?

v v

Prvni oddil Fesi rovnice tvaru ax? = bx

Po Upravé x* =§x,

_b
aodtudx_a.

Jedna se tedy o kraceni. Tyto Upravy jsou zcela v oboru kladnych pfirozenych ¢isel ko-
rektni. Pfiklady k tomu podava x = 5x, %x2= 4xa 5x?=10x.

34) Pro porovnani uvedme zde znéni Prvniho oddilu Algebraického traktdatu v ceském
prekladu, kde se pojem rovnice, natoZ kvadratické, vibec nevyskytuje:

,Co se tyce kvadratd rovnych kofendm; to pokud napriklad feknes: Kvadrat je roven péti
svym korendm, potom je koren kvadratu pét a kvadrat dvacet pét, coz je rovno péti jeho
korfendm. Pokud reknes: Tretina kvadratu je rovna ctyfem korenim, potom cely kvadrat
Je roven dvandcti kofenim, to znamend, Ze je roven sto Ctyriceti Ctyfem a jeho koren
dvandcti. Pokud napriklad reknes: Pét kvadratd je rovno deseti korenim, pak jeden kva-
drat je roven dvéma korfenim, koren kvadratu je dva a kvadrat Ctyri. Timto zpisobem, at
Jje kvadrdtd mnoho ¢i malo, prevede se vse na jeden kvadrdt a stejné se pracuje s jim rovny-
mi kofeny, které se pfevedou tak, jako se preved| kvadrat.”— AL-CHVARIZMI, 2009, 140.
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Druhy oddil se vénuje odmocnovani ax? = b, kde je ve tvaru druhé mocniny néjakého
kladného pfirozeného Cisla. Doprovodné pfiklady: x* = 9, 5x* = 80, a %xz =18.

Treti oddil umocriuje: cilem je najit kvadrat kofenu rovnice bx = c.
Priklady: x =3, 4x = 20, %x= 10.
Ctvrty oddil se zabyva rovnici tvaru x* + bx = c.

tetenimx=V 92+ c-b
sresenim x = (2) +C-3.
Doprovodné priklady: x2 + 10x = 39, 2x? + 10x = 48 (nejprve kratime dvéma)
a %xz +5x=28.

Paty oddil probira rovnici tvaru ax? + ¢ = bx.

V prikladu x* + 21 = 10 x si al-Chvarizmi neopomene povsimnout, ze vychazi dva rizné
kladné celé kofeny x; = 3 a x, = 7. RovnéZ zde provadi i rozbor poctu feSeni kvadratické
rovnice véetné pripadu, kdy rovnice nema zadné, dvé ¢i jedno feseni. Upozornéme, ze
jedno feSeni pfitom jeSté neznamena nutné zdvojeny koren, protoze pocitame v oboru
kladnych pfirozenych Cisel.

Sesty oddil zavriuje rovnici typu bx + ¢ = ax?.
Priklad pro tento typ rovnice uvadi 3x + 4 = x2.

Prvnitfioddily jsou z hlediska arabského algebraického kalkulu zcela neproblematické, zbylé
tfi vyzaduji dokazy. Ty jsou provadény prevodem na geometrii Eukleidovych Zdkladd. Je
to ztoho dUvodu, ze diky metodeé prekryvani ploch, ktera pochazi patrné od Pythagora,
je podle Thomase L. Heathe libovolny planimetricky problém redukovatelny na rfeseni
kvadratické rovnice s kladnymi koeficienty a naopak.*

Poznamenejme, Ze se al-Chvarizmi na Eukleida pfimo neodvolava, pouze Zaklady ve
svych dokazech uziva, obzvlasté Il. knihu. Use&ky & plosné Utvary zde figuruji jen jako pomiicka
lepSi nazornosti. To, o co al-Chvarizmimu jde, jsou Cisla. Vlastni algebraicky dokaz ve smyslu
propojeni geometrie a algebry, jak jej zname od Descarta, to jesté ale zdaleka neni. Nicméné
geometrie se v arabském stfedovékém svété ukazuje v Uplné novém svétle —jako uzita, apliko-
vana matematika, kterou uzivame k vybudovani dalsi, nové matematické discipliny —algebry.

35) Viz HEATH, Thomas L., 1897, 125.
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Priklady k témto oddildm obsahuje pozdéji podany Oddil o Sesti ulohdch a Oddil
orozli¢nych Ulohach. Prvniz nich doprovazi typovymi priklady s podrobnym vysvétlenim
prvnich Sest oddilU a rozebira tak moznosti pfi feseni kvadratické rovnice v oboru klad-
nych pfirozenych cisel. Oddil o rozli¢nych Ulohach je jiz sbirkou fesenych Gloh ke stejné
problematice. Nékteré z nich jsou i praktického razu a dnesnimi slovy je mizeme ozna-
Cit za slovni Ulohy vedouci na feseni kvadratické rovnice.

3.2.3 Pocitani s dvojcleny

Po feseni kvadratickych rovnic nasleduje oddil o nasobeni—v nasi matematice o Upravé
algebraickych vyrazd typu (a £ x) - (b + x). Vyznamné zde pfitom vystupuje ¢islo deset.
Ptiklady (psané v dnesni notaci) (10 + 1) - (10 + 2), (10 - 1). (10 + 2) - (10 - 1) propojuji alge-
bru s aritmetikou. Nasleduji je pfiklady ryze algebraické typu (10 - x) - 10, (10 + x) - (10 + x),
(10-x) - (10 - x). Zajimavy je pfitom pfiklad se zlomky (1 -£) - (1 - §), ktery al-Chvarizmi
fesinejen algebraicky, ale i aritmeticky.

Oddil o nasobeni al-Chvarizmi zakoncuje Upravou algebraickych vyrazd (10 - x) - (10 +x),
(10-x) - x, (10+%x)-(%—5x)a(lO+x)-(x—10):(x+10) - (x-10).

Je zfejmé, Ze tato pasaz Algebraického traktatu podava navod na ndsobeni dvoucifernych
Cisel. Ten ma oporu v fecké geometrii a svou povahou, ackoli by méla spiSe spadat pod
Aritmeticky traktdt, ma opodstatnéné misto zde, nevyzaduje totiz uziti desitkové pozicni
soustavy. Dalsi postreh, ktery je nutno zminit, je ten, ze nejspise jesté v této dobé ne-
byla samoziejma komutativnost nasobeni a s¢itani — proc by jinak al-Chvarizmi zmifo-
val posledni uvedenou rovnost pfi Upraveé algebraickych vyrazd?

3.2.4 Dalsi Upravy algebraickych vyrazd

Od(dil o zvétsovani a zmensovdni se vénuje dvéma jevOm — jednak pocitani s odmocni-
namia jednak pocitanis polynomy. Dokladaji to tvrzeni o Upravach vyrazd s odmocninami
(+/200 - 10) + (20 - +/200) = 10;%¢)20 - /200 - 10) = 30 - 24/200, kde 24/200 = 800.

Nasleduji dvé tvrzeni o Upravach kvadratickych polynomd:
(100 + x% - 20x) + (50 + 10x - 2x?) =150 - x> - 10x a (100 - x* - 20x) - (50 + 10x - 2x?) =
50 - 3x2 - 30x. K témto tvrzenim je pozdéji ve spise pfilozeno vysvétleni podle obrazku,
tedy pomoci Eukleidovy geometrie.

DalSimi pocetnimi Ukony s odmocninami jsou ndsobeni kofenu kvadratu, polo-
vina kofenu kvadratu, podil kofend (podil odmocnin), nasobeni kofend mezi sebou (naso-
beni odmocnin) a ndsobeni riznych nasobkd rdznych koFend mezi sebou (napf. 2+/9 - 3v/4).

36) Srv. AL-CHVARIZMI, 2009, 154.
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3.2.5 Jak rychle obchodovat? S trojclenkou
Obchod jako pfedmét Algebraického traktatu se pIné odrazi ve vykladu a pocitani s troj-
¢lenkou, tj. pfimou a nepfimou Umérou:*’

.Véz, ze délenise lidi o néco, stejné jako ndkup i prodej, vyménainajemajiné
maji co do Cinéni se Ctvero Cisly, stanovenymi tazajicim a to s mirou, cenou, mnozstvim
a hodnotou. Cislo, odpovidajici mite, stoji proti &islu odpovidajicimu hodnoté a ¢islo od-
povidajici cené proti ¢islu odpovidajicimu mnoZzstvi. Z téchto Ctyr Cisel jsou vzdy tfi znamé
ajedno je neznamé a o ném hovofici fika , kolik” a taze se tazajici.”

Tento oddil al-Chvarizmi doporucuje uzivat nejen v otazkach obchodovani,
aleivymény, objemu nebo vahy.

Poznamenejme, Ze timto oddilem kondi preklad Algebraického traktatu po-
dany Robertem z Chesteru. V &eském vydani (AL CHVARIZMI, 2008) i (AL-CHVARIZMI,
2009) je jesté oddil o mereni, ve kterém se podle Donalda E. Knutha3 porovnava Mish-
nat ha-Middot, sepsany zidovskym rabinem Nehemjanem, s al-Chvarizmiho Algebraic-
kym traktdatem.

3.2.6 Geometrie
Oddil o méreni propojuje geometrii s algebrou a uvadi do arabského svéta Archimedovy
vysledky z oblasti obsahu ploch rovinnych i objemu prostorovych geometrickych Gtvard.
Al-Chvarizmi nejprve zavadi plosné miry pres plochu ¢tverce. Jednotkovou plochu sice
ma jako nasobek stran obrazce se stejnymi stranami a Ghly (tj. obecné jako plochu pra-
videlného polygonu), uvazuje vsak o ¢tverci. Od plochy Ctverce je pak schopen odvodit
délku strany jako kofen (tj. odmocninu) plochy. Dale méa vztah pro obsah trojuhelniku
pomoci vysky a poloviny zakladny, pro obsah kosoctverce pomoci soucinu Uhlopticek.

Vlastnosti kruhu a jeho ¢asti jsou rozvedeny peclivéji. Obvod kruhu fesi jako
Archimedes pres nasobek priméru (tj. pomoci nasobku ¢islem ), pro astronomy speci-
alné pres nasobek priméru déleny (tj. z dnesniho pohledu pfesnéjsim nasobenim Cislem
), coz je presnéjsi honora transcendentalniho Cisla . Z obvodu dostane prdmér obracenym
postupem. Plochu kruhu pocita z priméru a obvodu. Rovnéz se zabyva mirami kruhové
vyseCe pomoci miry oblouku a délky tétivy.

Nasleduje strucny prehled tvrzeni o objemu prostorovych téles pomoci plo-
chy podstavy a jejich vysky. Néktera z nich al-Chvarizmi pfebira i od Eukleida.*

37) Viz AL-CHVARIZMI, 2009, 178.

38) Viz KNUTH, Donald E., 1980, 3—4.

39) Tvrzeni,, Co se tyce jehlanu trojuhelného, ctvercového a kruhového, majitu vlastnost,
Ze soucin tietiny plochy jejich podstavy s vyskou je objem.” (AL-CHVARIZMI, 2009, 182)
prebird z XIl. knihy Eukleidovych Zékladd. Viz poznémka Petra Vopénky AL-CHVARIZMI,
2009, 182. Srv. SERVIT, Frantisek, 1907, 271.
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3.2.7 Pythagorova véta pro pravouhly trojuhelnik

Al-Chvarizmi ve svém vykladu neopomine ani Pythagorovu vétu o rovnosti sou¢tu ¢tvercl
sestrojenych nad odvésnami pravouhlého trojuhelniku se ¢tvercem sestrojenym nad pre-
ponou. Ovsem ve znéni vice algebraickém:

»Kazdy pravouhly trojuhelnik ma tu vlastnost, jestlize vynasobis obé kratsi
strany samy sebou, pak soucet téchto soucinl je roven soucinu nejdelsi strany samy se
sebou.”

U geometra Eukleida pfitom mame:*

,V pravouhlych trojuhelnicich ¢tverec na strané proti hlu pravému lezici rovna
se CtvercOm na stranach pravy Uhel svirajicich.”

Rovnéz dikaz je jiny, nez jaky zname z Eukleidovych Zakladd. Al-Chvarizmi
konstruuje Ctverec, ktery rozdéli na osm stejnych pravouhlych trojuhelnikd a Pythago-
rovu vétu dokazuje pro jeden z nich. DUkaz je u¢inén pomoci obsahl vzniklych trojuhel-
nikd a ¢tvercl. Navic je proveden pouze pro pravouhly trojuhelnik rovnoramenny.

Poznamenejme, ze krasa Eukleidova pivodniho dikazu spociva nejen v obec-
nosti trojuhelniku, pro ktery tvrzeni plati, ale rovnéz v metodé. Dokaz vychazi od pra-
vouhlého trojuhelniku, jehoz vlastnost (Pythagorova véta) se zde zkouma, a konstrukce
onéch ¢tvercd nad odvésnami. Dochazi k tomu pomoci vlastnosti stfidavych Uhl0, rov-
nosti trojuhelnikd o stejnych zakladnach mezi tymiz rovnobézkami a vztahu rovnobéz-
niku a trojUhelniku o stejné strané mezi tymiz rovnobézkami. Uziva pfitom metodu pre-
kryvani ploch.*

3.2.8 Geometrie rovinnych utvard

Al-Chvarizmi dale rozliSuje pét tyfuhelnikd — tverec, obdélnik, kosoltverec, kosodél-
nik a obecny Ctyfuhelnik. Pro né uvadi na nazornych prikladech vztahy pro vypocet jejich
plochy. ,Co se tyce ostatnich Ctyfuhelnikd, definovanijejich plochy se prevadina pravidla
vypoctu ploch trojuhelnikd s pomoci Uhlopficek.” Tomu rozuméjme tak, ze ¢tyfuhelnik
mame triangulovat a jeho plochu poditat pres plochu trojuhelnikd.

Rozdéleni trojuhelnikd a vypoctu jejich plochy vénuje dosti pozornosti. Roz-
liSuje trojuhelniky pravouhlé, ostrotUhlé a tupouhlé. Trojuhelniky mezi sebou porovnava
podle jejich obsahu ve vztahu k Pythagorové vété (ostrouhlé trojuhelniky maji soucet
kvadratd kratsich stran vétsi nez kvadrat nejdelsi strany, u tupouhlych trojuhelnikd je
to naopak). V souladu s Ladislavem Kvaszem miZzeme spatfovat naznaky pro kosinovou

40) Viz AL-CHVARIZMI, 2009, 182.

41) Viz SERVIT, Frantisek, 1907, 24, pfip. EUKLEIDES, 2008, 79.
42) Srv. HEATH, Thomas L., 1897, xl-xli.

43) Viz AL-CHVARIZMI, 2009, 185.
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jazyk matematiky dostatecné vyvinuty. U ostroUhlych trojuhelnikd uvadiivlastnosti pro
rovnoramenny a rovnostranny trojuhelnik. Obsah tupoUhlého trojuhelnika mame prova-
dét pomoci vysky spusténé na nejdelsi stranu (aby pata vysky nebyla vné trojuhelniku).

3.2.9 Aplikace algebry v geometrii

V poslednich zavérec¢nych prikladech al-Chvarizmitesi vypocet objemu komolého jehlanu
se Ctvercovou podstavou (s poznamkou pro kruhovou podstavu) a vypocet délky Ctverce
vepsaného do rovnoramenného trojuhelniku (vypocet velikosti pozemku). Pfiklady jsou
doprovodné, ukazuji, za jakym Ucelem a proc jsme se zabyvali algebrou (feSenim kvad-

ratickych rovnic) a propojovali ji s geometrii.

3.3 Jazyk Algebraického traktatu

Podstatou algebraickych manipulaci neni nazor, vhled, ale cit pro kalkulaci. ,Nejde o to
vysledek vidét (jako v geometrii), ale spise ziskat cit pro to, jak k nému dospét, ziskat cit
pro rdzné Upravy, transformace a triky, ziskat cit pro moznosti, které nam jazyk nabizi.
Tyto moznosti nejsou aktualizované, nejsou odkryté pohledu. V jazyce algebry je vzdy
vyzdvihnuty pouze jeden vyraz, ten, ktery pravé upravujeme.”

Oproti aritmetickému jazyku ma jazyk algebry explicitni symbol pro promén-
nou. Geometrie ma proménnou skrytou jakozto Usecku neurcité délky. Tato skrytost
presto staci ke schopnosti jazyka geometrie dokazat vSeobecné tvrzeni. Na rozdil od ge-
ometrie ale jazyk algebry ma v sobé explicitné obsazeny i ndvod, jak k vysledku dospét.

Dalsim pfinosem, ktery algebra ma v sobé vnitfné, je schopnost dokazat mo-
dalnisituace —nemoznost feseni ¢i nasobnost feseni, jak jsme tomu byli svédky i u poctu
feSeni kvadratické rovnice. ,Jazyk algebry je prvnim jazykem, ktery je s to dokazat ne-
fesitelnost konkrétni Ulohy.”* Jazykem geometrie nemame jak ukdzat nemoznost jako
takovou, v algebraickém jazyce ji vyjddrime.

Co se tyka expresivni sily jazyka algebry ve vztahu ke geometrickému ja-
zyku, shledavame algebru svobodnéjsi — nemusi se omezovat pouze na mocniny dvou
Ci tfi jako prostorem omezena geometrie, ktera tim vyjadruje plosnych obsah ¢i objem,
mUZze pracovat s libovolné velkymi mocninnymi rady.*® Musime si ale uvédomit, ze pro
mocniny vys$si nez 3 jiz nemame interpretaci a srovnani v geometrickém nazoru. Pre-
sto algebrou Ize Fesit to, co jazykem (syntetické, fecké) geometrie sotva zvladneme
zformulovat. Na druhou stranu jazyk algebry uvizne na problému kvadratury kruhu, na

44) Viz KVASZ, Ladislav, 2008, 30.
45) Viz KVASZ, Ladislav, 2008, 32.
46) Srv. expresivitu jazyka aritmetiky a algebry v potencialité libovolné velkych radi de-
sitkové (pfip. Sedesdtkové) pozicni soustavy u Aritmetického traktatu alibovolné velkych

fadd mocnin u Algebraického traktatu.
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pojmu transcendentniho cisla. Ackoli se al-Chvarizmiho algebra vyporadava s obsahem
kruhu a obvodem kruznice, ¢ini tak pouze aproximativné. Nicméné mdzeme zde pou-
kazat na to, Ze se jedna o podobny ontologicky problém jako s nulou v pfipadé Aritme-
tického traktatu — Cislo predstavuje velicinu, o které nelze v jazyce algebry nic fici, je to
Cislo, které nespliiuje zadny algebraicky vztah.*

Presah algebry do nezavislosti na interpretaci nese sebou i explanatorickou silu
jazyka algebry. Fakt, Ze eukleidovskou konstrukci nelze provést trisekci Uhlu ¢i zdvojeni
krychle, ale algebrou ano, doklada podle Ladislava Kvasze pravé tuto silu.*

Posledni schopnosti jazyka algebry je vytvofit vlastni univerzalni analytic-
kou metodu. U al-Chvarizmiho tato schopnost jazyka teprve zacing, plné se vSak rozviji
hlavné od dob Reného Descarta.

3.4 Metodologicka poznamka a povaha spisu

Stejné jako Aritmeticky traktat i Algebraicky traktat ma ¢asti obecné platnostis dopro-
vodnymi pfiklady. Je véak mnohem prakti¢téjsi a méné zacileny. Spis zGstava na Urovni
uCebnice algebry s prolnutim prvkd aritmetiky a aplikacemi v geometrii.

4. Zavér

Al-Chvarizmiho traktaty dokazaly pfivést do Evropy novou aritmetiku, zaloZzenou nain-
dické matematice kalkulaci s velkymi Cisly, a algebru okofenénou feckou matematikou
geometrického nazoru. Jsou velmi dlleZitym svédectvim vyvoje matematiky a pfichazi
s naprosto novym pirelomovym zpUsobem uvazovanim, ve kterém nazor je nahrazen
odvozenim, manipulaci s ¢isly ¢i symboly. Nova arabska aritmetika predstavuje znalost
indického aritmetického kalkulu, ktery dokaze velmi rychle predpovédét vysledek po-
citani s velkymi Cisly. Pfi znalosti algebraického kalkulu bylo mozné pouhou kalkulaci se
znaky predpovédét reseni slozité Ulohy. K jejich vzajemnému pInohodnotnému propo-
jeni's geometrii, o kterou se algebraicky kalkul opiral, dochazi az s nastupem doby René
Descarta.” Diky proniknuti algebry do geometrie tak mGzeme navrhnout (geometric-
kou) konstrukci a dale otevfit geometrii (algebraickych) objekt0, které nemohla synte-
ticka fecka geometrie uchopit.

47) Srv. KVASZ, Ladislav, 2008, 37.

48) Viz KVASZ, Ladislav, 2008, 33-34.

49) ,Vsechny ulohy geometrie lze snadno prevést na takové termy, k jejichz sestrojeni
staci znat pouze délky nékterych Usecek.” — René Descartés: La Géométrie, Paris 1637.
Citovdno dle VOPENKA, 2009, 77.
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