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Abstract

Robust pole assignment by static state feedback and static output
feedback

This master’s thesis studies the problem of robust stabilization by static state and
static output feedback. We look for an optimal feedback that assigns the required
Jordan form to the closed-loop system and that makes the closed-loop system suffici-
ently robust or is not fragile. We describe the algorithms for solving real and complex
stability radius and use these functions as the main criteria functions for optimizing
properties of the closed-loop system. These functions together with the approach
for computation of the explicit parametrization of state and output feedback creates
a base for optimization. In this thesis we design a new algorithm for solving robust
Jordan form assignment by output feedback. As a part of this thesis we create the
library for solving the above problems and implement them in the Matlab toolbox.

Keywords: static state feedback, static output feedback, pole assignment, Jordan
form, robust stability, fragility, singular values, optimization, Hamiltonian matrix

Abstrakt

Robustni ptrirazeni pola stavovou a vystupni zpétnou vazbou

Tato diplomovéa prace se zabyva problémem robustni stabilizace stavovou a vystupni
zpétnou vazbou. Chceme nalézt nejlepsi zpétnou vazbu, kterd bude uzavienému sys-
tému prifazovat pozadovanou Jordanovu formu a pro niz bude uzavieny systém
dostatecné robustni nebo kterd nebude kiehkd. Sezndamime se s algoritmy na vy-
pocet realného a komplexniho poloméru stability a vyuzijeme je dale jako hlavni
kriteridlni funkce pfi optimalizaci vlastnosti uzavieného systému. Tyto funkce spolu
s pristupem pro vypocet explicitni parametrizace slouzi jako zaklad optimalizace.
Dale navrhujeme novy algoritmus na vypocet robustniho pfritazeni Jordanovy formy
vystupni zpétnou vazbou. Soucésti prace je vytvoreni knihovny funkei v softwaru
Matlab, pomoci které budeme moci tesit piiklady z uvedené problematiky.

Klicova slova: stavova zpétna vazba, vystupni zpétna vazba, ptitazeni polu, Jor-
danova forma, robustni stabilita, kiehkost regulatoru, singularni ¢isla, optimalizace,
Hamiltonova matice
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1 Uvod

Jednim z vyznamnych problému v teorii linedrnich systému je ptitazeni pélu zpétnou
vazbou. Zpétnou vazbou se snazime pritadit systému nami pozadované chovani, které
budeme urcovat zvolenymi pély. Uvazujme systém (A, B, C), kde A € R"*" B €
R™*™ C' e RP*™ popsany diferencialni rovnici

Tz = Ax+ Bu
y = Cu,

kde x reprezentuje stav systému, u predstavuje jeho vstup a y vystup. Vlastni dy-
namické chovén{ tohoto systému je ddno jeho autonomni® é4sti (tj. # = Ax), kon-
krétné vlastnimi ¢isly a vlastnimi vektory matice A. Protoze chceme ziskat stabilni
systém, musime vSechny poly uzavieného systému umistit do oteviené levé poloro-
viny komplexni roviny. K tomuto t¢elu muzeme vyuzit zpétnou vazbu. V nasi praci
budeme navrhovat stavovou zpétnou vazbu F' (u = Fz) a vystupni zpétnou vazbu
K (u = Ky).

Pro uvedeny systém tak chceme nalézt stavovou zpétnou vazbu F', resp. vystupni
zpétnou vazbu K, aby matice dynamiky uzavieného systému A. = A + BF, resp.
A. = A+ BKC, méla pozadovanou Jordanovu formu. Takovych zpétnych vazeb
je obecné nekoneéné mnoho. V predklddané praci se budeme zabyvat problémem
navrhu stavové ¢i vystupni zpétné vazby, ktera bude dany systém jednak stabilizovat
a navic v jistém smyslu optimalizovat.

Prvky matice dynamiky otevieného systému jsou urceny hodnotami veli¢in redl-
ného modelu, které nezname presné. Proto je rozumné uvazovat, ze vstupni matice
A muze byt zatizena jistymi perturbacemi (A). Pro systém (A, B, C') tak nestaci
jen najit zpétnou vazbu, kterd jej stabilizuje (kterd mu pomoci Jordanovy formy
pritadi pozadované chovéni), ale je vhodné zajistit, aby i pfi ptusobeni co nejvétsich
perturbaci zustal uzavieny systém stabilni. Budeme se tedy snazit vybrat takovou
matici F, resp. K, aby poly uzaviené smycky zustaly v oteviené levé poloroviné
komplexni roviny i pii uvazovanych poruchéch. Pozadujeme tak, aby pro vSechny
uvazované poruchy A zustala stabilni matice,

A +A=(A+A)+ BF = (A+ BF)+ A, resp.
A+ A=(A+A)+BKC = (A+ BKC) + A.

Je-li tato podminka splnéna, hovotime o robustni stabilité systému.

Obdobné uvazujme o presnosti vypoctené zpétné vazby. Jeji realizace v cislico-
vém regulatoru je moznd jen na urcity pocet platnych cifer dany formou zobrazeni

lsystém bez vstupu
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realnych ¢isel v pouzitém procesoru. Z tohoto duvodu bychom chtéli mit zajisténo,
Ze i pii urcitych zménach v prveich matice zpétné vazby se vlastni ¢isla matice dy-
namiky uzavieného systému budou nachézet v oteviené levé poloroviné komplexni
roviny. Zpétnou vazbu, kterd by jiz pii malych poruchach narusila stabilitu uza-
viené smycky, oznacujeme jako kiehkou (fragilni®). Chceme-li tedy zabrénit kieh-
kosti zpétné vazby, pozadujeme stabilitu matice

A.+BA=A+ B(F+A)=(A+ BF) + BA, resp.

A.+BAC =A+ B(K+ A)C =(A+ BKC)+ BAC.

Pro posouzeni, jak daleko od nestability se uzavieny systém nachdazi, budeme pou-
zivat tzv. komplexni ¢i redlny polomeér stability.

V ¢élancich [7, 19] se autofi zabyvaji podobnou problematikou nalezeni robustné
stabilnfho systému. V [7] je navrhovan reguldtor, ktery stabilizuje dany systém se
soucasnou minimalizaci H,, normy pienosu uzaviené smycky a dalsim pozadavkem
na stabilni reguldtor. Sou¢ast{ téchto praci je také volné dostupny® program HIFOO*
sestaveny v softwaru Matlab. Optimalizovanymi proménnymi jsou zde pifimo vSechny
prvky matice vystupni zpétné vazby a muze jich tak byt obecné velmi mnoho. Navic
pri zméndach prvku zpétnovazebni matice nemame zaruceno, ze uvazovana kriterialni
funkce bude definovdna, protoze uzavieny systém pti zméné prvku regulatoru ne-
musi zustat stabilni. Podobny piistup je uvazovén i v praci [19]. Zde se autofi snazi
vyhnout této situaci pridanim vedlejsi podminky, ktera omezuje hodnotu nejvétsiho
zaporného vlastniho ¢isla uzavieného systému. Vypoctem nékterych zakladnich ro-
bustnich kritérii se zabyvaji i prace [31] a [15]. V [31] se autofi soustfedi na vykresleni
komplexniho pseudospektra zejména pro velké fidké pevné matice a umoznuji pro
né urcit hodnotu pseudospektralni abscissy. V [15] je pocitan napiiklad komplexni
polomeér stability matic, ale bez navrhu regulatoru.

V nasi praci zvolime jiny pristup, zalozeny na minimalni parametrizaci mnoziny
vsech stavovych, resp. vystupnich, zpétnych vazeb ptirazujicich pozadovanou Jorda-
novu formu, ktera vedle stability zajist'uje i pozadované chovani uzaviené smycky.
Kromé toho budeme uvazovat dalsi pozadavky na maximélni robustnost uzavieného
systému, minimélni kiehkost regulatoru a nékteré dalsi praktické pozadavky.

Prace je ¢lenéna do ¢tyt hlavnich ¢asti. V prvni z nich je predstavena zékladni
teorie potiebnd pro uvedeni do zminované problematiky, dale stru¢né pojednavame
o optimalizac¢nich metodach vyuzivanych pii feSeni nastinénych tloh.

V druhé ¢ésti navdzeme na navrh explicitni parametrizace z [25] a [16] a popiSeme
novy algoritmus pro nalezeni parametrické matice Q(«), kterd vede na minimalni

27 lat. fragilis, e - kiehky, nestély
3www.cs.nyu.edu/overton/software/hifoo

4HIFOO : H-Infinity Fixed-Order Optimization
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parametrizaci mnoziny zpétnych vazeb a usnadiiuje feseny problém. V tieti casti si
uvedeme zvolena kritéria pro posouzeni robustnosti systému ¢i fragility regulatoru
a predstavime moznosti jejich vypoctu.

Ve ¢tvrté c¢asti budeme formulovat konkrétni problém robustniho pfitfazeni a na-
vrhovat metody pro jeho feseni. Pfedstavime navrh nového numerického algoritmu
pro robustni pfitazeni Jordanovy formy vystupni zpétnou vazbou a demonstrujeme
jej na nékolika piikladech. Soucéasti predkladané prace bude vytvoreni knihovny
funkci v softwaru Matlab pro feseni uvedené problematiky. V zavéru prace budeme
ilustrovat vyuziti knihovny na nékolika praktickych piikladech, napiiklad modelu
robotu jednonozky.



2 Pripravna kapitola

2.1 Seznam znaceni
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ukonceni dukazu

defini¢ni relace

mnozina realnych cisel

mnozina komplexnich ¢isel

pro vSechna

existuje

implikuje

A je realna matice typu n x m
jednotkova matice typu n x n
inverzni matice k matici A
transponovana matice A
hermitovsky sdruzena matice A
determinant matice A

hodnost matice A

blokové diagonalni matice s diagonalnimi bloky
Ly,..., Ly

spektrum matice A, mnozina vsech vlastnich ¢isel matice
A

singularni ¢islo matice A

nejvetsi singuldarni ¢islo matice A
nejmensi singuldrni ¢islo matice A
realnda c¢ast komplexniho ¢isla x
imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla x
hranice oblasti C,

uzavieny interval od a do b

nulovy vektor
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2.2  Uvodni pojmy

V teorii fizeni nas u systému casto zajima, zda jsou stabilni, pfipadné, jak daleko se
nachazi od nejblizsiho nestabilntho systému. O stabilité systému vypovidaji vlastni
¢isla matice dynamiky. Vzdalenost mezi systémy pak budeme posuzovat podle normy
perturbaci, které ze stabilniho systému udélaji nestabilni. Uved'me si proto nejprve
nékteré zakladni pojmy, se kterymi budeme déle pracovat.

Definice 2.1. (Norma vektoru) Necht’ V je vektorovy prostor nad télesem komplex-
nich (resp. redlnych) ¢isel. Normou vektoru z € V rozumime funkci, kterd priradi
kazdému vektoru x € V nezdporné ¢islo ||z|| a spliuje nésledujici podminky:

1) ||z]| >0 proz #o
2) |laz| = |afjz]|, pro a € C (resp. R)
3) [lz+yll < llzll + llyll, v,y € V.

V této préci budeme pouzivat Fuklidovskou normu vektoru, definovanou jako

2 = <Z !%\2) : (2.1)

kde z; je i-ta slozka vektoru xz € C".

Normu matice A € C™" budeme mérit maticovou normou generovanou Fukli-
dovskou normou (2.1)

A
1Al = supm = max ||Az]». (2.2)
oo |Zll2  lzl=1

Pokud nebude specifikovano jinak, budeme pro matici v nasledujicich kapitolach
symbolem || - || oznacovat jeji maticovou normu generovanou Euklidovskou normou.
Definice 2.2. Necht’ A € R™*™.

a) Matice A je symetrick4, jestlize A = AT,

b) Matice A je ortogonalni, jestlize ATA = AAT = 1,,.
Definice 2.3. Necht’ A € C"*".

a) Matice A je hermitovskd, jestlize A = A*.

b) Matice A je unitérni, jestlize A*A = AA* = I,,.
Definice 2.4.

a) Necht’ A € R™". Rekneme, 7e A = @]} ;=1 je horni trojihelnikova matice,
jestlize a; ; = 0 pro ¢ > j.



Pripravnd kapitola Uvodni pojmy

b) Necht' A € R™". Rekneme, ze matice A je kvazi-trojihelnikova, je-li blokoveé
horni trojihelnikova s bloky na diagondle typu 1 x 1 nebo 2 x 2.

c¢) Necht’ A € R™". Rekneme, Ze matice A = [@; 517 ;=1 je v hornim Hessenbergove
tvaru, jestlize a; ; =0proi>j—1

d) Necht’ A € R™*". Rekneme, ze matice A = [a,]7,_, je v dolnim Hessenbergove
tvaru, jestlize a; ; = 0 pro s < j — 1.

Definice 2.5. Necht’ A je ¢tvercova matice n-tého fadu. Polynom p(A) = det(A ] —
A) nazyvéame charakteristickym polynomem matice A. Kofeny polynomu p(\) se
nazyvaji vlastni ¢isla matice A. Soubor vSech vlastnich ¢isel matice A se nazyva
spektrum matice A a oznacuje se A(A). Necht” A € A(A), potom nenulovy vektor
v € C" takovy, ze (Al — A)v = 0, tj. Av = Ao, je vlastnim vektorem matice A
prislusny vlastnimu ¢islu A.

Vlastni ¢isla jsou tedy koteny piislusného charakteristického polynomu. Protoze
pro vypocet korenu polynomu patého a vysstho stupné neexistuje obecny vzorec,
nelze ani vlastni ¢isla matice téchto radu vypocitat v koneéném poctu kroku.

Numerické metody na vypocet vlastnich ¢isel se lisi podle toho, zda chceme nalézt
vechna vlastni ¢isla (dplny problém), nebo jen néktera (potom se jednd o ¢astecny
problém).

Definice 2.6. Rekneme, 7e matice A a B jsou podobné, jestlize existuje regularni
matice T takové, ze A = TBT!. Oznacujeme A ~ B.

Veéta 2.1. Jsou-li matice A, B podobné, maji stejnd vlastni ¢isla.

Dikaz. Jestlize jsou matice A, B podobné, existuje regularni matice T a lze psat
A = TBT™'. Potom det(A\ — A) = det(\ — TBT™!) = det[T(A\[ — B)T™'] =
det(T) det(A\ — B) det(T~') = det(Al — B). O

Definice 2.7. Necht’ A je matice typu n x m. Odmocniny z nenulovych vlastnich
¢isel matice A*A (nebo AA*) nazyvame singuldrnimi ¢isly A a oznacujeme o(A), tj.

i = /N (AA), (2.3)

kdei=1,...,k a k =rank(A).

Singularni ¢isla muzeme uspotradat sestupné : o1 > 09 > 03 > ... > g, > 0.

Véta 2.2. Necht’ A € C™*" a rank(A) = k. Potom existuji unitarni matice U €
Cmxm Ve C™" takové, Ze matici A lze vyjddrit jako soucin

A=UxV*,

kde ¥ = diag{oy,09,...,04,0,...,0} € C™*".

6
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Definice 2.8. Necht’ v = [z1,29,...,2,]T € R, p1(v), p2(v), ..., pm(v) predsta-
vuji polynomy s redlnymi koeficienty v proménnych x, zo, ..., x,. Varietou V v R"
nazyvame mnozinu

V={veR":p(v)=0,i=1,...,m}.

2.3 Hamiltonova matice, perturbace a pomocné
vety

V této podkapitole si uvedeme dulezité véty, které davaji do souvislosti normu matic,
singularni ¢isla a perturbace v prvcich matic.

Nékteré metody, které pocitaji hodnoty kritéria robustnosti, vyuzivaji vztahu
mezi singularnimi ¢isly jistych matic a vlastnimi ¢isly odpovidajicich Hamiltonovych
matic. Zavedeme si proto Hamiltonovu matici a zminime nékteré jeji vlastnosti.

Definice 2.9. Matici M € C*?7_ ktera splituje podminku JM = (JM)*, kde

I
J = { _OI S ] se nazyva Hamiltonova matice.
Véta 2.3. Jestlize A\ je vlastnim cislem Hamiltonovy matice M, potom je jejim
vlastnim cislem také —\.

0 I,
-1, O
JM =—M*J, det(J) =1apro A, B € C™"™ je det(AB) = det(A) det(B).

Dikaz. Méjme matici J = . V nésledujicich rovnostech vyuzijeme, ze

pa(N) = det(AI — M) = det(J) det(AN — M) = det(A\J — JM) =
= det(AJ + M*J) = det(A] + M) det(J) = det(N + M*) =
= det(M + M)* = det(M — (=AI))" = pu(—=A).

OJ

A B
C D
tice 7ddu n. Potom M je Hamiltonova matice, pokud jsou matice B,C hermitovské
a A+ D*=0.

Véta 2.4. Necht’ M € C* M = 1, kde A, B,C, D jsou ¢tvercové ma-
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Dikaz. A c
0 I, B D
m=[ 5 Glle )=l 5% 5]
. | =A | C D
Protoze (JM) = (JM)*, je matice M podle definice 2.9 Hamiltonova. O

Véta 2.5. (Sylvestrova véta o determinantech) Necht’ matice M € CP*4 a N € C7*P,
potom plati

det (I — MN) = det (I — NM). (2.4)

Dukaz. Vyjdeme z vyrazu det (I — M N), ktery budeme dale upravovat,

s -an([ - )-oe([4 3[E 7))

Nyni uzijeme, ze pro ¢tvercové matice A, B plati det (AB) = det (A) det (B). Potom

(L Lo D=l Tl 7))

I —N

0 I

matici NV zleva a pricteme k prvnimu fadku. Tim hodnotu determinantu nezménime,
I N I —N I N I 0

(L 7)o ([5 ) =oe ([ 7 D)o ([0 7)) -

{4 3]} s -an ([ F])-ae ([, )

Posledni matici opét upravime vynasobenim zleva matici N druhého radku a piicte-
nim k prvnimu, dostaneme

([ 1y V) ([T 0)) awia—van.

Postupnymi tpravami jsme ziskali vztah (2.4). O

Déle upravme matici . Vynéasobime druhy tadek této blokové matice

Veéta 2.6. Necht’ A € C™*"™, plati

[All2 = o1(A). (2.5)
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Dikaz. Ze vztahu (2.2) pro normu matice a véty 2.2 plyne

|All2 = max [[Az|s = max ||[USV™z|)s.
[[z]la=1 [[z]l2=1
Protoze U a V jsou unitarni matice a po substituci y = V*z (||z|2 = [|[Vyll2 = ||lyl|2)
dostaneme, ze
lm‘ax | USV* x|y = ‘mlaxl 1292

zll2=1 llyll2

Ptedchozi rovnost muzeme déle rozepsat (pro rank(A) = k) podle vztahu (2.1)

[A]l2 = max [|Zylls =

lyll2=1
e Vi0ewi? + .+ ol +10 - grn 2+ 410 g2 =
yllo=
= max (/o2 + ...+ oyl < max \JoR(|ual? + .+ yal?) = 0u(A).
llyll2=1 llyll2=1
Nakonec pro vektor y = [ 10 ... 0 }T, tj. * = v1, se maxima piimo dosahuje,
tedy celkem || Alls = 1(A). O

Véta 2.7. Necht’ A € C™*™ g rank(A) = n, plati
min || Azx|s = 0,(A). (2.6)

l[z]l2=1

Diukaz. Analogicky jako ve vété (2.6) bychom dostavali

[Az]ly = [UXV 2|y = [[EV72]s = [[Zyll. =

= VIowiP + - Jonunl = o2 + .. 02yl > 0.

Pro vektor y = [ 00 ... 1 }T se minima nabyva. 0J

Véta 2.8. (Perturbace v souctu) Necht’ M € C™ ™ q rank(M) = n, plati

AH(éin {I|A]l2 : rank(M + A) < n} = o,(M). (2.7)
e mXxXn

Dikaz. Protoze rank(M + A) < n, existuje nenulovy jednotkovy vektor z, ze
(M+A)x = o. Potom je || Mz|s = ||Az||2 a podle véty 2.7 ziskame [|Ax||s < 0,(M).
Déle, protoze plati ||All2|lz|l2 > [[Az|s > 0, (M), je ||Alls > o,(M). Nakonec

ukazme, ze pro néjakou matici A takovou, ze rank(M + A) < n, nastavéa rovnost.
Pokud zvolime A = —o,u,v}, je

(M 4+ A)v, = 0y — OpUn U0, = Oplly — Oplly, = 0,

tedy rank(M + A) < n a pro matici A plati i to, ze ||Alls = 0,,(M). O
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Pripravnd kapitola Hamiltonova matice, perturbace a pomocné véty

Véta 2.9. (Perturbace v souc¢inu) Necht’ M € C™*P, plati

1 : — <m-—1;= .
Ag&rim{HAHQ rank(l — MA) <m — 1} 000

(2.8)
Dukaz. Matice (I — MA) € C™™ arank(l — MA) < m — 1, tj. matice (I — MA)
je singuldrni. Existuje tedy vektor z € C™, x # o takovy, ze (I — M A)x = o. Potom
Iv = MAx a
[zl = [[MAzlly < [[M|lo]|[Azllz = o1 (M)[[Axll2,  tedy
|zl < o1(M)||Ax||s.  Protoze x # o a podle (2.2) dostaneme
1 _ A,

< < [|All2.
or(M) = |zl
Tim jsme obdrzeli ||Alls > m Nyni ukazme, ze pro néjakou matici A zde bude
platit rovnost. Necht’ singularni rozklad matice M je ve tvaru M = Zle oU;,
(pro rank(M) = k). Zvolme A = WUWT- Potom pro x = u; mame

(I — MA)x=(I—-MAu; = (]—M;Eﬁ)) U = Uy — 0]1\/([]1\)})

a protoze podle véty 2.2 je 011\4(5\;/1[) = u; bude
MU1
Uy — —— = U — U = 0.
T 1= W
Z volby matice A je ||Allx = W a dohromady s nerovnosti ||Alls < m dosta-
neme minaecexm{||A|lz : rank(l — MA) <m — 1} = Ul(lM) O

Véta 2.10. (Rouchého véta pro polynomy) Necht’ R(z) a S(z) jsou polynomy, T’
jednoduchd uzavrend krivka v C. Je-li

|R(z)| > |S(2)] pro kazdé z € T, (2.9)
potom R(z) a R(z) + S(z) maji stejny pocet nulovych bodi uvnitr .
Véta 2.11. Méyme polynom
P(z) =po+p1z+p2z° + ...+ =
=pn(z—a1)™(z —a)™...(z —a,)™, (2.10)

kde pro k = 1,2,...,r jsou ay koteny polynomu P(z) a my jejich ndsobnosti. Necht’
QR)=q+qz+ @2 +...+q.2" kde ¢ =pi+ei, proi=1,2....n, a Dy ={z €
C: |z —ag| <1k}, kde 0 < 1, < min{|ay —a;|} a a, a; jsou ruzné koreny polynomu
P(z). Potom existuje € > 0 takové, Ze |e;| < e (pro i = 1,2,...,n) implikuje, Ze
polynom Q(z) md prdavé my nulovijch bodi wvniti Dy.

10



Pripravnd kapitola Numerickd analyza a vypocet vlastnich cisel matice

Ditkaz. Pro mnozinu Dy = {z € C : |z — ai| < 7} oznacme D}, jeji hranici. 0Dy,
je kompaktni mnozina v C, na niz polynom P(z) neni nulovy. Nésledné tak bude
existovat ¢islo 6 > 0 takové, ze i |P(z)| > 0 > 0 pro z € 0Dy. Déle uvazujme
Q(z) — P(2) 2 R(2) =eg + €12+ ... + £,2" Pro z € ODy, je

|R(2)| = |eo + 12 + ... +en2"| < leo| + |ea]lz| + ... + |enl|z"] <
< leol + lea|(lz — ar| +lak]) + . + lenl(l2 — ax] + ax])" <
< leol + leal(re + lar]) + - 4 len] (re + Jar])" <

Sedelre+la]) +. el +la)” <> (rk + lax]).
j=0

Pro M, = > io(rk 4 lak|) je |R(2)| < eMy. Zvolme & < 6—’1, My, > 0,e > 0,e =
e(rg). Potom
Q(2) = P(2)| = |R(2)| < eM. < b, < |P(2)],

tj. |Q(z) — P(2)| < |P(2)|]. Podle véty 2.10, kde uvazujeme R(z) = P(z), S(z) =
P(z) — Q(z) a I' = 0Dy, dostaneme, ze polynom Q(z) mé v Dy presné my kofenu
(praveé tolik jako polynom P(z)). Neboli, jestlize se koeficienty polynomu zmeéni
o perturbace velikosti nejvyse €, posunou se prislusné koreny perturbovaného poly-
nomu do vzdalenosti ne vice nez 7, od puvodnich korenu ay. [

Disledek 2.1. Predchozi véta rikd, Ze koreny polynomu zdvisi spojité na jeho koefi-
cientech. ProtoZe vlastni ¢isla matice jsou podle definice 2.5 koteny jejiho charakte-
ristického polynomu a koeficienty tohoto polynomu jsou spojité funkce proki matice,
zawvist vlastni cisla matice spojité na jejich prvcich.

2.4 Numericka analyza a vypocet vlastnich cisel
matice

Vlastni a singularni ¢isla matic musime pocitat iteracnimi metodami. Uvazujme pro
jednoduchost piipad, kdy matice A méa n linedrné nezavislych vlastnich vektoru
vy, Vg, . . ., U, odpovidajicich vlastnim cislum Aq, Ao, ..., \,. Potom je matice A di-
agonalizovatelnd, tj. L = V'AV kde V = [vy,...,v,] a L = diag{\1,..., \.}.
Nésledujici véta pro tento ptipad uvadi, ze problém vypoctu vlastnich cisel vede
obecné na Spatné podminénou ulohu.

Véta 2.12. (Bauer — Fike) Je-li p vlastni éislo matice A+ A € C™" o L =V 1AV,
kde L = diag{\, ..., \,}, potom min; |\; — u| < k(V)[|A]], kde &(V) = [[VH]||V].

11



Pripravnd kapitola Numerickd analyza a vypocet vlastnich cisel matice

Dtkaz. Je-li p vlastni ¢islo matice A + A a x ptislusny vlastni vektor, potom

(A+ Az = pux
(ul —A)x = Ax
(ul —VDV Hr = Az
V(ul — D)V 'z = Ax.

Cislo p neni vlastnim ¢islem matice A, tedy

Viz = (ul —D)'VTIAWVV 2
Ve = (ul - D)"Y (VAV)V x
V=t = |[(uI = D)~ (VTIAV)V a|

1< (e = D) VALV

a pro indukovanou normu

1 < max

w(V)|IA
eIl

min | — A < &(V)[[A]l
0

Je-li matice symetrickd, jsou vlastni vektory prislusejici ruznym vlastnim éislum
ortogonalni a vlastni vektory nasobnych vlastnich ¢isel 1ze ortogonalizovat. Pro sy-
metrickou matici tak existuje ortogonalni matice V', pro kterou je x(V) = 1 a tloha
na vlastni ¢isla symetrickych matic (i singularnich ¢isel) vede na dobte podminénou
ulohu.

Nékteré numerické metody pro vypocet vlastnich ¢isel vyuzivaji podobnostni
transformace a vztahu (2.1), ptipadné se napied prevadi puvodni matice témito
transformacemi na tvar vhodnéjsi pro vypocet. Uvazujme, ze podobnostni transfor-
maci aplikujeme na matici zatizenou chybami A, tedy (A+ A) a X 1A+ A)X =
X 1'AX + X 'AX = B, potom

X AX] < w(X)A]

a vlastni ¢isla matice B by se pro velké x(X) velmi lisila od vlastnich ¢isel ma-
tice A. Proto se pouzivaji pro podobnostni transformace unitarni matice, tj. X €
Cvn, X*X = XX* = I, resp. ortogondlni X € R XTX = XXT = 1.

Nyni uvedeme bez dukazu nékolik znamych vét pro rozklady matic. Jejich dukazy
1ze nalézt napt. v [30].

Véta 2.13. (Schurova) Pro libovolnou matici A € C™™ existuje unitdrni matice
U e C™" tak, zZe matice T'= U*AU bude horni trojuhelnikovd.

12



Pripravnd kapitola Numerickd analyza a vypocet vlastnich cisel matice

Na diagondle matice T potom nalezneme vlastni ¢isla matice A, kterd mohou
byt pro obecnou redlnou matici realnd i komplexni. Protoze s komplexnimi ¢isly se
pracuje obtiznéji, muzeme uvazovat nasledujici vétu, ktera déava rozklad na realné
matice.

Véta 2.14. (Schurova véta pro redlné matice) Pro matici A € R™"™ existuji redlnd
ortogonalni matice U a redlnd kvazi-trojuhelnikovd matice T takové, Ze plati T =

UTAU.

Jednou z casto pouzivanych metod pro vypocet iplného problému vlastnich ¢isel
obecné matice (nefidké, nevelké dimenze) je QR algoritmus.

Véta 2.15. Necht’ matice A € R™*" je requldrni. Potom ezistuji ortogondlni matice
Q@ € R™"™ a horni trojuhelnikovd matice R € R™™ takové, Ze A = QR.

Algoritmus 2.1. QR algoritmus

Vstup: matice A € R™*"
Ag=A
for k=1,2,...
a) spocti QR rozklad matice Ap_1, tj. Ax_1 = QrRx
b) sestav matici Ay = RrQy
end

Vystup: matice Ay

Podle definice 2.6 je libovolna matice v k-té iteraci podobna ptuvodni matici A,

Ay = RiQr, = (Q1 Q1) RiQr = QL (QuRi)Qr = QF AQy, =
= QL Ri—1Qk1Qk = Q1 (Q1_1Qr—1) Ri1Q1—1Q =
= QLQr 1 A2Qr1Qr = ... = QLQ1_1 ... QTAQ: ... Q)_1Qk.

Matice Ay se pro dostatecné velkda k blizi horni (kvazi-)trojihelnikové matici,
vlastni ¢isla diagonalnich blokt matice Ay jsou potom aproximacemi vlastnich ¢isel
matice A.

Pro urychleni Q R algoritmu se matice A napied prevadi na horni Hessenbergeruv
tvar, napt. pomoci Householderovych reflexi ¢i Givensovych rotaci [9]. Jiné mozné
urychleni se provadi pomoci tzv. shiftu (posunu). Navic je vhodné pozorovat velikosti
poddiagondlnich prvku, a pokud by byly nulové, rozpadne se dana tloha na dva
podproblémy. Podrobnéjsi vyklad je uveden v [9, 29].
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Algoritmus 2.2. QR algoritmus s posuny

Vstup: matice Ag € R"*", (matice v hornim Hessenbergerové tvaru ziskand podob-
nostnimi transformacemi z matice A)

A = Ay

for k=1,2,...

a) ur¢i posun py (napf. prvek a,, matice Ay_1)

b) spocti QR rozklad matice Ay — pugl, tj. Ax — el = Qr Ry
c) App1 = RpQp + il
d) if apy1,, = 0 then pokracuj na podproblémech end if
end for

Vystup: matice Ay

Vypocet singuldrnich ¢isel bude dle vztahu (2.3) dobfe podminénou tlohou. Jed-
nou z moznosti by bylo aplikovat QR algoritmus na matici A*A a pocitat jeji vlastni
¢isla. Tento piistup se ale nepouzivd, nebot’ formovat souc¢in A* A neni vhodné. Po-
kud by byla matice A $patné podminénd, bylo by x(A*A) = k(A)? velké a mald
singuldrni ¢isla bychom mohli obdrzet zna¢né nepresné.

Singularni c¢isla lze ziskat s relativni presnosti odpovidajici strojové presnosti.
K jejich urceni se matice A nejprve prevadi na bidiagonalni tvar (napf. Householde-
rovymi reflexemi) a nésledné se implicitnim QR algoritmem nuluji mimodiagonalni
prvky.

2.4.1 Numericky vypocet vlastnich ¢isel Hamiltonovy ma-
tice

Pii vypoctu vlastnich ¢isel Hamiltonovy matice je dulezité vyuzit jeji specidlni struk-
tury a vlastnosti. Kdybychom pouzili naptiklad QR algoritmus, vlivem konecné arit-
metiky bychom tyto vlastnosti ztratili.

V nize uvedenych kapitolach uvadime, ze pti vypoctu jednoho kritéria robust-
nosti je potieba rozhodnout, zda ma odpovidajici Hamiltonova matice ryze imagi-
narni vlastni ¢isla. Proto je dobré vyuzit metody, které budou zachovavat naptiklad
symetrii vlastnich ¢isel. Zaokrouhlovaci chyby potom zpusobi, Zze ryze imagindrni
¢isla se budou posouvat po imaginarni ose. Nastinme si nyni metodu pro vypocet
vlastnich ¢isel Hamiltonovy matice, kterou navrhli Benner a Kressner v [2].

Pro zachovani struktury by mély podobnostni transformace byt provedeny mati-
. o . I,
cemi symplektickymi (tJ. UTJU = J, kde J = [ 0

10 ]) a ortogonalnimi
(tj. UTU =UUT =1).
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Pripravnd kapitola Numerickd analyza a vypocet vlastnich cisel matice

Véta 2.16. ([1]) Necht’ H € R?*™ 2" je Hamiltonova matice, potom ezistugi ortogo-
ndlni symplektické matice U,V € R takové, Ze

Rip Rip
0 Ras } , (2.11)

kde R; ; € R™" (proi,j € {1,2}) a matice Ry je horni trojihelnikovd a Ry o dolnt
Hessenbergerouva.

U'HV = {

Tvrzeni 2.1. ([1]) Necht’ H € R**?" je Hamiltonova matice, potom existuji orto-
gonélni symplektické matice U,V € R?™*2" takové, 7e
_R1’1R£2 R1’1R¥22 - RLQR{:L

0 ~RyoRY, |

kde R; ; € R™" (proi,j € {1,2}) a matice R;; je horni trojihelnikovd a Ry dolni
Hessenbergerova.

UTHU = { (2.12)

Dikaz. Podle véty 2.16 existuji ortogondlni symplektické matice U,V takové, ze
plati (2.11). Déle plati UTU = ILVIV = I, UTJU = J a VIJV = J, potom
JHT J = J a nasledné
UTH*U =U"HHU =UTHVVTHU =UTHVVTJH"JU =
=UTHVVTVJVTHTUJUTU = (UTHV)J(VTHTU)J =
= (UTHV)JUTHV)TJ =
[ Riy Ry 0 L, ][R, O 0 I,]
" 0 Ryy || —I, 0O R, RI, || -1, 0|
_ —R1,2 Rl,l 0 Rﬁ _ —R1,1R£2 RI,IR{Q —R1,2RlT,1
—Ryy 0 ~RY, RI, 0 —RyoRT '
O

Matice —Rl,lR%:g je horni Hessenbergerova matice, jeji vliastni ¢isla jsou mocniny
vlastnich ¢isel Hamiltonovy matice H. K jejich vypoctu muzeme pouzit periodicky
QR algoritmus.

Algoritmus 2.3. Vypocet vlastnich ¢isel Hamiltonovy matice

Vstup: H Hamiltonova matice

a) urci ortogonalni symplektické matice U,V , aby UTHV = [ RS’I 21’2 },
2,2
(véta 2.16)
b) periodickym QR algoritmem aplikovanym na —RLlR;Q spocti vlastni ¢isla
li,izl,...,n
¢) vypocti vlastni éfsla Hamiltonovy matice \; = v/I;, Apyi = —V/1;, pro i =
1,....n.

Vystup: A\;, proi =1,...,2n.
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2.5 Metody pro hledani optima

Pti hledani zpétnych vazeb (resp. odpovidajicich parametru) takovych, ze uzavieny
systém bude mit nejlepsi pozadované vlastnosti, budeme potiebovat numerické op-
timalizaéni metody pro jednorozmérné i vicerozmérné funkce. Piehledny vyklad op-
timaliza¢nich metod je uveden v [10, 12].

Definice 2.10. Bod z* € R" se nazyvd bodem lokdlntho minima funkce
f(x) : R" = R, pokud existuje ¢ > 0 tak, ze

F(£)> fa*),  pro Vi € U, e),
kde U(z*,e) ={z e R": 0 < |z — || <e}.
Definice 2.11. Bod z* € R" je bodem globélniho minima funkce f(z) : R — R,
jestlize

f(z*) < f(x), proVz € R"™

Definice 2.12. Funkce f(z) : R — R se nazyva kvazikonvexni funkci na intervalu
(a,b), kdyz pro libovolné body z,y € (a,b) a pro kazdé o € (0, 1) plati, ze:

flaz + (1 = a)y) <max{f(z), f(y)}.

Definice 2.13. Funkce f(z) : R — R je unimodélni funkci na intervalu (a, b), kdyz
existuje ¢ € (a, b) takové, ze f na intervalu (a,c) klesa a na intervalu (c, b) roste.

Véta 2.17. Necht’ je funkce f(x) : R — R unimoddlni funkce v intervalu {a,b) a
nabyvd svého minima v x* € {a,b). Potom pro x,y € {(a,b), x <y plati, Ze

- jestlize f(z) < f(y), potom z* < y,
- jestlize f(z) > f(y), potom x* > x,
- jestlize f(x) = f(y), potom z < x* < y.

2.5.1 Metoda zlatého rezu

V ptipadé jednorozmérné optimalizace unimodélni funkce muzeme hledat minimum
pomoci metody zlatého fezu. Minimum unimodélni funkce je pifimo jejim globalnim
minimem.

Uvazujme interval (a, b). Metoda vychézi ze t¥i bodu, feknéme a, b, d, rozmisté-
nych tak, aby a < d < b a pomér velikosti celého invervalu ku vétsi ¢asti byl stejny
jako pomeér velikosti vétsi casti ku mensi ¢asti aktualniho intervalu. K témto bodum
se konstruuje ¢tvrty bod ¢ a podle funkénich hodnot a véty 2.17 se vybirad trojice
bodu pro dalsi iteraci.
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Pro interval (a,b) vybirdme d, aby

b—a d—a
d—a b-d '
d—a b—a (d—a)+(b—d) b—d 1
TS Cd d—a d—a L I
1
y=1+—
5
P =7—-1=0
_1+45
T2 = 5
1+v5

Hodnota v = se nazyva zlaty fez, odtud také nazev metody.

2

Dalsi bod ¢ chceme umistit tak, aby pomér délek zustal zachovéan, at’ vybereme
jako dalsi trojici body a, ¢, d nebo ¢, d, b. Proto

c—a d—a b—c b-—d

d—c c¢—a b—d d-c

c—a=v(d—-c)=b—d

c=a+b—d.

:’y a

Délky intervalu obou uvazovanych trojic jsou shodné, (¢ —a = b — d).

Algoritmus 2.4. Metoda zlatého fezu

Vstup: tol (tolerance) > 0, kK = ﬁ, ag < by, dy = (bg — ag)k + ag, co = ag+ by — do,
k=20
while b, — a; > tol
if f(dk) > f(Ck) then Qp+1 = Qag, bk—i—l = dk, dk—i—l = Ck, Cky1 = Qk+1 T
b1 — dis1
else if f(dy) < f(ck) then appr = ck, bpy1 = b, Coy1 = di, dpy1 =
Ar41 + bpy1 — Crp1
else a1 = ¢, bpp1 = diy dip1 = (bpy1 — Q1)K + Qg1 Copr = Qg1 +
b1 — dis1
end if
k=k+1
end while

/ . _ ap41+b
Vystup: f(zg), kde x), = =4

Déle nas bude zajimat nalezeni optima nelinedrnich funkci vice proménnych,
které budou reprezentovany vybranymi kritérii robustnosti uvedenymi v nasleduji-

cich kapitolach. V [7] navrhuji pro hledani extrému téchto funkei napiiklad metodu
BFGS.
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2.5.2 Line search metody

Méjme funkei f(x) : R* — R a hledejme mingern f(x). Predpokldddme, ze v k-té
iteraci mame pro xp dany smeér poklesu hy. Checeme-li se z bodu z;, dostat do nového
bodu xp.1 = xk + thy, potiebujeme urcit velikost kroku ¢ ve sméru hy.

Oznacme ¢(t) = f(zx + thy), potom

g'(t) = V[ (g + thi)hy. (2.13)

Délku kroku chceme volit tak, abychom zajistili dostateény, ale vhodny pokles.
Dostaneme dvé podminky, které budeme chtit splnit souc¢asné. Prvni podminka po-
zaduje, aby byl pokles funkénich hodnot naslednych iteraci imérny velikosti kroku
i ¢'(0). Zabranuje pouziti piilis velkych kroku, tedy téch, pro které je g(t) — ¢(0)
mnohem vétsi nez ¢1¢'(0), kde ¢; € (0,1). Tato podminka je nazyvana Armijovo
pravidlo,

g9(t) < g(0) + c1tg'(0). (2.14)

Protoze podminka (2.14) neurcuje, kdy je krok prilis maly, pFidava se druhé pod-
minka. Pokud je hodnota ¢'(t) velkd zdporna, muze hodnota funkce f v tomto sméru
znacéné poklesnout a nemusime volit malé kroky. Hodnota ¢'(0) je zdpornd, vyndso-
benim konstantou ¢y € (¢1,1) ji zvétsime. Pokud pozadujeme, aby ¢'(t) > c2¢'(0),
vyloué¢ime malé kroky, protoze v okoli t = 0 bude mit ¢'(¢) podobnou hodnotu.

Celkem tak ziskdme nasledujictho Wolfeho podminky,

g(t) < g(0) + ¢1tg'(0) (2.15)
g'(t) > c2g'(0), (2.16)

kde 0 < ¢; < ¢o < 1. Velikost kroku ¢ potom volime takovou, aby vyhovovala
Wolfeho podminkam.

2.5.3 Kvazi-Newtonovské metody, metoda BFGS

Kvazi-Newtonovské metody patii mezi gradientni metody numerické optimalizace.
Uvazujme tlohu hleddni minima funkce f(x). Vyjdeme-li z néjakého bodu zy, chceme
najit bod xy1, pro ktery bude platit, ze f(xgi1) < f(zx). Protoze mame k dispo-
zici obecné vice sméru, snazime se vybrat nejvhodnéjsi smeér, ze kterého bychom
meli pokracovat. Tim by mohl byt smér odpovidajici zapornému gradientu, protoze
funkce f(x) zde dosahuje nejvétsiho spadu.
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Pro hlednédni minima se pouziva iterac¢ni predpis gradientnich metod

Tk4+1 = Tk — Ok Gk,

kde ay urcuje velikost kroku a gradient g, smér poklesu.

Kvazi-Newtonovské metody spadaji jednak mezi metodu nejvétsiho spadu (za-
kladni gradientni metodu) a také mezi Newtonovu metodu pro hledéni feseni neli-
nearnich rovnic (resp. soustav).

Z metody nejvétsiho spadu, u niz je

nggk

Tppr = T + o —
9 Han

Gk,

kde H je Hessova matice (matice druhych derivaci), chceme vyuzit vlastnosti kon-
vergence.

Podle Newtonovy metody, kde uvazujeme

Trp = T + Hy, g, (2.17)
resp. jeji modifikace

Thar = T, + e Hy g,

pracuji s Hessovou matici Hy.

Kvazi-Newtonovské metody jsou zalozeny na aproximaci inverze Hessovy matice
(By). Potom vztah (2.17) prejde na

Tpt1 = Tk — Brgg.

Aproximace By, je konstruovana tak, aby dobfe odpovidala matici H, L jejf vypo-
¢et nebyl naroény a vyuzival znalosti (vypoctenych matic a vektorn) z predchozich
iteraci. Tim se znacné odlisuji od klasické Newtonovy metody.

Uvazujme nejprve aproximaci ptimo Hessovy matice Hy,

k1 — Gk = Hi1 (Tpg1 — ).

Oznacme yr = gg+1 — gk & Sk = Tpr1 — T, potom Hy 15, = yi. Checeme, aby matice
Hj., byla symetricka, pozitivné definitni, splhovala rovnost Hyp,1s; = y, a navic
byla v normé nejbliz matici Hy.

Véta 2.18. ([10]) Necht’ H € R™", y = Hs, y's > 0 a H;, € R™" je dand matice,
potom plati B
win | — Hy|| = |17 — 1y,

kde T
H:m+g;$ii
s S
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Pripravnd kapitola Metody pro hledani optima

Nyni muzeme odvodit formuli pro vypocet aproximace Hessovy matice Hj.
Uvazujme Choleského rozklad matic Hy, = LLT z predchozi iterace a Hy,, = JJ7.
Pozadujeme, aby byl splnén vztah JJ%s = y a blizkost Hj 1 k Hy.

Oznaé¢me v = J7''s, potom

(y — Lojo’
J=L+ ———7——. 2.18
Lo (2.18)

Upravami ziskame

v(y — Lv)Ts
=L7 _— 2.19
v s+ o (2.19)

o= ITs+ v(yTs —TUTLTS)
vTw

T. . TrT , .
a pro w = %ULS bude LTs = (1 — w)v. Cheeme ziskat vztah pro v, oznaéme

p= ﬁ, potom v = pLT's. Dosazenim do (2.19) dostaneme

pLTs(y — LpLTs)Ts

LTs=1"7s
r T LTS (pLTs)
T
Yy s T
LTs=p—2° _
pls prSTLLTs
p2= yTS _ ?/TS

sTLLTs  sTHys

Pokud bude y*'s > 0, muzeme vyjadrit

y's
L s. 2.2
sTHys N (2.20)

v =

Tuto Upravu muzeme provést diky (2.13) a (2.16). Dosazenim (2.20) a (2.18) do
Hyp = JJT ziskdme

T TrT
yy Lvv' L
Hyp1=LL" — : 2.21
i + v vy (221)
Vyrazy s vektorem v muzeme déle vyjadrit
viv =yTs, (2.22)
T
T ys ryr_.T
= ———1L L. 2.23
VU THs ss (2.23)

Nakonec ze vztahu (2.21), (2.20), (2.22) obdrzime formuli pro aproximaci Hessovy
matice Hyiq

yy?  Hyss™ Hy

H, . =H,
k+1 kTt /s STHs

(2.24)
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Pripravnd kapitola Metody pro hledani optima

\% metodé BFGS (Broydenove-Fletcherove-Goldfarbové-Shannoove
kvazi-Newtonovské metodé) nds zajima tvar aproximace inverze Hessovy matice. Tu
ziskame ze vztahu (2.24) pomoci Shermanovy-Morrisonovy-Woodburyho formule.

Véta 2.19. (Sherman—Morrison—Woodbury) Je-li M € R™ ™ nesinguldrni matice a
w,v €R™ a N = M + w”, potom
M uoT ML

N'=M'4————.
+ 1+ oMty

Aplikujme tedy nyni vétu 2.19 na matici Hyyq

o yy” HesTH H yy” !
L ny —1 K vTs T Hs kTt vTs
Hily = o+ 2|+ -
k+1 k T -1
y s sTH[Hk+ZyTTSi| Hs
1— sTHs
1 H YyyTH | HssTH|z7-1  H yyTH!
—Hil HilnyHil |:H yls+yTH-1y | sTHs H yls+yTH-1y
= —_— — )
yI's+yTH 1y e P e . B
1 yTs+yTH-1y
o sT'Hs
(2.25)

Po upravé ziskdme formuli pro aproximaci inverze Hessovy matice By

T

T T
sy ys 58
B ——( ——)B( ——>+—. 2.2
k+1 yTs k yTs yTs (2.26)

Uvedené pozadavky na konstrukci aproximace inverze Hessovy matice By jsou
tedy splnény. Ziskame ji s vyuzitim predchozich iteraci, a sice modifikaci matice By
(aproximace z predchozi iterace) maticemi o hodnosti jedna.

Algoritmus 2.5. Hledani optima — metoda BFGS

Vstup: tol > 0 (tolerance), By = I, xy € R", go = g(z0), k=0
while [|g|| > tol

a) vypocti tx, = —Brgs
b) uréi ag,  (podle Wolfeho podminek (2.15), (2.16))
C) Thy1 = Tk + ozktk.
d) sp = Tpy1 — 1
e) spocti gry1

f)

g)

Yk = Gk+1 — Gk
vypoCti Biy1  (podle (2.26))
W) k=Fk+1

end while

Vystup: f(xg), Tk
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Pripravnd kapitola Metody pro resent nelinedrnich rovnic

2.6 Metody pro reSeni nelinearnich rovnic

Uvazujme soustavu nelinedrnich rovnic f(z) = 0, f(z) : R" — R™. Pii FeSeni
této soustavy muzeme vyuzit piistupy pro feseni problému minimalizace metodou
nelinearnich nejmensich ¢tverct.

Chceme minimalizovat || f(z)]|, pro # € R", resp. najit

Topt = arg min{ F'(z)},

kde F(z) = 3|l f(2)]? = 3/ (2) f(z).

Mezi metody, které se pouzivaji pii feseni tohoto problému, patii naptiklad
Gaussova-Newtonova metoda a Levenbergova-Marquardtova metoda. Vlastnostem
uvedenych metod se vénuji napiiklad v [18, 33].

Uvazujme Taylortuv rozvoj funkce f v bodé z + h

fla+h) = f(z) + J(@)h+ O(||h]),
kde J predstavuje Jacobian, tj. matici prvnich parcialnich derivaci.
Uvazované metody vyuzivaji linedrni aproximaci funkce f(z)
(h) 2 f(z) + J(x)h,
tedy f(x + h) = [(h). Potom
Flo 1) = 5 f7(o ) (o + h) & ST (i) =
= SU@) + T () + J()h) =
= ST (@) + BT (@) () + ST (@) () =
— F(x) + KT (@) f(z) + %hTJT(x)J(a:)h 2 ()
Gaussova-Newtonova metoda vyuziva itera¢ni formuli
Tyl = Tk + akhSN,

kde ay, je velikost kroku, kterou ziskdme metodou line search, nebo nastavime pev-
nou, a hiN predstavuje krok v k-té iteraci. Krok hA¢N splituje

hEN = argmin{L(h)}.
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Pripravnd kapitola Metody pro resent nelinedrnich rovnic

Gradient funkce L(h) je VL(h) = J*(z)f + J*(x).J(x)h a matice druhych derivaci,
tj. Hessidn, V2L(h) = JTJ. Matice V2L(h) je symetrickd, a pokud matice J bude
mit plnou hodnost, bude pozitivné definitni a L(h) bude mit jediné minimum.

Potom

VL) =J ' f+J"Jh =0
JVJh=—JTf (2.27)

a hON je fesenfm rovnice (2.27).

7 Gaussovy-Newtonovy metody vychazi Levenbergova-Marquardtova metoda.
Ta modifikuje aproximaci Hessidnu o diagondlni matici s parametrem p > 0.
Levenbergova-Marquardtova metoda (formulovand s volbou kroku odobné jako trust
region) Tesi ilohu

1
min§||f + Jh||?, s omezenim, ze ||h||* < p. (2.28)

Krok Levenbergovy-Marquardtovy metody A" je ddn fesenim

1
hM = arg min{L(h) + §,uhTh},

kde ¢len % ph®h predstavuje penalizaci omezujici podminky ve (2.28), kterd penali-
zuje velké kroky. Potom
1 1
L(h) = F(z) +h"J (2)f(2) + §hTJT(x)J(x)h + 5,mTh
VL) =J"f+J"Jh+ puh =0
a krok h*M je feSenfm rovnice

(JTJ 4+ pu)h = —J* f (2.29)

Parametr p zdsadné ovliviiuje i dalsi postup metody. Protoze ma platit (2.28),
mame jiz dané omezeni na velikost poklesu, proto zde uz neuvazujeme line search
metodu. V prubéhu metody ménime hodnotu p podle velikosti hodnoty

PO — L) (2:50)

piicemz F(zy) — F(xp + h™) piedstavuje aktudlni zménu v dané iteraci a L(0) —
L(R™) ptedpoklddanou zménu. Pro hodnoty p = 1 parametr p zmensime, pro
p blizko nule zvétsime a jinak ponechame stejny. Strucny néstin Levenbergovy-
Marquardtovy metody uvadi nasledujici algoritmus.
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Pripravnd kapitola Metody pro resent nelinedrnich rovnic

Algoritmus 2.6. Levenbergova-Marquardtova metoda [18]

Vstup: po, w0, Ho = J"(20)J (20), g(20) = J" (20)f, k =0
while [|gx| > ¢
a) vyies (Hy + pl)hiM = —g

— LM

)
¢) vypocti p = —F]_Eﬂ(”g))__ﬂ (é;ﬁ)l)
)

d) if p>0
Hyp = JT<xk+l>J($k+l)> Jk+1 = JT(inJrl)f(ﬂ?kH)
= /LHI&X{%, 1—(2p—13}, v=2
else p = pv, v =2v
end if
e) k=k+1
end while

Vystup: 41, f($k+1)
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3 Prirfazeni Jordanovy formy zpétnou
vazbou

Dynamické chovani autonomniho systému je dano vlastnimi ¢isly matice dynamiky.
Chceme-li zménit jeho vlastnosti, napt. z nestabilniho systému udélat stabilni, nebo
z pomalého systému rychly, zavedeme zpétnou vazbu. Podle toho, jaké hodnoty
muzeme mérit, rozliSujeme stavovou a vystupni zpétnou vazbu. V této kapitole si
nejprve pripomeneme vysledky praci [23, 16, 25]. Déle uvedeme novy algoritmus
na vypocet parametrické matice ptislusné k Jordanové formé, kterou vyuzivame pii
vypoctech stavové i vystupni zpétné vazby.

Méjme model spojitého systému

#(t) = Ax(t)+ Bu(t) (3.1)
y(t) = Cu(t),

kde A € R™" je matice dynamiky systému, B € R™™ vstupni matice (matice
buzeni), C' € RP*" vystupni matice, vektor z(t) € R™ je stav systému, vektor u(t) €
R™ vstup systému a vektor y(t) € RP vystup systému.

3.1 Stavova zpétna vazba

Zaved’'me stavovou zpétnou vazbu

kde F' € R™*™.

Definujme mnozinu vsech stavovych zpétnych vazeb

L x
fS(A,B,L)é{FGRWX”:(A+BF)~{O *}}, (3.3)
kde L € R*** s < n je dana redlnd Jordanova forma a symboly * oznacuji libovolné
realné matice. Jetlize s = n hovoirime o uUplném pritazeni, pokud s < n, jedna se
o neuplné prirazeni.
O nutné a postacujici podmince pro existenci stavové zpétné vazby pro piipad,

ze s = n, hovoii Rosenbrockova véta. Rozsiteni pro obecny piipad s < n lze nalézt
v [23].
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Pritazeni Jordanovy formy zpétnou vazbou Stavova zpétna vazba

Veéta 3.1. (Rosenbrock) Necht’ u(A, B) = {w;}™, jsou indexy riditelnosti dvojice
(A,B) av(L) = {v;}¥_, jsou stupné viech nekonstantnich polynomii matice L. Potom
mnozina F,(A, B, L) je neprdazdnd prdvé tehdy, jestlize k < m a pro viechna j =
L...,k platt >1_ (v; — i) > 0.

Uvazujme pro lepsi ndzornost zatim pouze tplné piitazeni. Ve vztahu (3.3) po-
zadujeme potom piimo, aby (A + BF) ~ L. Musi tak existovat reguldrni matice
X € R™" takova, ze

A+ BF = XLX .

Po dpravé dostaneme Sylvestrovu rovnici
AX — XL+ BFX =0. (3.4)

Ozna¢me FX = H, kde H € R™*" je parametrickd matice. Rovnice (3.4) ptrejde do
tvaru

AX — XL+ BH =0. (3.5)

Reseni X (H) Sylvestrovy rovnice (3.5) zavisf na prveich matice H. Bude-li platit, 7e
dvojice (A, B) je riditelnd, F,,(A, B,L) # 0 a A(A) N A(L) = (), potom bude matice
X (H) pro skoro kazdou matici H regularni. Stavovou zpétnou vazbu, ktera systému
(A, B) priradi pozadovanou Jordanovu formu L, muzeme potom vyjadiit ve tvaru
F(H)=HX '(H).

Nésledujici véta poskytuje redundantni explicitni parametrizaci mnoziny
Fs(A, B, L), obecné pro s < n.

Véta 3.2. Necht’ A(A)NA(L) = 0 a Fs(A,B,L) # 0. Potom plati ndsledujici

turzend:

(i) Reseni X(H) rovnice (3.5) md plnou hodnost pro skoro vsechny matice
H e R™*5,
(ii) Libovolnou matici F' € Fs(A, B, L) lze vyjddrit ve tvaru

F = o(H, Fy) = HIX"(H)X(H)] "' X" (H) + Fy (3.6)

kde H € H, 2 {H € R™* : det[X(H)] # 0}, X(H) je Feienim rovnice (3.5)
a pro Fy € R™™ plati, ze FoX(H) = 0. Je-li s = n, potom Fy = 0. Nao-
pak, za wvedenych predpokladi, matice p(H, Fy) ddana vztahem (3.6) patri do
Fs(A, B, L).

Parametrizace pomoci matice H € R™** je redundantni, tedy dava prebytecny
pocet parametru (ms), ktery by se zejména pii ndsledné numerické optimalizaci stal
velmi nezadoucim. Proto je uzitecné piejit k minimalni parametrizaci, ¢imz se pocet
parametru vyrazné snizi.
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Budeme-li opét uvazovat iplné prifazeni a vratime se ke vztahu (3.4), vidime, ze
reguldrni matice X nenf uréena jednoznacéné. Uvazujme X, X, (X7 # X3), potom
dostaneme A+ BF = X|LX;'a A+ BF = X,LX,' a

X\ LX;' = XoLX;
Jednoduchou upravou ziskdme
X' XL =LX;'X,.

Ozna¢me X, 'X, = Z, potom ZL = LZ a matice Z piedstavuje regularni matici
zaménitelnou s matici L. Mnozinu vSech nesingularnich matic zameénitelnych s matici
L budeme znacit Z(L).

Néasledujici tvrzeni ndam pomohou pfi zavedeni parametrické matice prislusné
k matici L, kterd bude mit minimalni pocet parametru.

Lemma 3.1. Necht’ A(A) N A(L) = 0. Potom plati nasledugici torzend:

(Z) Jestlize H1 = HQZ, Z € Z(L) a F01 = F[)Q, potom gO(Hl, Fgl) = QO(HQ,FOQ).

(ii) Pokud @o(Hy, Fy1) = @(Hy, Foo) = F a A+ BF je podobnd matici M =
diag{L, S}, L € R***, § ¢ R=9x(=s) "A(LYN A(S) = 0, potom H, = HyZ,
Z € Z(L) a F01 = FOQ.

Lemma 3.2. Necht’ Q(a) € R™** je parametrickd matice odpovidajici matici L €
R*** | potom skoro kazdda matice H € R™** miZe byt jednoznacné vyjddrena ve tvaru

H=0Q()Z, (3.7)
kde Z € Z(L).
Navazme opét na uplné prirazeni a Sylvestrovu rovnici (3.5). Podle predchozich
lemmat muzeme psat

AX — XL+ BH = 0,
AX — XL+ BHZ 0,
AX — XL+ BQ(a) = 0. (3.8)

Reseni rovnice (3.8) potom jiz zavisi na parametru «. Stavovou zpétnou vazbu zis-

kdme jako F(a) = Q(a)X (a).

Nésledujici véta uvadi explicitni parametrizaci stavovych zpétnych vazeb pomoci
miniméalniho poctu navrhovych parametru.
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Véta 3.3. Necht’ F(A,B,L) # 0, A(A)NAL) =0 avy > vy > ... > 1y jsou
stupné nekonstantnich invariantnich polynomi matice L, necht’ Q(a),a € RY je
parametrickd matice odpovidajici matici L a X («) jednoznacné reseni maticové rov-
nice

AX — XL + BQ(a) = 0. (3.9)
Navic, necht’ pro Fy € R™ ™ plati Fo X (a) = 0,
U(a, Fo) = [Whij(e, Fo)] = Q) [XT () X ()] ' X7 (a) + F, (3.10)
kde o € A2 {a € RY: rank[X(a)] = s}. Potom plati ndsledujici tvrzeni:

(i) rank[X (a)] = s pro skoro vSechna o € R7.

(ii) Ewistuje hustd podmnozina F, mnoZiny Fs(A, B, L) takovd, Ze libovolnd ma-
tice ' € F., miize vyt vyjddiena ve tvaru F = (o, Fy), kde o € A a F
splniuge podminku FoX () = 0. Naopak, libovolnd matice ve tvaru (3.10) patri
do mnoziny Fs(A, B, L).

(iii) Pocet q viech parametri v parametrizaci (3.10) (v parametri v o a m(n — s)

parametriu v Fy) je dan

g=mn—uv; —3vy — ... — (2k — 1.

Podle véty 3.3 jsme schopni najit explicitni parametrizaci mnoziny vsech stavo-
vych zpétnych vazeb pomoci minimalniho poc¢tu parametru. Pii uplném pritazeni
mame v volnych parametru z matice Q(«) a pii neuplném pribyde navic m(n — s)
parametri. Tyto parametry mohou slouzit k tomu, abychom ze vSech ptipustnych
vazeb vybrali tu nejlepsi.

Parametricka matice prislusejici matici L je dulezitym nastrojem pii vypoctu
zpétnych vazeb. Algoritmy uvedené v [16] uvadi postup vypoctu explicitni parame-
trizace mnoziny vsech stavovych zpétnych vazeb a rovnéz algoritmus pro vypocet
parametrické matice Q(«). Ten vsak vyzaduje i konstrukei zaménitelné matice Z.
Nasledujici algoritmus popisuje novy zpusob pro sestaveni této parametrické matice,
bez nutnosti vytvareni zaménitelné matice.
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Algoritmus 3.1. Vypocet parametrické matice Q(«)

vstup: L =diag{L}, L3,... LMLY L2, LR|...|LL L3, ... L} € RS,
L7 —  redlné Jordanovy bloky velikosti n! odpovidajici \; € A(L),
> nh>...>nl >0 Vje{l,2,....1=1},
v, = Eé-izlng,i =1,2,...,k, m pocet vstupu (1),

vystup: Q(«)

1) pritad’ 0 do vSech prvku Q(«)
2) prifad’ 1 nésledujicim prvkum Q(«) (pro zajisténi pozorovatelnosti (Q(«), L)
pro libovolny parametricky vektor « € R?)

(1,1),(1,”%4—1) (1 Elll n1+1);

(2,01 + 1), (2,vs +nd+1),..., (2,01 + X nb + 1);

(kv z]?:_11’/2' + 1)7 (kv E?:_llyi + nllc + 1)? (k Ef 11’/1 + Eik 11712 + 1);
3) pritad’ volné parametry do nésledujicich prvku matice Q ()

(j) 1)7 (jv 2)a SR (]7”} - n]l)7

(G.n1 + 1), (Gn +2), ., (G + 0t —ng);

(]72111n1+1)7<.]72l11n1+2>7'--7(.]72[11n1+n +Tl )
proj=2,3,...,k;

(j7V1+1)7(j77/1+2)7"‘7(j7yl+n§_n]1');
(]7V1+n%+1)7(]71/1+n%+2)77(.771/1_‘_”%—’_”%_77’3)7

(o + S ns + 1), (G + 5250 +2), ., (G, v + B2 nb + ng —|—n ?);
proj =3,4,... k;

(k7 Zf:_fyz + 1)7 (kv Zf:_fyl + 2)7 R (k7 25:12”2 + n11§—1 - nllc)v
(k, Ef;fui + n,lﬂf1 + 1), (k, Ef;fw + n,lvfl +2),...,(k, Ef;ful- + nifl — ni),

(b, SE 20+ S0 1), (k22 + S Tl 42), .

(kBB 4 2 Tl 4l —plE,
a (i,j), proi=k+1,k+2,....m; j=1,2,....s.
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Priklad 3.1. Necht’ matice B € R™*™ a m = 3. Budeme chtit ptitadit nasledujici
Jordanovy bloky,

—2 1 -3 1 —2 1
L1:|: O _2:|aL2:|: 0 _3:|7L3:|: O _2:|7
=[-8 (2],
tedy
L= diag{Ll, LQ, Lg, L4, L5}

Nastifime si, jak umistit parametry o do matice Q(«) € R3*8.

Blokum Ly, L3, L5 ptislusi vlastni ¢islo —2. Velikost nejvétsiho bloku je ny = 2,
velikost druhého nejvétsiho, tj. Ls, je také ng = 2, proto v druhém fadku k vlastnimu
¢islu —2, tedy na pozicich @21, Q22 nebude zadny parametr, n; — ng = 0. Velikost
trettho nejvétsiho bloku Ls pro vlastni ¢islo —2 je ny = 1, tedy v tfetim fadku bude
ny —ns = 1 parametr v prvku ()31 a ng —ns; = 1 parametr na pozici (03 5.

Vlastnimu ¢islu —3 odpovidaji bloky Lo a Ly, nejvétsi je Lo, jeho velikost je
ne = 2 a druhy nejvétsi je Ly, pro néj je ny = 1. V druhém fadku tak bude no—ny =1
parametr na pozici ()2 3. Nakonec, protoze tieti blok, ktery by meél vlastni ¢islo —3,
jiz neni, bude od pozice ()32 nésledovat ny — 0 = 2 parametru a od ()37 potom
ny — 0 =1 parametr a. Celkem bude o € R a matice Q(«) bude mit tvar

101 0 0 0 0 O
Qa)=10 0 ap 0 1 0 1 0
(0%)] 0 3 Oy4 Qf 0 Qg 1
Priklad 3.2. Uvazujme B € R"*™ kde m = 3. Budeme ptitazovat Jordanovy bloky
uvedené v nasledujici matici L,

-1 1 1 0
. 1 -1 0 1| [-1 1] [-1 1
L= diag 0 0 -1 1 { 0 —1]’{—1 —1}’[_1}
0 0 -1 -1

Potom parametrickd matice bude nasledujici

1 0 0 0 1 O 0 0 0
Qa)=|a; a 0 0 a3 0 1 0 1
Qy Q5 Qg Q7 Qg Qg Qip Q11 Q12

Piiklad 3.3. Méjme systém (A, B) dany maticemi

1 01 30 10
01121 0 0
A=|1013 3|,B=100
220 21 01
012 2 3 0 0
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Chceme nalézt matici F' € Fy, kterd piiradi systému (A, B) Jordanovu formu

L:diag{[_é _”,[—2},[—1]}.

Jednd se tedy o netplné prifazeni, (s < n). Explicitni tvar matice stavové zpétné
vazby je

18la1—31lap—187— 27a2a1—6T1a1—527’1042—1—267’1—1—12&17"1042

F— 1 2 1Bas+20+Taza
=, 1 —6r2a1—52r2a2+26r2+112a1r2a2—103a1—§89a2+293+107a2a1
2 T2 —8a1—13a2+20+Tagan

1701712 +363a0ar; —202r1 v —465a01 —309a0+1023—1827r1 aea +40671
4(—80&1 —13a2+20+7a2a1)

3271 —202r2ar1 +170c1 roas —393 a1 +40612+663—182ra0 —201an
4(—8a1—13a2+20+Ta2r1)

2161 r1ae+459a0a1 —270r1 a1 —6751 —3250a2+1517—2087r1 o +554r1
(—8&1—13&2—0—20—{-70{20{1)

—267a1 +247Tao+277+183caar1 —270r2001 +216a1 rocvo +5541r2 —208r2 o
6( 8a1—13a2+20+7a2a1)

—12787r1 1 +1098cv1 71 cea+254611 —12227r1 g +6173—283501 +2349a0 1 —2131an
12(—80&1 —13as +20+7a2a1)

—1278roa1 +1098a1 roaa+2546712 —1222r9 g +44534-2241a0v1 —1679c02 —2619¢1 )
12(—8a1 —13a2+20+7az2a1)

130520
kde oy # =020

Névrhové parametry jsou oy, s (z matice Q(«)) a ri, 7 (vzniklé nésledkem
neuplného prirazeni). Viechny tyto volné parametry muzeme vyuzit k néasledné op-
timalizaci vlastnosti matice dynamiky uzavieného systému, ¢i regulatoru.

3.2 Vystupni zpétna vazba

Pokud neméame k dispozici vSechny slozky stavového vektoru, ale jen nékteré z nich
nebo jejich linearni kombinace, stava se problém pfifazeni Jordanovy formy daleko
obtiznéjsi. Ptirazeni Jordanovy formy (stejné jako prifazeni péli) vystupni zpétnou
vazbou spada do tiidy NP-tézkych problému.
Pro systém (3.1) zavedeme vystupni zpétnou vazbu

u(t) = Ky, (3.11)
kde K € R™*P.

Déle oznac¢me mnozinu vSech vystupnich zpétnych vazeb

Ky(A,B,L) 2 { K € R™: (A + BK) ~ H :] , (3.12)
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Pritazeni Jordanovy formy zpétnou vazbou Vystupni zpétnd vazba

kde L € R*** s < n, je dand realnd Jordanova forma a symboly * oznacuji libovolné
realné matice. Jestlize s = n hovorime o tUplném pritfazeni, pokud s < n, jedné se
o neuplné prirazeni.

V préaci [16] jsou uvedeny tii pristupy k nalezeni vystupni zpétné vazby. Kvuli
nasledné optimalizaci vlastnosti systému (3.1) se budeme sousttedit na pristup, ktery
prevadi problém nalezeni vystupni zpétné vazby K € K, na tlohu nalezeni stavové

zpétné vazby F' € F, (jiného ekvivalentniho systému) takové, ze F' ma m(n — p)
nulovych prvku.

Uvazujme systém (3.1) a definujme nésledujici transformaci
z:TI:{g}x, (3.13)

kde matice D € R P)*" je yolena tak, aby matice T = [ IC) ] byla regularni.

Odvod'me ekvivalentni systém (A, B, C) pro vektor z,

2 = Ti=TAz+TBu=TAT '2+ TBu
y = CT 'z (3.14)

ProtoZe matici T jsme volili reguldrni, mtuZeme uvazovat T—!. Plati TT! = I, tj.

[ g } T7'=1,apotomje CT'=[ 1, 0]. Vztah (3.14) mizeme déle upravit

i = Ti=TAv+TBu=TAT '2+TBu
y = CT'z=[1, 0]z
Nésledné obdrzime systém (A, B, )

= Az + Bu (3.15)
y = Cz

kde A=TAT',B=TB,C=[1, 0],I, e R
Pro systém (3.15) mame

u= Ky
uw=KCz
uw=Fz proF =KC.
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Poznamka 3.1. Nazna¢me souvislost mezi systémy
A+BF ~L
TAT '+ TBF ~ L. (3.16)
Pro (3.16) tedy existuje regularni matice X takovd, ze
X YTAT'+TBF)X = L.
Upravami ziskame
X 'TAT'X + X 'TBFX =L
AT'X —T7'XL+ BFX = 0.
Pro F = KCT ! (tj. F = KC) a P = T7'X mame déle
AP —PL+ BKCP =0
P YA+ BKC)P =1L, neboli
A+ BKC ~ L.

Pokud tedy nalezneme F' € F; takovou, ze pro F' = [ F, F ], kde F; € R™*P
a Fy € R™*("=P) pro niz bude

F, =0, (3.17)
mizeme vyuzit vztahi
F=KC=K|[I, 0]=[K 0] a
F=[F 0]

a ziskame, ze vystupni zpétnou vazbu K muzeme vyjadtit jako K = Fj.

Vyhodou tohoto ptistupu je prevod na vypocet stavové zpétné vazby. Naopak
obtiz zde vznikd prévé pii nulovani danych prvki, tj. prvka na pozicich f;; pro
t=p+1,p+2...,naj=1,...,m.

Piiklad 3.4. Uvazujme systém (A, B, C), kde

A= B = C=0100
0110 10 0010
1011 0 1

Chceme navrhnout vystupni zpétnou vazbu K € Ky, kterd systému (A, B, C') bude
pritazovat Jordanovu formu

L:diag{{_g _;},[—1},[—4]}.
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Podle uvedeného postupu dostaneme matici F'(aq, ag, as, ay), pro kterou bude
F;, =0 pro

13500 + 49 + 300001 — 4170y
O T 450y —357a +29

1 —321302 + 2985040, + 15450, — 98 — 12950,
540 Say — 1 ’

g —

Potom explicitni tvar vystupni zpétné vazby je

3(—1083a1 +60cacr1 +211+73004) 3(150cea —357v1 +89)
K — (3a4—1)(5a4—1) —bayg—3a1+1+15a4 01
. 2(—128341 +675xa 01 +25484-8425014) —49

5004 —153c1+41

—12
49—50004 4135041 —117 )
50a4 —153a1 +41

1 1 153 41
kde ay # 5 Qy # 3 Q1 F F504 — 55

Volné parametry oy, ay mohou byt voleny na zakladé ruznych kritérii, jak budeme
uvazovat dale.
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4 Robustnost uzavieného systému

Podle predchozi kapitoly umime explicitné vypocitat stavovou zpétnou vazbu pro
systém (3.1). Ziskany uzavieny systém je stabilni pro libovolnou stavovou zpétnou
vazbu z mnoziny F,(A, B, L). V matici stavové zpétné vazby se vyskytuji navrhové
parametry. Diky témto parametrum muzeme zvolit matici F' € F,(A, B, L) tak, aby
uzavieny systém byl v néjakém smyslu nejlepsi.

Prvky matice dynamiky otevieného systému jsou urceny hodnotami veli¢in redl-
ného modelu. U mechanickych soustav napiiklad hmotnosti, délky, tuhosti pruzin,
u elektrickych soustav napiiklad hodnoty odport, indukénosti apod. Tyto hodnoty
ovSem nezname presné. Proto chceme, aby i pti perturbaci vSech prvki matice dyna-
miky zustal uzavieny systém stabilni. V tomto piipadé hovotrime o robustni stabilité
sytému.

Podobné muzeme uvazovat perturbace ve zpétné vazbé. Casto je totiz mozné
realizovat prislusny reguldtor pouze na maly pocet platnych cifer. Pokud takovy
regulator uzijeme ke stabilizaci systému, budeme opét chtit, aby uzavieny systém
byl stabilni. Timto pozadujeme, aby reguldtor nebyl fragilni (kiehky).

Uvazujme systém (A, B) a vypoctéme pro néj stavovou zpétnou vazbu. Matice
uzavieného systému A, bude A, = A+ BF'. Od uzavieného systému pozadujeme, aby
zustal stabilni i pri urcitych zménach, perturbacich, v prvcich uvazovanych matic.
Perturba¢ni matici budeme oznacovat A.

Pro robustni stabilitu systému chceme, aby matice
(A+A)+BF =(A+BF)+A=A.+A
zustala stabilni.
Pro zabranéni fragilité (kiehkosti) pozadujeme, aby systém
A+ B(F+A)=(A+BF)+ BA =A.+ BA
zustal stabilni.

Obdobné méjme systém (A, B, C') a spoc¢téme pro néj vystupni zpétnou vazbu.
Matice uzavieného systému je potom A, = A+ BKC.

Pro robustni systém chceme najit co nejlepsi matici K, aby matice
(A+A)+BKC=(A+BKC)+ A=A +A

zustala stabilni.
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Pro zabraneéni fragilité systému pii perturbacich ve vystupni zpétné vazbé pozadu-
jeme, aby matice

A+ B(K + A)C = (A+ BKC) + BAC = A, + BAC

zustala stabilni.

4.1 Kritéria robustnosti

V nésledujicich podkapitolach si uvedeme vyznamné kritéria robustnosti pro uza-
vieny systém se stavovou a vystupni zpétnou vazbou, jejich vlastnosti a metody pro
vypocet. Kritériim robustnosti se vénuji napiiklad v pracich [3, 13, 21, 28]. Nejprve
si nyni nastinime vyznam téchto kritérii na obecné stabilni matici X € C"*".

Jelikoz uvazujeme, ze X je stabilni matice, lezi prvky jejiho spektra A(X) v ote-
viené levé poloroviné komplexni roviny. P¥i posuzovani, jak je dand matice blizko
nestabilni matici, by prvnim pfirozenym kritériem mohlo byt to, jak je vlastni cislo,
které se nachézi nejvice vpravo, daleko od imaginarni osy, ¢imz dospéjeme k tzv.
spektrélni abscisse, oznac¢ované a(X),

a(X) =max{Re z: z € A(X)}.

Takové kritérium by ale nebylo p#ilis rozumné, protoze «(X) je velice citlivd na zmény
v prvcich matice. Pfevazné tedy chceme védét, zda matice zatizena jistymi pertu-
rbacemi zustane stabilni, resp. které perturbace v prvcich matice jiz vedou k jeji
nestabilité. Vezméme si matici perturbaci A € C™", ||Alls < ¢, kterou pficitdme
k X. Pokud vSechny body spektra matice X + A zustanou v levé poloroviné kom-
plexni roviny, muzeme tyto perturbace v X povolit a matice X zustane stabilni.
Timto ptrejdeme od spektra X k tzv. komplexnimu e-pseudospektru

AS(X)={z:2€ A(X +A) pro A € C™",||Al]y < €}

Prvek této mnoziny, jehoz realna cast je nejblize imaginarni ose, by vedl na dalsi
kritérium, tzv. e-pseudospektralni abscissu o (X):

a.(X) =max{Re z : z € A,(X)}.

Pokud bychom povolili pouze redlné perturbace, tj. A € R™ ", dospéli bychom
k redlnému e-pseudospektru

ARX)={z:2€ A(X +A) pro A € R™" ||Al, < &}

Pro zjisténi, jak daleko je matice od nestability, by bylo vhodné urcit velikost per-
turbaci e, pro kterou by néjaky bod mnoziny A.(X) lezel na imagindrni ose. To nds
vede k velice vyznamnému kritériu — poloméru stability:

rrp =1inf{||A|| : A € F™" a X + A je nestabilni},
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kde pro F' = C ziskame komplexni a pro F' = R realny polomér stability.

V praktickych piikladech nés zajimaji prevazné redlné perturbace, ale rg(X) je
znam. Nejenze dava dolni odhad pro realny polomér stability, ale také napt. souvisi
s e-pseudospektralni abscissou v tom smyslu, ze

re(X) <e < a(X) >0.
Priklad 4.1. Ukazme si vyznam jednotlivych kritérii robustni stability na matici

4.0000 2.1017 14.7288 —28.1017
4.0000 —1.4237 5.7966 —11.5763
7.0000 1.6780 19.5254 —40.6780
5.0000 1.1017 13.7288 —28.1017

Na obrazku 4.1a a 4.1b je vykreslené komplexni a realné pseudospektrum. Hod-
noty jednotlivych hladin jsou uvedené pro lepsi nazornost v logaritmickém méritku
(o zdkladu 10).

X —

Komplexni pseudospektrum Realne pseudospektrum

. :

) : 2.8

: \ 26
2/

1.2

R v ©)
- 16
\ ) :%// 14
(a) Komplexni pseudospektrum. (b) Redlné pseudospektrum.

Obrézek 4.1: Vykresleni pseudospekter.

Spektrum matice X je A(X) = {—1+j,—1 — j,—2, -2}, spektrélni abscissa je
a(X) = —1. Vypoctend hodnota komplexniho poloméru stability je 0.0404. Rovnéz
u komplexniho pseudospektra vidime, ze hladina s hodnotou priblizné 1.394 v logarit-
mickém méritku, tj. 0.0404, se jako prvni dotyka imaginarni osy. e-pseudospektralni
abscissa pro tuto hodnotu ¢ je nula a body, v nichz dosahuje svého maxima jsou
z = 4+0.85897.

Realny polomeér stability je ptiblizné 0.0602. Rovnéz na pseudospektru vidime, ze

hladina s hodnotou pfiblizné 1.2201 v logaritmickém meéritku, tj. 0.0602, se dotyka
imaginarni osy.
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4.2 Polomeér stability

Jednim z kritérii pro posouzeni robustnosti ¢i fragility systému je polomér stability.
Rozeznavame polomeér stability komplexni (r¢) a redlny (rg). K ziskani robustniho
systému ¢i méalo fragilniho reguldtoru se snazime najit takové tizeni, aby vysledny
systém meél maximalni polomeér stability. Pokud budeme uvazovat robustnost sys-
tému, jedna se o polomér stability, pokud nas bude zajimat fragilita regulatoru,
budeme hovotit o strukturovaném poloméru stability.

4.2.1 Komplexni polomér stability

Uvazujme stabilni matici X € R™™ n < m a rank(X) = n. Komplexni polomér
stability nam dava informaci o tom, jak daleko je matice X od nejblizsi nestabilni
matice.

Podobny problém ptedstavuje zndma véta o aproximaci matice matici nizsi hod-
nosti, kde zkoumame vzdalenost matice X a nejblizsi matice dané hodnosti k # n.
Libovolnou matici muzeme podle (2.2) rozlozit na X = > 7" | 0;(X)w;(X)v; (X),
neboli na soucet nezavislych matic hodnosti jedna. Nejblize se k matici X pribli-

zime, budeme-li vhodné kopirovat tuto jeji strukturu. Uvazujme tak matici Xyprox =
S oi(X)uy(X)vi(X) s hodnosti k. Vzdalenost mezi X a X0 bude odpovidat
nejvetdimu singlarnimu ¢islu matice (X — Xaprox), tedy ox41(X). Napiiklad vzdale-
nosti mezi matici X a nejblizsi matici nizsi hodnosti £ = n — 1 pak bude odpovidat
velikost nejmensiho singularniho ¢isla o, (X).

Mezi stabilni matici a nejblizsimi nestabilnimi maticemi muzeme ocekavat ob-
dobny vztah. Matice, které budou destabilizovat matici X budou dany opét singu-
larnimi vektory a vzdalenost bude urc¢ena singularnim ¢islem néjaké vhodné matice.
Ta bude zaviset na volbé stabilni oblasti, resp. jeji hranici. Protoze nas opét za-
jiméa vzdalenost k nejblizsi nestabilni matici, budeme vybirat minimélni hodnotu
singularniho ¢isla vhodné matice mezi vSemi maticemi danymi zvolenou oblasti.

Definice 4.1. Komplexni polomér stability matice dynamiky uzavieného systému
(A07 Bv 0)7 Ac - Rnxn’ B - Rnxrn, C c RpXxn je

rc(Ae) = inf{||Al| : A € C™" a A, + A je nestabilni}.
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Matice A, predstavuje matici uzavieného systému zpétnou vazbou, ktery je jiz
stabilni. Pro stavovou zpétnou vazbu by bylo

A.= A+ BF, (4.1)
pro vystupni bychom méli
A.=A+ BKC. (4.2)

Poznamka 4.1. V dalsim textu budeme matici A, oznacovat stabilni matici danou
bud’ vztahem (4.1), nebo (4.2).

Pro dosazeni systému, ktery nebude fragilni uvazujeme nasledujici modifikaci.

Definice 4.2. Strukturovany komplexni polomér stability systému (A., B, C') defi-
nujeme jako

re(Ae, B,C) £ inf{||A| : A € C™? a A, + BAC je nestabilni}, (4.3)

kde A, € R, B € R™™ (C € RP*™.

Systém (A, B, C') bude nestabilni, pokud nékteré z vlastnich ¢isel matice dyna-
miky A bude lezet v pravé poloroviné komplexni roviny. Pfipadné o systému (A, B,
(') tekneme, Ze je na mezi stability, pokud nékterd vlastni ¢isla matice dynamiky
budou lezet na imaginarni ose a ostatni v oteviené levé poloroviné. Obecné uvazujme
oblast C,, pro niz je systém stabilni{, potom tedy bude nestabilni pro R*\C, £ Gy,
tedy jiz i pro vlastni ¢isla na 0C,,.

Véta 4.1.
7A(C(1407 B, C) =
— inf{||A]| : A € C™? A(A, + BAC)N9C, # 0} (4.4a)
= inf inf{JAl|: A € C™, det(s — A, — BAC) = 0} (4.4b)
sedly
= inf 11A1f{||Ay| : A € C™P det[I — AC(sI — A.)"*B] =0} (4.4c)
sedly
= {sup o1[C(s] — A,)'B]}! (4.4d)
s€0Cy

Dikaz. Komplexni polomér stability (strukturovany) jsme definovali jako inf{||A]| :
A € C™P A, + BAC je nestabilni}. Matice A. + BAC je nestabilni, jestlize jeji
vlastni ¢isla nendlezi do mnoziny C,. Ze spojitosti vlastnich ¢isel matice v zavislos-
tech na perturbacich na vstupech (podle véty 2.10) plyne, ze vlastni ¢isla prechézejici
z mnoziny C, do mnoziny C, musi lezet praveé na dC,. Proto lze pozadavek A.+BAC
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je nestabilni matice nahradit pozadavkem, aby A, 4+ BAC méla vlastni ¢isla na 0C,.
Tim jsme ziskali vztah (4.4a).

Nyni ukazme odvozeni vztahu (4.4b). Vyjdéme z (4.4a) a necht’ s € 9C,. Po-
tom s bude vlastnim ¢islem matice A, + BAC a det(sI — A. — BAC) = 0. Tento
vztah budeme postupné upravovat, pricemz k predposledni rovnosti dojdeme podle
vety 2.5.

det(sI — A, — BAC) = det[(s] — A.)(I — (sI — A.) ' BAC)]
— det(s] — A)det[I — (sI — A,)"'BAC] =
= det(sI — A.)det[I — AC(s] — A,)"'B] = 0.

O matici A, predpokldddme, ze je stabilni, proto det(sl — A.) # 0. Potom bude ale
det[I — AC(sI — A.)"'B] = 0. (4.5)

Tim jsme ziskali predpis (4.4c).
Dikaz vztahu (4.4d) budeme provadét ovéfenim obou nerovnosti
re 2> {supseac, 01[C(sI — A.) 7' B} " are < {supyeac, 01[C(s] — A) 7' B]} . Uva-

zujme nejprve prvai nerovnost. Podle vztahu (4.4a) zvolme s € 0C,NA(A.+ BAC).
Potom existuje x takové, ze

(A. + BAC)z = sz.
Roznédsobenim dostaneme
A.x + BACx = sx. (4.6)

Protoze matice dynamiky uzavieného systému je stabilni, musi byt s ¢ A(A.), tedy
Acx # sz, BACx # 0 a Cz # 0. Oznaéme y = C'r a upravujme rovnost (4.6).

(A. + BAC)x = sz,
A.x + BAy = sz,
BAy = (sI — A,)x,
(s —A) 'BAy =2, /C,
C(sI — A.)"'BAy = Cu,
C(sI — A) 'BAy =y.

Necht’ G(s) = C(sI — A.)"'B, potom G(s)Ay =y a

Wl = 1A < GG IANI
s EEaL
O
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Protoze dané vztahy plati pro libovolné s € A(A, + BAC) N 0C, ziskdme, ze

1
Al >
181 = pe, afCGT — Ay BT

1
{supseac, 1[C(s] — A)"1BI}

rc >

Naopak, oznac¢me opét G(s) £ C(sI — A.)"'B a necht’ suprema |G(s)|| je pro
s € 0C, dosazeno v sg. Predpokladejme nyni m > p (pro m < p bychom postupovali
analogicky). Singuldrni rozklad matice G(sg) (pfi rank|[G(sg)] = r) bude
G(so) = Z 8jU;V5,
j=1

kde s; jsou smgularnl cisla, u; levé singuldrni vektory a v; pravé singularni vektory.
Definujme A = —vlul Upravime vyraz G(so)Au; s vyuzitim unitarity singuldrnich
vektort (v} UZ—OprOJ#zav ”U]—l)

T
1 *
G(s0)Au; = E iUV} vlulul g sjs—ujvjvlz
, 1
Jj=1

1 1
= 51— U1V U] + So—UgV3V1 + ... + S — UV V] = Us.
S1 S1 S1

Potom
G(s0)Auy = uy,
C(sol — A.) ' BAu; = uy, /BA
AC (sl — A.) ' BAu; = BAuy,
AC (sl — A.) ' BAuy = (sol — A.)(sol — A.) ' BAuy,
(BAC + A)(sol — A.) "' BAu; = so(sol — A.) ' BAuy,
(A+ BAC)[(sol — A.) ' BAwy| = so[(sol — A.) ' BAuy],

BA
BA

pro z = (soI — A.)"'BAu; mame
(A+ BAC)z = spz.

Mezi vlastn{ ¢isla matice A+ BAC patif sy. Celkem je tak sq € A(Ad—BAC) NoC,.
Podle (4.4a) a protoze 01[C(sol —A.) "' B] < supyepe, 01[C(s] — A.) ' B] dostaneme

rc = inf{||Al| : A € C™P A(A. + BAC)NIC, # 0} <
<lal= = 1 < 1
- s o[C(sol — A)7IB] ~ SUP,eac, 01[C(s] — A) 7' B]

O

Vztah (4.4d), ktery ukazuje, ze r¢ lze vyjadrit pomoci singuldrniho ¢isla matice
C(sI — A,)"' B, se nejvice hodi pii vypoctech.
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Poznamka 4.2. Pii odvozovani rovnosti (4.4d) ve vété 4.1 muzeme vyuzit vztahu
mezi singuldrnimi ¢isly a hodnosti matic (véta 2.9). Plati

inf{||A]| : A € C™*® det[I — AC(sI — A.)"'B = 0}.
Podle véty 2.5 je det[I — AC(sI — A.)"'B] = det[I — C(sI — A.)"'BA] a podle
véty 2.9 pro M = C(sI — A.)~' B budeme mit
re(Ae, B,C) = inf inf{||A]]: A € C™, det[l — AC(sI — A) ' =B =0} =
sedly

1 1
sevty 01[C(sI — A)1B]  sup,epe, 01[C(sI — A.) 1B

Pokud B = C' = I,, bude mit vztah (4.4d) tvar

1 . -1 .
re(de) = SUP,eac, 01((s] — A.) ™! B sga%g o1l(s] = A) ] = sé%(gg Ominl(Ae = sT)]-

Véta 4.2. Necht’ C, = {s € C : Re(s) < 0} a B = C = 1I,, potom
T(C(Ac) S O-min(Ac)-

Dukaz. Necht' se pro néjaké s, € 0C, = {s € C : Re(s) = 0} nabyva optima.
Potom pro libovolné s € dC,, tedy i pro s = 0, budeme mit

rc(Ae) = Omin[(Ae — Sopt])] < Tmin(Ae)-

Véta 4.3. Necht’ C; = {s € C: Re(s) < 0}, potom
re={ sup o [Cjwl — A)'B]} 1, (4.7)

we <Oawrﬂax>

o1(C)o1(B
kde w € R a |wmaX’ S 01<AC) + gi((c,)qgll(B; :

Dukaz. Necht' C, = {s € C : Re(s) < 0}, potom 0C;, = {jw € C : w € R}.
Vztah (4.7) plyne piimo ze vztahu (4.4d). Podle (4.4a) je matice jwl — (A.+ BAC)
singularni. Nésledné podle véty 2.8 (pro M = jwl, kde pro w # 0 je M nesingulérni)
a protoze || (jwI)7'||7! = |w| plati, Ze |w| < ||A.+ BAC||. Dalsimi tipravami z{skame

wl < [[Ac + BAC| < [[Acl| + I BAC < [|Ac]l + [ BIIIIATICI
Daéle pro ||Agpt|| (matici z véty 4.1, pro niz ve vztahu (4.4a) ziskdme hodnotu r¢) a
s = jw podle (4.4d) plati, ze

1 1

A < < .
|1 Bopell < n[C(jwl — A7 = 01(CAIB)
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Celkem s vyuzitim véty 2.6 dostaneme
|wmax| S Ul(AC) +
OJ

Pro vypocet komplexniho poloméru stability pottebujeme umét spocitat (4.4d).
Jak jsme uvedli, zajimd nés piipad, ze dC, je imaginarni osa, tedy ve vztahu (4.4d) je
s = jw, kde w € R. Vysledné kritérium — komplexni strukturovany polomeér stability
(resp. pro B = C = I,, komplexni polomér stability matice dynamiky uzavieného
systému) — bude mit tvar

1
SUpyer 01[C (Jwl — A.) ™' B]

re(Ae, B,C) = (4.8)
Pro praktické postupy musime nejprve zvolit néjaky interval (a,b), na kterém se
budeme pohybovat. Podle véty 4.3 a muzeme volit interval (0, wiay), kde wpay je ur-
¢eno ve vété 4.3. Nyni si uved’'me metody, pomoci nichz muzeme vypocitat hodnotu
komplexniho poloméru stability.

Jednou z moznosti je pouziti hrubé sily a na podintervalech celkového intervalu
aplikovat optimaliza¢ni metody. Vhodnéjsi metody pro vypocet (4.4d) potom navrhli
Byers a Boyd s Balakrishnanem.

Byersova metoda bisekce

Byers v [8] navrhl metodu bisekce pro piipad, ze B = C = [,. V [5] Boyd a
Balakrishnan rozsifili tuto metodu pro obecny stabilni systém (A., B,C). Byer-
sova metoda bisekce, podobné jako metoda bisekce pro hledani kotfent rovnice,
vychazi z pocatecniho intervalu a v kazdé iteraci modifikuje jednu z jeho mezi
podle rozhodovaciho kritéria. Jedna se o efektivnéjsi metodu, nez ty, které vycis-
luji o1 [C'(jwlI — A.)"'B] pro w € R a hledaji maximum optimaliza¢nimi metodami.
Je zalozena na vztahu mezi singuldarnimi ¢isly matice v (4.8) pro w € R a imagi-
narnimi vlastnimi ¢isly ptislusné Hamiltonovy matice, ktery uvadi nasledujici dvé
veéty.

Pro dany systém (A., B,C) a v € R zavedeme matici
o [A 0o 1. [B o0 0 v 1 [C o]
"0 AT 0 —CT ||~ 0 0o BT |~

[ oA ieBT)
= | —icre ar |- @9

Matice M, je podle véty 2.4 Hamiltonova.
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Véta 4.4. Predpoklddejme, Ze matice A. nemd imagindrni vlastni c¢isla, v > 0 a
wo € R. Potom v je singuldrni ¢islo matice C(jwol — A.)"'B prdvé tehdy, kdyz
M., — jwol je singuldrni.

Dtikaz. Ukazme platnost implikace zleva doprava. Matice A. nemd imaginarni
vlastni ¢isla, tedy pro imaginarni ¢islo s = jw, kde w € R, muzeme uvazovat vyraz
(jwl — A.)~L. Necht’ v je singuldrnim ¢islem matice C(jwol — A.) ™' B, potom necht’
u, v jsou prislusné singularni vektory, u # 0, v # 0.
C(jwol — A.) ' Bu = v
[C(ngl — Ac)_lB] "0 = ~u,

C(jwol — A.) ' Bu = yv
BT (juwol — A)*CTv = yu,

C(jwol — A) 'Bu =~y
BT (—jwol — ATY"1CTy = ~u,
oznacme 1 = (jwol — A.)'Bu a s = (—jwol — AD)71CTv, tj.
Cr=~vaB's=~u

1 1
u=-BTsav=—-Cr.
g v

Potom
U B _0% r
v o L9 s |’
L~ L 5
wu] [0 2 C 0 r
v o L 0 BT ’
L ¥ L 5
(w] [0 A4I]7'[C 0 T
v N k2 01 [0 BT:|{S:|7 (4.10)
[ ] [0 . 0
v | #+ Ol,pr0t01{ }7&[0

Pokracujme déle od vztahu pro r a s:

r = (jwol — A.)"'Bu
s = (—jwol — ADY10T,

(jwol — A)r = Bu
(—jwol — AD)s = CTw,
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Jjwor — A.r = Bu

—jwes — Al's = CTw,
Celkem

e -1 e ]

Dosazenim vztahu (4.10) ziskdme

i IR I

je

u[]m ]

a tedy jwp je vlastnim cislem matice M, a [ Z } prislusny vlastni vektor.

Pti dikazu opacéné implikace postupujeme analogicky. [

Z véty 4.4 plyne nasledujici véta, kterd nam dava rozhodovaci kritérium, zda
mame prenastavit dolni, nebo horni mez.

Véta 4.5. ([5]) Necht’ A. je stabilnd, v > 0. Potom sup, g 01[C'(jwI — A.) ' B] >~
pravé tehdy, kdyz M, md imagindrni vlastni cislo.

Dukaz. Necht’ M, mé alespon jedno imaginarni ¢islo, tj. Jjw, w € R : (M, — jwl)
je singuldrni. Podle véty 4.4 o;[C(jwl — A.)"'B] = =, potom sup,,cg 01[C (jwI —
A.)'B] > ~. Naopak necht’ sup g 01[C(jwl — A.) "' B] > 7. Protoze o1[C(jwl —
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A.)7'B] je spojitou funkef v w, existuje @ : 01[C(jwl — A.)"'B] = v. Potom (M, —
jwl) je singularni a M, mé imagindrni vlastni ¢islo. O

Podminku, zda M, nemé imagindrni vlastni ¢isla, neni nutné ovérovat jejich
piimym vypoctem. Vlastni ¢isla matice M, nemuzeme presné spocitat v koneéném
poctu krokt. Proto je lepsi vyuzit vlastnosti Hamiltonovych matic.

Oznac¢me charakteristicky polynom matice M, jako r(s), tj. 7(s) = det(sl —M,).
Protoze M., je Hamiltonova matice, ma podle véty 2.3 vlastni ¢isla symetrickd podle
imaginarni osy.

Potom muzeme rozepsat charakteristicky polynom r(s) nasledovné

r(s) =rp(s = A)(s+A)(s—=X)(s+ X)) ... (s = A)(s+ ) =
= (s = AD(s2 = A3) ... (s = A2). (4.11)

Charakteristicky polynom matice M, je polynomem v proménné s, lze tak zavést
polynom p(—s?).

Véta 4.6. Matice M., md imagindrni vlastni ¢islo prdvé tehdy, kdyz polynom p(—s?*)
ma redlné nezaporné koreny.

Dikaz. Plyne bezprostiedné ze vztahu (4.11), definujeme-li p(—s?) = r,(—1)""(s*+
AD) e (s A2). O

Poznamka 4.3. V ¢lanku [5] je k urceni, zda M, mé imagindrn{ vlastni{ ¢islo, vy-
uzivana Sturmova posloupnost polynomu ziskanych opakovanou aplikaci Euklidova
algoritmu. Nejprve se déli charakteristicky polynom jeho derivaci a poté vzdy pred-
chozi délitel polynomem vzniklym jako zbytek po déleni. Nasledné se vyuzije toho,
7e polynom p(—s?) nem4 realné nezdporné kofeny, kdyz vy = v, kde vy uddvd pocet
zmén znamének polynomu ve Sturmové posloupnosti pro 0 a v, témuz pro oo.

Pii numerickém vypoctu déleni polynomu vsak muze dochézet k nestabilité a
vysledky bychom ziskavali nepresné. Proto v této praci navazeme pii rozhodovani
o vlastnich cislech M., na vétu 4.6. Uvazujme, Ze polynom mé redlné kofeny. Po-
kud budeme ptedpokladat malé nepresnosti ve vstupnich datech a redlné koteny
budou od sebe dostatecné vzdéalené, bude se ménit nejprve jejich poloha na realné
ose. Dvé realnd vlastni cisla se k sobé budou priblizovat po redlné ose, az dosahnou
stejného bodu, odchyli se do imaginarni ¢asti komplexni roviny a stanou se kom-
plexné sdruzenymi vlastnimi ¢isly. Pro velmi blizké kofeny muze samoziejmeé i pro
malé perturbace nastat posun do imaginarni casti. Protoze ale nepotfebujeme spo-
¢itat presné hodnoty kofentu, ale jen urcit, zda jsou nékteré z nich redlné, budeme
se spoléhat na uvedeny pristup.
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Algoritmus 4.1. Vypocet komplexniho poloméru — Byersova metoda bis-
ekce, modifikovana verze

Vstup: A, (B, C), v, Yu, tol (tolerance)

while 7, + v, > 2toly,

_ +
a) v = 'Yu2'Yl

b) sestav M, (4.9)
c) sestav modifikovany charakteristicky polynom p(—s?) ((4.11), napf.
Leverieruv-Faddéjevav algoritmus ([23]))
d) vypocti kofeny p; polynomu p(—s?) (napf. pfevodem na vypocet vlastnich
¢isel companion matice ([11]))
f) if max;{Re(p;)} > 0 then (tj. M, ma imaginarni vlastni ¢islo)
N =7
else
Yu =7
end
end
Vystup: r¢ = 71
Piiklad 4.2. Pro matici X z piikladu 4.1 a startovaci interval (10.1235, 80.9878)
znézoriuji obrazky 4.2a a 4.2b nékolik prvnich iteraci metody bisekce, v£ oznacuje
doln{ odhad v k-té iteraci, 7Y oznacuje horni odhad v k-té iteraci.

Podobné, jak znazornuje obrazek 4.3, bychom vidéli i na pseudospektru, které
hladiny pfi iteracich volime.

wU_e 801 b ’
1=h
40+ 151
Ul _n, L
== ¥, 30 'VL—VL—VE{' 10k

=l =i

Obrazek 4.2: Byersova metoda bisekce, (a) nékolik prvnich iteraci, (b) detailni vytez.
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Komplexni pseudospektrum

Obrazek 4.3: Metoda bisekce — pseudospektrum.

Boydova-Balakrishnanova metoda

Metoda v [4] navrzend Boydem a Balakrishnanem vyuziva toho, ze algoritmem pro
vypocet vlastnich ¢isel Hamiltonovy matice (podkapitola 2.4.1) muzeme vypocitat
imaginarni vlastni ¢isla matice M, (4.9). Reknéme tedy, ze vypocteme pozadovana
jwi, ..., jw,. Tim se dostaneme na imaginarni osu a potom jiz musime jen uré¢it zpu-
sob, jak se po nf pohybovat, abychom nalezli sup, g 01[C'(jwI — A.) ' B]. Oznacujme
déle opét matici G(jw) = C(jwl — A,)"'B.

Diky symetrii okolo redlné osy se muzeme pro w soustiedit jen na interval (0, co),
resp. podle véty 4.3 jen na (0,wpnax). V souvislosti s definici pseudospektra 4.5,
pokud najdeme hladinu hq, kterd protina v nékolika bodech imaginarni osu, chceme
v dalsim kroku najit hladinu hy (s vétsi hodnotou nez hy), az bychom postupné
dospéli k hladiné hy, pro kterou bude v bodé w (odpovidajici vlastnimu éislu jw,
resp. —w pro vlastni ¢islo —jw) imaginarni osa jeji te¢nou.

Nejprve potiebujeme odhad vy < sup,,cg 01[{G(jw)]. Pro toto vy bude mit M,
obecné nékolik ryze imaginarnich vlastnich ¢isel jw; takovych, ze hodnota néjakého
singuldrniho ¢isla matice G(jw;) je rovna 7.

Jedna z metod, jak vybrat spravné intervaly, vychazi z nasledujici uvahy a vede
na Boyduv Balakrishnanuv algoritmus.

Pozorovani 4.1. Pro v, (kde k je prislusnd iterace), je vl — G*(jw,)G (jw;) pozi-
tivné semidefinitni matice pravé tehdy, kdyz o1[G(jwi)] = Y-

Ditkaz. Nejprve vezméme o1[G(jwi)] = 72 = M[G*(jwi)G(jw;)], potom A [y —
G*(jw)G(jw)] > 0, prokazdé i = 1,...,r. Naopak uvazujme, ze v21 —G*(jw;)G(jw;)
je pozitivné semidefinitni a ze 0,,[G(jw;)] = Y% pro néjaké m > 1 a 0,[G(jw;)] #
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01|G(jw;)]. Potom, protoze o1 > oy, je MV — G*(jw))G(jw;)] < 0, coz vede
ke sporu s pozitivni semidefinitnosti. |

Protoze nas zajimaji 01[G(jw)], plyne z predchoziho pozorovani, ze z vypocte-
nych ryze imagindrnich vlastnich ¢isel (jwi, ..., jw,) vyfadime ta jw;, pro ktera
Y2l — G*(jw)G(jw;) neni pozitivné semidefinitn{ matici. Pro zbyld jw, . .. jw, ur-
¢uji hodnoty wy, . . ., w, body, v nichz kiivka o1[G(jw)] bude protinat piimku vy = 7.
Déle zbyva urcit, které hodnoty w urcuji meze intervalu pro dalsi iteraci.

Pozorovani 4.2. Pro wj,w, € {wi,ws,...,w,} takovd, Ze w; < w, md matice
Vil — 1G* [j%(wl + wm)] G [j%(wl + wm)] zdporné wvlastni  cislo, pravé kdyz
1[G (3w + wm))]) > -

Pozorovani 4.2 ndm pomahd urcit, v jakych intervalech bude

Wopt = arg max o [C(jwl — A,) ' B].

weR

Tyto intervaly budou (wy,ws,), pro které je splnéno, ze o1[G(j3(wi + wm))] > Y-
Hodnotu max {01 [G (]“’ﬁ%)]} budeme v této praci volit za vyxi1. V [4] voli za
hodnotu 7.1 nejvétsi singularni ¢islo v jw, kde @ je stied nejvétsiho intervalu.

Priubéh jedné iterace algoritmu je znazornén na obrazku 4.4. Hodnota v, v iteraci

Y
(O] W12 (Il)z Lll)z,s (J‘J,x 034 6)4 (0]

Obrazek 4.4: Boydova-Balakrishnanova metoda, volba intervali na zakladé definit-
nosti matice.

k protina kiivku o1[G(jw)] v bodech wy,ws, w3, ws. V bodech w = wy 2, w = w34 ma

matice 721 — G*(jw)G(jw) zéporné vlastni ¢islo, bod we 3 vylouéime. Za 7y, 1 pro
dalsi iteraci volime hodnotu o1[G(jw; 2)].
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Algoritmus 4.2. Vypocet komplexniho poloméru — Boydova - Balakrishna-
nova metoda

Vstup: A, (B, C), 7, tol (tolerance), k = 0

a) pro y = 7y sestav M, (podle vztahu (4.9))

b) vypoctiryze imagindrni vlastni ¢isla jw; matice M,: A;(M,,) (algoritmus 2.3),
pokud A;(M,) = 0, pokracuj na krok g)

c) z mnoziny A;(M,) odeber ta vlastni ¢isla, pro néz je matice
V2l — G*(jw;)G(jw;) pozitivné definitni, pokud odebereme vsechna, jdi na
g)

d) uréi viechna w, = “F251 (kde jw; € Ar(M,)), pro kterd v21—G* (jws)G(jws)
ma zaporné vlastni ¢islo

e) Yer1 = max, 1[G (jws)], kde wy jsou body z kroku d)

f) k =k + 1, pokracuj na krok a)

g) Vk+1 = Yk, konec

Vystup: r¢ = 71;&1

V [4] je ukdzéano, ze konvergence této metody je vzdy alespon kvadraticka.

Jind metoda nalezeni spravnych intervalu pro dalsf iteraci vychazi z [17] a [26]
a jeji princip je nésledujici. Setad’'me sestupné imaginarni ¢asti prislusnych ryze
imaginarnich vlastnich ¢isel matice M,

W1 > Wy > Wsg > ... Wy

Opét chceme zjistit, jakému o;[G(jwy,)] vlastni ¢islo jwy, nalezi. Uvazujme obecné
kiivku . = 0;[G(jw)], w € R, kterd v okoli bodu w,,, odpovidé nékterému o;[G (jw,,)]-
V bodé w; bude kfivka ~; klesat.

Abychom zjistili, které kiivce o;[G(jwn,)] odpovidaji dalsi body wy,, kde m > 1,
zajima nas, zda je kiivka v v tomto bodé rostouci, ¢i klesajici. To muzeme zjistit
podle derivace % (wy,).

Vzhledem k tomu, Ze w,,, jsme ziskali jako vlastni ¢isla M., je w zavislé na hodnoté
~. Potom 1ze hledanou derivaci vyjadrit jako

oy ) !
Do) = (=22 , 412
o) = (=i ) (4.12)
pro A, = jwm, pricemsz g—;\('yk) 1ze podle [27] vyjadiit ndsledovné
O\, oM.,
Phm ) = A,, B,C)v,, 413

kde v, je normalizovany vlastni vektor odpovidajici vlastnimu ¢islu A, w), je jeho
levy vlastni vektor matice M, .
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Vime, ze v bodé w; bude g%(wl) zaporna. Pokud by v wy byla derivace kladna,
vyplyne ze spojitosti singularnich cisel a jejich vzajemného usporadani, ze wy pii-
slusi kiivee 01][G(jw)]. Pokud by ale v wy byla derivace zdporna, musi wy odpovidat
09|G(jw)]. Analogicky bychom postupovali dale pro dalsi body w,,. Déle vypozo-
rujeme, ze pokud znaménka ve dvou po sobé jdoucich w jsou ruzna, budou nalezet
témuz o;[G(jw)].

Oznacme nyni s, = sgn g—l(wm) znaménko derivace v w,, prom = 1,2,... r a
Cm prom = 1,2, ... r poradi singularniho ¢isla, tj. ¢,, = 1 urcéuje kiivku oy. Potom
vime, ze ¢, = 1, a dal postupujeme podle nésledujicich pravidel:

-je-li 5,1 <0 a s, <0, potom ¢, = ¢ppaq + 1,
-je-li ;01 <0 a s, >0, potom ¢, = Cpi1,
- je-li ;01 >0 a s, <0, potom ¢, = Crppt1,

- je-li 1 >0 a s, > 0, potom ¢, = ¢pi1 — 1. (4.14)

Takto bychom vybrali vSechna w,,, pro néz je c¢,, = 1, a ziskali bychom ptislusné
intervaly (w,_1,w;), (Wr—3,w,_2), ..., které odpovidaji nejvétsimu singuldrnimu ¢islu
01]|G(jw)]. Obrazek 4.5 ukazuje, jak podle pravidel (4.14) ziskdme pozadovand w;.

Poznamka 4.4. Kladné znaménko u wq, tj. s; > 0, by znamenalo, ze dolni mez
daného intervalu by byla v bodé —ws, a protoze jsme na intervalu (0, wyay), volili
bychom interval (0, w;).

/\cl(jm)

+/ 4% %\

N\ N
N\

®

Obréazek 4.5: Volba intervalu na zakladé znaménka derivace, Sreedharuv ptistup.
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Algoritmus 4.3. Vypocet komplexniho poloméru — Sreedhartv priistup
Vstup: A, (B, C), 7, tol (tolerance), k = 0

a) pro vy =y sestav M, (podle vztahu (4.9))
b) vypocti ryze imagindrni vlastni ¢isla jw; matice M,: Aj(M,) (algoritmus 2.3),
pokud A;(M,) = 0, pokracuj na krok h)

c) vypocti s;, proi =1,...,7

d) uréi w;, pro néz ¢; = 1 a sestav intervaly, pokud je délka nejvétsiho intervalu
mensi nez tol, pokracuj na h)

) spotti stiedy w, intervalu z predchoziho bodu

) s = masy {o [G )]}

) k=k+1

) Ye+1 = Yk, konec

Vystup: r¢ = 71;4}1

=0 —h @

Komplexni (strukturovany) polomér stability muzeme tak pocitat pomoci al-
goritmu 4.1, 4.2, 4.3. Algoritmem 4.1 muzeme pomérné snadno (s malym poctem
vyéislovani hodnot) vypocitat pribliznou hodnotu r¢. Algoritmy 4.2, 4.3 jsou potom
vhodné pro presnéjsi vypocty, navic jsou i rychleji konvergentni a nevyzaduji velky
pocet iteraci. V ukazkovych prikladech v této préci je komplexni (strukturovany)
polomér stability pocitan pomoci algoritmu 4.3.

4.2.2 Realny polomeér stability

Jak jiz bylo fec¢eno, redlny polomér stability muzeme definovat obdobné jako kom-
plexni, jen uvazujeme pouze realné perturbace.

Definice 4.3. Redlny polomér stability matice dynamiky uzavieného systému
(ACJ B7 C), Ac € Ran’ B e RnXm7 C c Rpxn je

rr(Ac) = inf{||Al| : A € R"™"™ a A, + A je nestabilni}.
Matice A, je opét matici dynamiky uzavieného systému zpétnou vazbou, ktery

je jiz stabilni. Pro stavovou zpétnou vazbu bychom méli A, = A+ BF, pro vystupni
A.= A+ BKC.

Pro posuzovani fragility reguldtoru vezméme opét nasledujici modifikaci.

Definice 4.4. Strukturovany redlny polomér stability systému (A., B, C),
A. e R B e R™™ (' e RP*™

rr(Ae, B, C) £ inf{||A]| : A € R™? a A. + BAC je nestabilni}. (4.15)
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Obdobné jako u véty 4.1 bychom také mohli zavést vztahy pro realny polomeér
stability, s vyjimkou bodu (4.4d), ktery zde neplati.

Véta 4.7.
TR(I407z37(7)::

= inf{||A|| : A € R™*? A(A. + BAC) N IC, # 0}
= i%((f: igf{HAH : A € R™P det(s] — A. — BAC) = 0}
s€dCy

— i . . mxp o o —1 —
Sé%((f:glgf{HA” : A € R™P det[I — AC(sI — A.)” B] =0}.

Vypocetni tvar pro rg nalezli Qui, Bernhardsson, Rantzer a spol. a jeho dukaz
je uveden v [22]. Zde ho pro struénost vypoustime.

Véta 4.8. ([22))

re(A,, B,C) = [max urlC(sI — A)'B]| (4.16)

s€dCy

_ g Re C(sI — A.)™'B —~yIm C(sl — A.)"'B
- ng%,w 72 %Im C(sl —A.)™'B ReC(sl —A,)"'B '

Véta 4.9. ([22))

I—A)'B —~T I—A)1B
- U({ Re C(sI — A,) yIm C(sI — A,)

Im C(sI — A)"'B  Re C(sI — A.)"'B }) je kvazikonvexnt.
2l ¢ c

Kvazikonvexni funkce mé konvexni mnozinu feseni a jeji lokalni minimum bude
tedy i globalnim minimem. Hodnotu up[C(sI — A.)~'B] muzeme tak urcit snadno
napiiklad metodou zlatého fezu (nebo také metodou bisekce apod.).

Opét nas bude zajimat piipad, kdy 0C; = {s € C : Re(s) = 0}, tj. {jw € C,w €
R}. Vztah (4.16) piejde do tvaru

-1
re(A., B,C) = [mea]é( prlCGwl — AC)‘lB]] , (4.17)
kde

pr[C(jwl — A)"'B] =

_ inf Re C(jwl — A.)"'B  —~Im C(jwl — A.)"'B 118
~ e 2\ | 2m C(jwl — A)7'B Re C(jwl — A.)7'B - (418)
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Diky symetrii muzeme uvazovat jen w € (0,00). Pfi vypoétu se vSak musime
omezit na néjaky konecny interval (0, wmayx). V [32] bylo dokdzéno, ze wyax 1ze volit

(analogicky jako u komplexniho poloméru stability ve vété 4.3) za oy (AC)+%.
Véta 4.10. ([32])
-1
r(An B,C) = | max  palCGwl — A) B (4.19)

w€(0,wmax)

o1(C)o1(B
kde wmax = 01(Ae) + _GIECAE%B;'

Nyni bychom jiz mohli uvazovat naivni algoritmus pro vypocet rg(A., B, C).

Algoritmus 4.4. Vypocet realného poloméru — naivni piistup

Vstup: A, (B, C)
a) rozdeél interval (0, wy.x) na podintervaly (w;,w;i1)
b) na kazdém intervalu (w;,w;41) nalezni maximum &; z hodnot ug[C(jwl —
A.)7'B] (napf. metodou zlatého tezu, (algoritmus 2.4))
¢) vyber £ = max; &
Vystup: g = (£*)7!

Oznatme G(jw) = C(jwl — A.)"'B, potom vztah (4.18) prejde na

. Re G(jw) —7Im G(jw)
nelGUw)] = inf "2<[ UIm G(jw)  Re G(jw) D

Prestoze ur|G(jw)] muzeme spoéitat pro unimodélni funkci pomoci metody zlatého
fezu, stale je obtizné nalézt sup,c g .,...) Hr[G(Jw)].

V [26] se k vypoctu (4.17) vyuziva, stejné jako v predchozim odstavei, vztah mezi
singularnimi ¢isly a vlastnimi ¢isly odpovidajici Hamiltonovy matice.
Oznacme () ()
. . Re G(jw) —vIm G(jw
A
Py, G(jw)) = [ “Im G(jw)  Re G(jw)
Lemma 4.1.

~ ‘ Re G(jw) ivIm G(jw)
P(y,G(jw)) ~ {j%]m G](jw) j;?/e G(jz’) } '

Dikaz.
[0 a1 s 1[0 5

_ { Re G(jw)  jvIm G(jw) ]
- j%lm G(jw) Re G(jw)
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. I 0 I 0 I 0. B . .
Protoze [ 0 I } { 0 —jI } = [ 01 ], jsou prislusné matice podle definice 2.6

podobné. ]

Necht’ nyni P(vy, G(jw)) = [ Re G(jw) — jyIm G(jw) }

jzlm G(jw)  Re G(jw)

Lemma 4.2.
G 0
0

POGU =T, | ) & | T

[ 0 1.1 1[I 0
kdeTV‘{o 711175{1 —JHO 71}
Dukaz.

I o 1171 1][1 o0][G o0

0 ~7 i1 o | I —I 0 ~I 0 G
I
0

0 117 1[I 0]
S | 2| I —I 0 ~I |

Lol S0 6]l Sl il
-0 5 ]slete 6ve ] o o=
|1 P Re (G) Im (G) I 0] _ .ReG(ja.J) ijmG(jw) '
{0 ol 1]1 [Im (G) Re (G)] {O 7]} {j%ImG(jw) Re G(jw) }

O
Uvedend lemmata nam pomohou pii dikazu nasledujici véty.

Véta 4.11. ([26]) Necht’y € (0,1) a £ > 0. Potom prow € R, je & singuldrni ¢islo
matice P(v,G(jw)) prdve, kdyz jw je vlastnim éislem matice

L A 1Bt
H aAchac = ~C ~ ¢ '7~'7 )
A0 s B B S C AC
kdeAc_|: 0 _Ac:|7B’Y_7§|:_,Y—13 B :|7C’Y_7§|:,7—1C -C
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Dukaz. Matice H (€, A, BNV, CN’,Y) je Hamiltonova matice sestavena z matic A, B~77 C,.
S vyuzitim véty 2.16 staci ukdzat, ze P(v, G(jw)) = C,(jwl — A.)"'B,.

PGl =T, | § 6|7 -
1 I ~I C(jwl — A.)'B 0 1 I ~I |
V2 { v -1 ] { 0 C(—jwl —A,)'B ] NG { v -1 ] B
1 I A1 C 0 (jwl — A.)™? 0
=Lt L T e L

o ]l B

1 [ ¢ AC[jwI-A 0 1] B 4B _
V2| yie —C 0 Jwl + A, 5| —v'B B |

Podle véty 4.11 muzeme postupovat analogicky jako u komplexniho poloméru
stability, jen s tim rozdilem, ze zde musime navic zohlednit parametr v a zajima nés
druhé nejvétsi singularni ¢islo.

Uvazujme Ak-tou iteraci a oznacme &, = inf 1y 02[P(v, G(jwy))], ti- & =
02| P(7i, G(jwr))]-

Lemma 4.3. Necht’ pro pevné & € R§ je & = 09| P(7*, G(jw))], potom pro kazdé
w € (0,00) je 02[P(7", G(jw))] = infyeo) 02[P(7, G(jw))].

Dikaz. Plyne piimo ze vztahu (4.18) a vlastnosti infima. O]

Pro dané wy spocteme & a ;. Vhodné intervaly pro dalsi iteraci muzeme opét
urcit vypoctem ryze imaginarnich vlastnich ¢isel matice H (£k,AC,B~7,C~'7) a urce-
nim téch @, ktera prislusi druhému nejvétsimu singularnimu ¢islu, napiiklad pomoci
znaménka derivace odpovidajici kiivky v bodé w.

Algoritmus 4.5. Vypocet redlného poloméru — Sreedharova metoda [26]

Vstup: A, (B, C), wo, &, Qo = (0, wWmax), tol (tolerance), k =0

a) Pro wyi1 spocti &py1 = infie01y 02[P (v, G(Jjwk+1))] a nalezni ;4

b) je-li &1 > & vyber gy, jinak 1 =& o .

¢) vypocti ryze imagindrni vlastni ¢isla jw matice H(§kt1, Ae, By, Csr ), PO-
kud z&dnd nejsou, pokracuj na j)

d) pro kazdé w z predchoziho bodu uréi s; a ¢; podle (4.14)

e) vyber w;, pro néz je ¢; = 2, pokud zadné neni, jdi na j)
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f) urci Qkﬂ = (W, Wr—1)U(Wyp_2,w,—3)U..., pokud je délka nejvétsiho intervalu
mensi nez tol, pokracuj na j)

g) nastav Qg1 = Qk+1 U Qp

h) vyber w1 jako stied nejvétsiho intervalu v Qx4

) k=k+1

i) &rr1 = &, konec

Vystup: rg = ﬁk_jl
Priklad 4.3. Pro matice

79.0000  20.0000 —30.0000 —20.0000
A= —41.0000 —12.0000  17.0000  13.0000
167.0000 40.0000 —60.0000 —38.0000
| 33.5000 9.0000 —14.5000 —11.0000
[ 0.2190 0.9347
B 0.0470 0.3835 C— 0.0346 0.5297 0.0077 0.0668
0.6789 0.5194 |~ 0.0535 0.6711 0.3834 0.4175
| 0.6793 0.8310

a startovaci interval S (0,216.8366) znazornuje obrazek 4.6a princip metody
pro vypocet realného strukturovaného polomeéru stability, kde &, oznacuje odhad
hodnoty redlného poloméru v k-té iteraci. Kfivka o3[ P(v*, G(jw))] predstavuje pro
optimalni ~* kfivku, pro niz se nabyva pftiblizné v bodé w = 1.37675 optima.
Krivky o9[P(v;, G(jw))] jsou hornimi aproximacemi o3P (v*, G(jw))] v k-tych ite-
raci. Odtud je rovnéz vidét, ze Q1 C k. Na obrazku 4.6b je znaroznéna kiivka
o[ P(g, G(jw))] v posledni iteraci. Hodnota redlného strukturovaného poloméru
stability vychéazi rg = 0.514144. Tabulka 4.1 ukazuje, jak se méni hodnoty v jednot-
livych iteracich.

’ Tterace \ W \ Y \ &k ‘

Tabulka 4.1: Hodnoty v jednotlivych iteraci pti vypoctu redlného strukturovaného

polomeéru.

1 0

0.999999

0.931699

0

0.136582

0.931699

10.65244

0.227994

1.177244

1.310585

0.205987

1.919030

1.375544

0.227033

1.944970

O O = | W DN

1.376751

0.227043

1.944979
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Gyl P(d G(imn]
250 251

Un[P(J Gimn]

4
151
E)3 G‘)[ P( V'q Glu

Gl P(Y* Glio)] Gyl (Y7 o]

Syl PyE G

L L L L 1 L 1 1 L 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12

(a) (b)

Obrézek 4.6: Sreedharova metoda, (a) prubéh druhych singuldrnich ¢isel v zévislosti
na w, (b) druhé singularni éislo v posledni iteraci.

4.3 Pseudospektrum

Spektrum matice A, tvoii podle definice 2.5 body s € C, pro néz je det(sl —A.) = 0,
neboli body, ve kterych nenf definovan vyraz (sI — A.)~!, (Ize jej dodefinovat jako
00). Pseudospektrum matice A, budou pak tvorit body, v nichz je &islo [|(sT — A.) 7|
konecné, ale feknéme velmi velké. Zamétrime-li se opét na perturbace v prvcich ma-
tice a povolime perturbace omezené v normé, budou do pseudospektra matice A,
prisluset vlastni ¢isla té perturbované matice.

4.3.1 Komplexni pseudospektrum

Definice 4.5. Necht’ A, € R™*" ¢ > 0, potom

AS(A) ={s€C:s€ A(A.+ A) pro A € C",||Alls < ¢} (4.20)

je e-pseudospektrum matice A..

Opét muzeme uvazovat perturbace v prvcich reguldtoru, coz zobecnénim (4.20)
vede k definici strukturovaného pseudospektra.

Definice 4.6. Necht’ A, € R™*" B € R™™ (' € RP*" ¢ > 0, potom
AS(A., B,C)={s€C:s5€ A(A.+ BAC) pro A € C™?_||Ally < e}  (4.21)

je strukturované e-pseudospektrum systému (A., B, C).
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Véta 4.12.

3

AS(A., B,C) = {s €C:0y(C(sI — A,)'B) > 1} (4.22)

Ditkaz. Podle definice 4.6 je s € AS(A., B,C), kdyz s € A(A. + BAC), kde
IAll2 < €}. To znamena, ze det(sl — (A. + BAC)) = 0. Podle (4.5) je det(I —
AC(sI — A)"'B) =0, tedy 1 € A(AC(sI — A.)"'B) a [AC(sI — A.)"'Blv = v,

pro v € C", kde ||v||2 = 1. S vyuzitim téchto vztahu ziskdme dohromady nasledujici

L= vl = |AC(s] — A)"'B| < |A[[|C(s] — Ao) 7' B|

1
o S 1C(sI — A) ™' B||
IA]]
a protoze ||Al| < e
1 1
< —— < ||AC(sI — A) B,
e 4]
1
g < O'l[AO(S] - AC)_IB].
|
Poznamka 4.5. Pro piipad B = I,,,C = I, lze (4.22) vyjadiit jako
AS(A) = {s € C: opin(s] — A.) < e} (4.23)

Pii vypoctu hodnot pro znazornéni pseudospekra matice A, muzeme vychézet
ze vztahu (4.22) nebo (4.23). V komplexni roviné si vygenerujeme sit’ bodu (v x v)
a v kazdém tomto bodé bychom potiebovali spoc¢itat hledané singularni ¢islo. Vy-
pocet klasického pseudospektra bychom mohli urychlit, aplikujeme-li na matici A.
Schurtuv rozklad a nahradime ji unitarné ekvivalentni horni (kvazi-)trojihelnikovou
matici. Hodnoty singularnich ¢isel budou stejné, ale pocet potiebnych operaci se
snizi. U vypoétu strukturovaného pseudospektra vsak nelze vyuzit stejného zjedno-
duseni jako u klasického a musime se zde zatim spokojit s pfimou metodou vypoctu
hodnoty ze vztahu (4.22) v kazdém bodé mtizky a nasledném vykreslenim vrstevnic.

Algoritmus 4.6. Komplexni pseudospektrum

Vstup: A, € R™" (B, (), (meze Tmin, Tmaxs Ymins Ymax ),
(pokud B = C = I, nahrad’ A, horni (kvazi-) trojihelnikovou matici 7" z Schurova
rozkladu (dle véty 2.14))

a) vygeneruj miizku v X v

b) spocti o1[C(sI — A.) "' B] pro kazdy bod s mifzky v x v

c¢) vykresli vrstevnice pro

Vystup: komplexni pseudospektrum AS
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4.3.2 Realné pseudospektrum

Pro realné perturbace ziskame realné pseudospektrum.
Definice 4.7. Necht’ A. € R™" ¢ > 0, potom

AR(A) ={seC:sec AN(A.+A) pro A € R ||All < e} (4.24)
je e-pseudospektrum matice A..

Pii perturbacich v prvcich regulatoru zavedeme strukturované realné pseudo-
spektrum.

Definice 4.8. Necht’ A, € R™*" B € R™™ (' € RP*" ¢ > 0, potom
A¥(A., B,C)={s€C:s5€ A(A. + BAC) pro A € R™?_||Ally < e}  (4.25)

je strukturované realné e-pseudospektrum systému (A., B, C').

Podle vypocetniho vztahu (4.8) muzeme pocitat i redlné pseudospektrum.

Véta 4.13. ([14))

AR(A,, B,O) = {s € C: urlC(sI — A.)'B] > é} (4.26)

Algoritmus 4.7. Realné pseudospektrum

Vstup: A, € R, (B, (), (meze Tyin, Tmax, Ymins Ymax)
(pokud B = C = I, nahrad’ A, horni (kvazi-)trojihelnikovou matici 7" z Schurova
rozkladu dle véty 2.14)

a) vygeneruj miizku v x v

b) spocti ur|[C(sI — A.)~'B] pro kazdy bod s miizky v x v

c¢) vykresli vrstevnice pro &

Vystup: realné pseudospektrum AR
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4.4 H., norma

Uvazujme model systému

& = Az + Byw + Biu (4.27)
z = Chx
Yy = Clﬂf,

kde A,r maji stejny vyznam jako u (3.1), vektor w € R™ predstavuje poruchy
nebo testovaci signaly pusobici na systém, u € R™ je vstup, fizeni systému, vektor
z € RP fizend proménnd (vyjadiuje kvalitu toho, ¢eho chceme doséhnout) a y € R?
je vystupni proménna.

Pro matici uzavieného systému A. = A + B; K(C; zavadime prenos systému z w
na z jako G(s) = Cy(sI — A.)~ ' By. Zobrazeni z prostoru matic prenosu G(s) do R*
definované

|G (8) [l = sup 01(G(s)) (4.28)

s€0Cy

nazyvame H., normou. Nékdy se norma prenosu znaé¢i ||G||x.., kde Hoo je Hardyho
prostor [20].

My se budeme opét soustiedit na piipad, ze IC, je imagindrni osa, potom bude

G . = sup o (G5 (4.29)

Norma H,, udava, jaky vliv maji poruchy w na fizenou veli¢inu z. Protoze by
tento vliv mél byt co nejmensi, chceme dosdhnout miniméalni H,, normy.

Podle vztahu (4.29) je patrné, ze vypocet lze provadét stejnymi metodami 4.1,
4.2, 4.3 jako u strukturovaného komplexniho poloméru stability, pro vhodné zvolené

matice (A., B, C), konkrétné (A., By, Cs).
Pro systémy s jednim vstupem a vystupem piejde tvar (4.29) na

1Gl3o = sup |G(jw)l.
w€eR

V amplitudové frekvenéni charakteristice, kterd vyjadiuje zavislost |G(jw)| na frek-
venci w, tomu odpovida bod s nejvétsi amplitudou G pro frekvenci wpay, tedy

||G||'Hoo = Gmax'
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Piiklad 4.4. Méjme systém (A, By, Cy, By, Cy) s jednim vstupem a jednim vystu-
pem dany maticemi

-2 0 1 1
A= 2 =2 =3 |,By=|0|,Ch=[10 1],
3 1 1 0
0
By=|1],Co=[01 0].
0

Pro tento systém neobdrzime zddné parametry v matici Q(«). Volny parametr bu-
deme tedy uvazovat v Jordanové bloku L. Chceme najit vystupni zpétnou vazbu,
ktera priradi uzavienému systému A + B; KC; vlastni ¢islo —\.

Vystupni zpétna vazba bude mit tvar

Na obrazku 4.7 je zndzornén prubéh frekvenéni charakteristiky G(jw) pro ruzné
hodnoty pritazovaného vlastniho ¢isla. Podle tohoto obrazku bychom si vybrali pii-
fazeni vlastniho ¢isla A = 5.5, pro které bychom dostali ze vSech uvedenych moznosti
minimélni hodnotu (4.29).

Bode Diagram

20 T T T A=15

Magnitude (dB)

—20F

30}

-40
180

90

Phase (deg)

—golL
10 10 10° 10 10
Frequency (rad/sec)

Obrézek 4.7: Bodeho logaritmickd amplitudova a fazova frekvencéni charakteristika.
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4.5 QOstatni uvazované funkce

4.5.1 Lokace vlastnich cisel

V piipadé netplného piitazeni (s < n) pfifazujeme jen nékterd vlastni ¢isla v Jor-
danoveé blocich. Ostatni vlastni ¢isla budou potom zaviset na parametrech. Protoze
chceme puvodni systém stabilizovat, pozadujeme, aby i pro ostatni vlastni ¢isla pla-
tilo Re (A) < 0.

Rovnéz muzeme chtit, aby vSechna vlastni ¢isla lezela nalevo od vhodné primky,

tj. Re(\) < kp, nebo aby Re()\) > ki a systém tak nebyl piilis rychly. Také mu-
zeme chtit potlacit kmitavost systému a umistit vlastni ¢isla tak, aby % < kg.
Podle téchto omezeni pozadujeme, aby se ostatni vlastni ¢isla, kterd jsme neptiradili,

nachazela v néjaké uzaviené oblasti k zobrazené na obrazku 4.8 .

o ImA

. Rel

ke

=
=

Obrazek 4.8: Umisténi vlastnich ¢isel.

Zaved’'me si funkce

fr = miaX{Re()\i)},
fo = miin{Re(/\,-)},

R )

fxk = max {
K predchozim funkcim tak lze pridat nédsledujici optimalizaéni (dc¢elovou) funkei

fi = pr max{0, fx — kx} + ppmax{0, fpr — kp} + prmax{0,k; — fr}, (4.30)

kde hodnoty px, pp, pr predstavuji penalizace.
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Pokud budou vlastni ¢isla lezet v pozadované oblasti, bude hodnota funkce f;
nulova. V pripadé, ze se vlastni ¢isla budou nachazet vné k, bude se hodnota funkce
f1 zvétsovat s rostouci vzdalenosti od hranice oblasti.

4.5.2 Regulator s omezenou strukturou

V teorii fizeni se pouziva také regulator, ktery prifazuje danou Jordanovu formu
a ma zvolenou strukturu nenulovych prvki. Prvky matice zpétné vazby jsou raci-
onalnimi funkcemi v navrhovych parametrech «. Od nékterych prvku tak muzeme
pozadovat, aby byly nulové.

Potom muzeme minimalizovat funkei

Z Pk;

[ivj]eNF

fi,j’7

kde f;; je prvek matice zpétné vazby na pozici ¢, j, mnozina N obsahuje vybrané
prvky k vynulovdni a py, . odpovidajici penalizace. Ta by méla byt volena velmi
velka. Nasledna kontrola, zda je vypoctena zpétnd vazba spravnd, muze byt ovérena
nastavenim zvolenych prvku napevno na nulu a spoc¢tenim vlastnich ¢isel matice
uzavieného systému. Jestli budou blizko pritazovanym vlastnim ¢islum, ziskali jsme
zpétnou vazbu s omezenou strukturou.
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5 Navrh robustniho pfrirazeni Jordanovy
formy

Pro dany systém budeme navrhovat stavovou ¢i vystupni zpétnou vazbu tak, abychom
optimalizovali vlastnosti matice dynamiky uzavieného systému, nebo vlastnosti pii-
slusného regulatoru. Optimalizaci budeme provadét vzhledem k parametrum o para-
metrické matice Q(a) z véty 3.3. Pokud navic nebudeme pozadovat prifazeni Jorda-
novy formy s pevnymi (konkrétnimi) vlastnimi ¢isly, ale jen jeji stukturu s volnymi
prvky, ziskdme dalsi parametry (oznacované q), které lze také optimalizovat. Dalsi
volné parametry (oznacované r) obdrzime v piipadé netuplného pritazeni (véta 3.3).

Podle toho, zda budeme pozadovat, aby vysledny systém byl co nejvice robustni
ve stabilité, nebo regulator co nejméné fragilni, budeme tesit nasledujici problémy.

Problém 5.1. Robustnost uzavieného systému

Pro dany systém (A, B), resp. (A, B,C), naleznéte stavovou zpétnou vazbu
F e R™™ resp. vystupni zpétnou vazbu K € R™*P  takovou, aby vysledny uza-
vieny systém byl stabilni a aby

fizeny systém meél maximalni komplexni polomér stability anebo
- Tizeny systém meél maximalni realny polomeér stability anebo

- fizeny systém mél minimalni H,, normu (v piipadé, ze jsou zadany matice

By, Cy jako v (4.27)) anebo
- zvolené prvky matice zpétné vazby byly nulové anebo

- vlastni ¢isla matice dynamiky uzavieného systému lezela v predepsané oblasti
(pokud méme volné prvky v blocich Jordanovy formy nebo uvazujeme netplné
pritazeni).

Problém 5.2. Fragilita zpétné vazby

Pro dany systém (A, B), resp. (A, B,C), naleznéte stavovou zpétnou vazbu
F e R™™ resp. vystupni zpétnou vazbu K € R™*P  takovou, aby vysledny uza-
vieny systém byl stabilni a aby

- Tizeny systém mél maximalni strukturovany komplexni polomér stability anebo

- Tizeny systém meél maximalni strukturovany realny polomeér stability anebo
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- fizeny systém mél minimalni H,, normu (v piipadé, ze jsou zaddny matice

By, Cy jako v (4.27)) anebo
- zvolené prvky matice zpétné vazby byly nulové anebo

- vlastni ¢isla matice dynamiky uzavieného systému lezela v predepsané oblasti
(pokud méme volné prvky v blocich Jordanovy formy anebo uvazujeme net-
plné prirazeni).

Poznamka 5.1. V pfipadé, ze maximalizujeme (strukturovany) komplexni polomeér
stability, fesime tlohu
1

max rc(A, B, (') = max : =
[ a,7] el ) [o0.7] TAX e (0 wpmax) 01[C (Jw] — Ac) 1 B]

= min max o[C(jwl — A.)"'B].

[0‘7%7”] w€(0,wmax)

Poznamka 5.2. V piipadé, ze maximalizujeme (strukturovany) redlny polomeér sta-
bility, fesime ulohu
1

max rg (A, B, C)) = max . =
[aqur} R( ) [Oé,qﬂ‘] maXWG(O,WmaX> /,LRI:C(]W[ - AC>7lB]

= min max ug[C(jwl — A.) "B,

[OC7Q77‘] we<oywmax)
kde pugr[C(jwl — A.)"'B] je uréeno podle (4.18).

Poznamka 5.3. Ke kazdé funkci, kterou optimalizujeme, muzeme ptidat vedlejsi
podminky. Jako vedlejsi podminky v této praci uvazujeme, aby

- hodnota (strukturovaného) komplexniho poloméru byla alespon zadana hod-
nota b, tj. rc > b,

- hodnota (strukturovaného) redlného poloméru byla alespon b,., tj. rg > b,

- hodnota H,, normy byla nejvys by, tj. fn < by.

Vysledna iloha muze mit potom nasledujici podobu.

min max{plfrcﬂprTRap3fhap4fl7p5fZ}7

[ov,q,7

kde funkce f,. je prevrdacend hodnota (strukturovaného) komplexniho poloméru sta-
bility, f, je prevracena hodnota (strukturovaného) realného polomeéru stability, f3, je
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H., norma systému (A, By, Cy), f; funkce umist'ujici vlastni ¢isla do dané oblasti
a f, funkce s hodnotami prvku matice zpétné vazby, které chceme vynulovat, a p;,
pro i =1,...,5 jsou piislusné penalizace.

Obdobné s omezenim tak muzeme napiiklad uvazovat tlohu

1
min] max{p1 fre,p2fi}, za podminky fj, < 3"

[o,q,r

Algoritmus 5.1. Nalezeni robustni zpétné vazby

Vstup: systém A, B, (C'), pritazované Jordanovy bloky, optimalizované funkce f;
pro i =1,...v, penalizace p; pro i = 1,...v, omezeni — funkce vedlejsich podminek
a jim odpovidajici mezni hodnota, poc¢atecni vektor zq ([co, qo, o)),

a) vypocti hodnoty funkef f; a omezeni g

b) sestav {p1fi,...,pufo}
c¢) vypocti min, maxg, 1 {pifi}
Vystup: Topt ([Qopt, Gopts Topt]), funkéni hodnoty fi(zopt), zpétnd vazba

Poznamka 5.4. Pokud budeme fesit tlohu

win f(z) (5.1a)
s omezenim, ze g;(z) <0, proi=1,...,m, (5.1b)

prevedeme ji na tlohu

min {f(x) + Z ¢z‘(Vugz‘)} ; (5.2)

kde pro i = 1,...,m predstavuje ¢;(1;, g;) penalizacni funkci pro funkci g;(z) a v; je
vhodna pokuta. Funkce ¢;(v;, g;) je volena tak, aby pti nesplnéni nerovnosti (5.1b)
meéla pokuta velky vliv a jinak funkce f(z) nebyla viibec pokutovéna.

Pokud je vedlejsi funkce komplexni (strukturovany) polomér stability rc, tj.

re > be, neboli f,. = % < i, volime

4
o(v,re) =v (max {0, fre — %}) .

Obdobnou penalizaci volime i v piipadé redlného (strukturovaného) poloméru

stability g, kdy pro rg > by, neboli pro f,, = ~ < -, volime

R — by’

o(v,rr) = v (max {O, fre — bi}) .
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Necht’ je vedlejsi funkef norma He, tj. fn a pozadujeme, aby f, < bp. Potom
budeme uvazovat
o(v, fr) = max{0,ver=0n —p}.

5.1 Prirazeni stavovou zpétnou vazbou

Pti hledani stavové zpétné vazby takové, aby hodnoty kriteridlni funkce pro uzavieny
systém byly co mozné nejlepsi, muzeme vyuzivat zejména vétu 3.3 a vztah (3.10).
Ty nam davaji explicitni parametrizaci mnoziny JFy pomoci navrhového parametru
a. V kazdé iteraci si tak muzeme pro prislusny vektor vypocitat matici F' i hodnoty
zadanych funkei.

Algoritmus 5.2. Robustni prifazeni Jordanovy formy stavovou zpétnou
vazbou

Vstup: systém A, B, prirazované Jordanovy bloky, optimalizované funkce f;, pro
1 = 1,...v, penalizace p;, pro ¢ = 1,...v, omezeni — funkce vedlejsich podminek a
jejich mezni hodnota, pocatecni vektor zo ([, qo, 70]),
a) vypocti hodnoty funkef f; a omezenf g} (vypocti F' podle (3.10) a hodnoty
funkci z kapitoly 4.1)
b) min, maxg, 3 {pifi(r)} (pomoci optimaliza¢ni metody BFGS (alg. 2.5))

Vystup: Tept ([Qopt, Gopts Topt]), funkéni hodnoty fi(zopt), stavovd zpétnad vazba

Piiklad 5.1. Pro systém (A, B) a Jordanovu formu L z pfikladu 3.3, kde jsme

pritazovali bloky
-1 1
RNt

navrhnéme stavovou zpétnou vazbu F' € F,(A, B, L) takovou, aby vysledny uza-
vieny systém byl stabilni a aby Tizeny systém meél maximalni strukturovany realny
polomér stability.

Protoze se jedna o netdplné pritazeni, musime zde zajistit, aby vSechna vlastni
¢isla uzavieného systému lezela v oteviené levé poloroviné komplexni roviny. Mu-
zeme si navic vybrat oblast (jako na obrazku 4.8), kam budeme chtit umistit zbylé
neurcené vlastni ¢islo. V tomto piipadé budeme tedy minimalizovat jednak funkci f;
a jednak prevracenou hodnotu strukturovaného realného poloméru stability f,.. Tim
se snazime ziskat co nejlepsi regulétor.
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Budeme resit ulohu

HliI]l Hlax{pler(Ac,B)<[a7 7’]), p2fl([a7 T])}7 (53>

[a,r

kde A, = A+ BF, F' je matici stavové zpétné vazby.

Zvolme si p; = 1,py = 10° a f; = 10° max{0, fp + 1} + 10° max{0, =10 — f}. a po-
catecni vektor [10, —8,2, —4]. V prubéhu optimalizace je nejdiive v nékolika prvnich
iteracich uzavieny systém nestabilni a strukturovany realny polomér stability neni
definovan, minimalizuje se tak hodnota funkce f;. Poté, co se vlastni ¢isla dosta-
nou do pozadované oblasti, je funkce f; nulovad a minimalizuje se funkce f,,. Takto
postupné dospéjeme k hodnoté rg = 1.0281 a vysledné spektrum matice dynamiky
uzavieného systému bude A(A + BFyy) = {—2,—1,—1,—1, —9.9987}. Neurcené
vlastni ¢islo se tedy prifadilo do bodu —9.9987 a dany systém je stabilni. Matice
zpétné vazby ma tvar

—2.2221  4.1685 —0.1873 —0.0494 —0.5127

Fot =1 46040 —4.1302 —17.7996 —20.7766 —36.6222 |

Piiklad 5.2. Pro systém (A, B) navijeciho dstroji [23] dany maticemi

-1 0 -1 1 10
0 -1 0 1 0 0

A -1 1 0 0}’ B= 0 1 1|"°
0o 0 1 1 0 0

navrhnéme stavovou zpétnou vazbu F € F,(A, B, L) takovou, aby vysledny uza-
vieny systém byl stabilni a aby matice dynamiky uzavieného systému méla maxi-
malni komplexni polomér stability.

Pro stabilizaci systému (A, B) pfitazujme ¢tyindsobny p6l —g, pro ¢ € (0, 00).
Jordanova forma bude mit nasledujici podobu

—-qg 1 0 0
0O —gq 1 0
0 0 —q 1 (5.4)
0O 0 0 —gq

Jedna se o Uiplné pritazeni a navic zde méame volny parametr odpovidajici vlast-
nimu ¢islu. Jednak chceme zajistit, aby vSechna vlastni ¢isla uzavieného systému
lezela v oteviené levé poloroviné komplexni roviny, jednak si muzeme urcit oblast
(jako na obréazku 4.8), odkud budeme volny parametr g uvazovat.

Chceme tedy minimalizovat funkei f,. (pFevracend hodnota komplexniho polo-
meéru stability) a rovnéz funkci f;, aby vlastni ¢islo nalezelo oblasti .
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Budeme resit ulohu

min max{ fre 4, (. 4)), f(, q)) ). (5.5)

[ov,q]

Zvolme si f; = 10 max{0, fp + 1} + 10 max{0, —30 — fr}, fp = —1, fr = —30.

Hodnota lokalniho minima uvazované funkce i prubéh optimalizace budou samo-
ziejmeé zalezet na volbé pocatecniho vektoru xy. Ukazme si v nasledujici tabulce 5.1
vysledky pro ruzna zy. Ve vsech ptripadech je hodnota funkce f; nulové, pohybujeme

Zo re(Ae) Lopt ifgr(:c?i
[5, 3, 1,2 5 |0.6245 [0.4012,-3.8235,4.7934,-4.0401,3.4930] 244
3,2, 1,8, 5] 0.6244 [-0.4009,3.3361,5.1997,9.6984,3.4928] 363
[2, -1, 4, -3, 2] 0.5923 [66.4465,214.4580,401.4178,—420.4438,3.4304] 304
(2, 6, -1, -3, 3.4] | 0.6241 [-2.8709,1.0830,0.9015,4.9269,3.4337] 276
4,1, 3,3, 9] 0.6255 [16.8448,15.0064,18.2195,23.1024,3.8749] 536

Tabulka 5.1: Vysledky optimalizace komplexniho polomeéru stability.

se ve stabilni oblasti a zaroven i ve zvolené oblasti k. Z vysledku ziskdvame zajimavé
pozorovani. Hodnota ¢, pro kterou dostavame lokalni optima komplexniho poloméru
stability, se pohybuje okolo 3.8. Pro stabilizaci bychom si tedy vybrali vlastni ¢islo
Jordanova bloku (5.4) priblizné —3.87. Pro uplnost uved’'me nékterou vyslednou
stavovou zpétnou vazbu. Naptiklad pro posledni fadek tabulky 5.1 dostaneme

—7.0056 7.4632 —0.4718 —15.4568

Foo =1 173937 87696 —7.4940 —58.0636 |°

Vysledky jsou sice pro nékteré pocatecni vektory odlisné, ale to jsme ocekavali,
ziskavame totiz lokalni minima. Slozitost problému je zde dana jeho vétsi dimenzi
a také tim, ze prifazujeme jedno ¢tyindsobné vlastni ¢islo. Na obrazku 5.1 jsou
zndzornéna pseudospektra matice dynamiky uzavieného systému A, = A + BFyy,
pro uvedenou stavovou zpétnou vazbu Fi,.. Hodnota redlného poloméru stability
pro tuto matici A. je rr(A.) = 0.6383.

5.2 Prirazeni vystupni zpétnou vazbou

Robustni ptitazeni Jordanovy formy vystupni zpétnou vazbou je mnohem tézsim
problémem nez prifazeni stavovou zpétnou vazbou. Pti vypoctu vystupni zpétné
vazby sestavujeme podle odstavce 3.2 matici stavové zpétné vazby a nésledné pro-
vadime nulovani prvkiu. Potom ale nevime, jaka je efektivni dimenze navrhového
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0
)

Komplexni pseudospektrum Realne pseudospektrum

/ 0.5
0

Obrazek 5.1: Komplexni a realné pseudospektrum matice dynamiky uzavieného sys-
tému A + BF.

vektoru «, protoze pii feseni soustavy nelinedrnich rovnic (3.17) se nékteré para-
metry stanou pevné zavislymi na ostatnich (nékteré zustanou volné) a volnost ve
vektoru « se snizi.

Oznac¢me nyni F' stavovou zpétnou vazbu, kterou dostaneme po transformaci (3.13)
a a navrhovy vektor v matici Q(«) z véty 3.3. Pozadujeme, aby v matici F' bylo
poslednich n — p sloupcu nulovych, tj. podle (3.17) F» = 0. Ozna¢me M C R”
mnozinu vSech vektoru «, které jsou resenim rovnice Fy = 0, tj.

M ={a eR": Fy(a) =0}.

Matice vystupni zpétné vazby K potom tedy existuje jen pro a € M. Hlavnim
problémem pii numerickém vypoctu je, ze o mnoziné M neméame dopiedu potiebné
informace. Nezname jeji predpis, ani efektivni dimenzi navrhového vektoru «, a
pii nasledné optimalizaci pomoci klasickych metod se muzeme dostat snadno do
znacénych obtizi, kdyz jako bod do dalsi iterace obdrzime bod o ¢ M.

Pomoci symbolickych vypoéti popsanych v [16] se ukazuje, Ze mnozina M je
néjakd varieta (podle definice 2.8) v prostoru R7, resp. sjednoceni variet. Ve vétsiné
pripadu bude mnozina M nekonecéna a skoro vsude spojitda. Tato vlastnost je velice
dulezita. Pokud se nachazime v bodé « na varieté M, vime, Ze v néjakém jeho okoli
U(a) bude existovat dalsi bod & piislusejici také této mnoziné. V nékterych piipa-
dech se muze samoziejmeé stat, ze mnozinu M bude tvofit koneény pocet izolovanych
bodi, ale v takovém piipadé nemé smysl provadét optimalizaci vybranych kritérii.
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5.2.1 Navrh algoritmu

Problému robustni stabilizace vystupni zpétnou vazbou se soucasnou optimalizaci
kriteridlnich funkef je v soucasné dobé vénovana velkd pozornost. V préci [19] Fesi
autofi problém navrhu regulatoru, ktery minimalizuje H., normu matice prenosu, za
predpokladu, ze reguldtor je stabilizujici. Optimalizované proménné jsou zde piimo
prvky matice zpétné vazby, je jich tedy tolik, jaky je rozmér matice. Obdobny pii-
stup je uveden i v élanku [7]. Pokud vsak optimalizujeme hodnotu H., normy pomoci
vsech prvku v matici vystupni zpétné vazby, nemame zaruceno, ze v kazdé iteraci
bude H,, norma definovana, protoze regulator nemusi byt pii zméné svych prvku
stabilizujici. Aby uvedend situace nenastala, vyuziva se v [19] pii optimalizaci ved-
lejsi podminka omezujici hodnotu spektralni abscissy pii zméné prvka regulatoru.

V nami navrhovaném algoritmu pfitazeni Jordanovy formy vystupni zpétnou
vazbou vyuzivame k optimalizaci kriteridlnich funkci minimalni pocet parametru
(a € Q(«)). Dimenze navrhového parametru tak muze byt vyrazné nizsi, nez kdy-
bychom uvazovali vSechny prvky regulatoru. Zaroven, pokud nalezneme stabilizujici
vystupni zpétnou vazbu K, budeme chtit zajistit, aby vSechny zpétné vazby v dalsich
iteracich byly stabilizujici a nedostali bychom se do oblasti, kde nejsou kriteridlni
funkce definovany.

Uvedeny algoritmus je stavén tak, aby byl jednoduchy a navic nezavisly na volbé
(poctu) kriteridlnich funkei, resp. umél fesit problémy 5.1 a 5.2. Vysledné hodnoty
budou odpovidat lokalnimu optimu. Nyni si nastinime, jak muzeme postupovat pti
feSeni problému 5.1 a 5.2.

Ulohu pro nalezeni nejlepsitho vektoru agp, € M takového, ze hodnota kriteridlni
funkce bude minimélni, rozdélime do dvou kroku.

V prvnim kroku hleddme nejprve pocatecni bod pro optimalizaci, tedy takovy
bod, pro néjz je Fy, = 0. Jednd se o samostatny 1ikol, kde napi. pomoci Levenbergovy-
Marquardtovy metody (viz odstavec 2.6) hleddme Feseni soustavy nelinearnich rov-
nic.

V druhém kroku nésledné startujeme optimalizaci z vysledného bodu « z prvniho
kroku. Ukolem je najit dalsi body na varieté M blizké vychozimu bodu (s mensi
funkéni hodnotou).

Uvazujme, ze vychazime z bodu «; na varieté M. Chceme zajistit, aby dalsi
vybrany bod ajy1 splioval Fy(axi1) = 0 a byl od ay ve vzdélenosti h. Uvedeny
pozadavek na vzdalenost muzeme analogicky formulovat tak, ze bod ay.1 bude lezet
na y-rozmerné stéfe B, (ay, h) se stfedem v bodé oy a o poloméru h, tj.

B,(og, h) ={a € R": ||la — oy = h}.
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Takovych bodi bude obecné nekonecné mnoho. Nasledujici bod ayi; chceme
tedy celkové urcit tak, aby nélezel do pruniku B, (ag, h) a M. Oznacme

P = BA/(Ozk, h) nM.

Pro lepsi nazornost predpokladejme nyni na chvili nekonec¢né maly krok h. Body,
které nalezi varieté M, budou pro tento ptipad zaroven lezet na tetné nadroviné
T variety M urcéené v bodé «y. Libovolny bod na teéné nadroviné T lze vyjadrit
linearni kombinaci jejich bazovych vektoru. Pocet bazovych vektoru urcuje dimenzi
tecné nadroviny a shoduje se s lokalni dimenzi variety M. Dimenzi variety M vsak
nezname, vime jen, ze dimM < ~. Protoze bézi lze vygenerovat vSechny body
nadroviny 7T, Ize pomoci ni téz vygenerovat i hledané body mnoziny P. Téchto bodu
bude opét obecné nekonecné mnoho. Z tohoto duvodu budeme hledat bazové vektory,
jejichz pocet je koneény. Bazové vektory si zvolime takové, aby jejich pocatecnim
bodem byl bod «ay, a koncové body lezely v pruniku (oznacme jej R) teéné nadroviny
a vy-rozmeérné sféry, tedy

R = B,Y(Oék, h) N T
Navic si pro nasledné snazsi urceni bazovych vektoru vybereme ortogondlni bazi.

Kazdy bézovy vektor v; je uréen bodem oy a af,,. Prvni bod ag,, ziskdme
jako libovolny bod z R. Dalsi bod aj,; vybirdme opét z mnoziny R, ale navic nove
uvazujeme, ze vektory vy, vs jsou kolmé. Bod of,; (ai,; — ar = v2) musi tedy
splinovat pridanou rovnici

v] vy = 0. (5.6)

Pro ziskéani dalsich bodu o _, bychom postupovali analogicky. Stéle bychom poza-
dovali, aby dalsi bazovy vektor v; byl kolmy na vSechny ptedchozi v;_1,v;_o,...,v;.
Vektoru v; a jejich odpovidajicich bodu «j_, bude tolik, kolik je dimenze tecné
nadroviny 7,,.

Ve vsech ziskanych bodech aj 1 oz 415 - - - potom spocteme hodnotu kriteridlni
funkce I a pro dalsi iteraci vybereme bod aji1, v némz funkce nabyva nejmensi
hodnoty, t;j.

Q1 = arg miin I(ag,,).

Pii optimalizaci samoziejmé nelze uvazovat nekoneéné malé kroky h. Zvolme
tedy krok A o libovolné velikosti. V takovém ptipadé jiz neplati analogie s te¢nou
nadrovinou a nelze hovofit ani o jeji bazi a neni tak ani mozné vygenerovat vSechna
feSeni.

Presto vsak muzeme postupovat obdobné, jen nalezené vektory neodpovidaji bazi
tecné nadroviny, ale predstavuji vhodné ortogonalni vektory s;, které jsou urceny
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body oy a aj,,. Bod o, uréime feSenfm soustavy o rovnicich [l — axl| = h a
F(a) =0, tedy aj,, € P. Pro dals{ body o}, budeme k témto rovnicim priddvat
podminku, aby novy vektor s; byl kolmy na vSechny predchozi vektory,

s;‘stzo proj=i—1,1—2,...,1.

Dalsim vyznamnym problémem této metody je volba kroku h. V tfadé optima-
liza¢nich metod vicerozmérné optimalizace se provadi pro zjisténi velikosti kroku h
jednorozmeérna optimalizace. Ta zde ale neni moznd, protoze nemame zarucené, ze
body generované pii jednorozmérné optimalizaci budou lezet na varieté M.

Krok A volime v prvni iteraci pevny, v dalsich iteracich jej muzeme modifikovat.
V nasi praci jsme si vybrali dpravu kroku podle relativni zmény funkéni hodnoty.
Oznacme si f, = w, (uvazujeme minimaliza¢ni dlohu, f(axi1) < f(ag)).
Pokud f, < 0.1, predpokladame, ze se funkce pomalu méni, funkéni hodnoty klesaji
pomalu a muzeme si dovolit krok h zvétsit (napf. deOJnasoblt). Jestlize f, > 0.5,
otekavame, ze se prislusna funkce méni pfilis rychle, proto zmensime krok (napf. na
polovinu). Specidlnim piipadem bude, kdyz f(ag+1) > f(ax). Potom nenalezneme
lepsi feseni, nez soucasné, proto zustaneme v aktualnim bodé ag,1 = oy a krok také
zmensime.

Poznamka 5.5. Kdybychom v popsaném navrhu algoritmu uvazovali piipad, ze
v = 3 a mnozina M je dvoudimenzionalni varieta ve tfirozmérném prostoru. Po-
tom B, = Bs bude predstavovat sféru. V pruniku R bude lezet nekoneéné mnoho
bod, které budou tvofit kruznici. Bazové vektory tecné nadroviny nalezneme dva.
Uvedeny ptipad je nastinén na obrazku 5.2.

Obrazek 5.2: Ukdzka pruniku sféry s te¢nou nadrovinou a varietou (y = 3).
Poznamka 5.6. Ve specidlnich piipadech, kdyz M bude jednorozmérna varieta,

bude R i P tvoren pouze dvéma body. Bazovy vektor v, a stejné tak smér s, nalez-
neme potom jeden. Tento ptipad je pro v = 2 znaroznén na obrazku 5.3.
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Obréazek 5.3: Ukdzka pruniku sféry s te¢nou nadrovinou a varietou (y = 2).

Poznamka 5.7. V piipadé netuplného pritazeni Jordanovy formy vystupni zpétnou
vazbou je vhodnéjsi nejprve lokalizovat vSechna vlastni ¢isla do néjaké vybrané sta-
bilni oblasti a teprve z vypoc¢teného bodu z této faze provadét optimalizaci dalsich
zadanych funkei.

Poznamka 5.8. Navrzeny algoritmus samoziejmé neni idedlni. Poskytuje jen heu-
risticky pfistup pro nalezeni lepsich vystupnich zpétnych vazeb. Jeho nevyhodou
je, ze nemusi najit feSeni hned prvniho bodu a néslednou optimalizaci nelze prova-
deét. Presto se ukazuje, ze v fadé pripadu po nékolika iteracich nalezne feseni, které
muzeme povazovat za lokalni optimum, a odpovidajici vystupni zpétnou vazbu K.

Poznamka 5.9. Budeme-li fesit ilohu, u které se dimenze navrhového parametru
vyrazné snizi, bude obtizné najit feSeni prvniho kroku. Néslednd optimalizace by ale
byla snazsi a rychlejsi.

Algoritmus 5.3. Robustni prifazeni Jordanovy formy vystupni zpétnou
vazbou

Vstup: systém A, B, C, ptitazované Jordanovy bloky, optimalizované funkce f; pro
1 = 1,...v, penalizace p; pro i = 1,...v, omezeni — funkce vedlejsich podminek a
mezni hodnota, poc¢dtecni vektor xy ([, qo,70]),

a) nalezni bod x; € M (fesenim soustavy Fy(z) =0, (3.17))

b) nalezni body x, 1, 27,4, ..., 25,

¢) vypocti hodnotu kriterialni funkce I(x) = max;—._,{pi fi(z)} pro kazdy bod

Tt
d) zvol xpy1 jako bod s nejmensi funkéni hodnotou vypoétenou v bodech
Tyt Thgys s oy, . gy = argming {1 (z] )}

Vystup: Zopt ([Qopts Gopt, Topt]), funkeni hodnoty f;(zopt), vystupni zpétna vazba
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Piiklad 5.3. Méjme matice (A, B, C) a Jordanovu formu L jako v piikladu (3.4).
Pritazujeme tedy bloky

o ]I,

jednd se o uplné prirazeni.

Navrhnéme nyni vystupni zpétnou vazbu K € K,(A, B, L), takovou, aby vy-
sledny uzavieny systém byl stabilni a aby mél maximalni komplexni polomér stabi-
lity. Po¢atecni bod xy volime [4, 3,5, —1]. Budeme tak minimalizovat funkci f,..

V prvni fazi navrhovaného algoritmu ziskame bod
x1 = [4.2656188,0.3544547,6.4121276,4.2082775].

V druhé fazi startujeme z bodu x, dalsi postup ukazuje tabulka 5.2. Hodnoty jsou
uvedeny zaokrouhlené na sedm desetinnych mist.

Cislo Vektor x, .
iterace Vektor s Funkéni hodnota
| [4.2656185, 0.3544545, 6.4121261, 4.2082774], 7 6337898
[-0.0593660, 0.0169701, 0.00559406, -0.0784562] '
9 [4.2062525, 0.3714246, 6.41772017, 4.1298212], 7 4099339
[-0.0597700, 0.0164305, 0.0057432, -0.0782593]
[4.1464825, 0.3878551, 6.4234633, 4.0515619],
3 [-0.1207478, 0.0311837, 0.0119292, -0.1559013] 6.9722570
4 [4.0257347, 0.4190388, 6.4353926, 3.8956606], 6.1381316
[-0.2463425, 0.0552541, 0.0255342, -0.3092092] '
5 [3.7793922, 0.4742930, 6.4609268, 3.5864515], 5 3611800
[-0.2527817, 0.0449938, 0.0274931, -0.3054846] '
6 [3.5266105, 0.5192868, 6.4884199, 3.2809669], 5 9363395
[ -0.2591059, 0.0338538, 0.0292667, -0.3014320] '
7 [3.2675047, 0.5531406, 6.5176866, 2.9795349], 5 9154617
[-0.0813019, -0.0951753, -0.7900397, -0.0130007] '
[2.5245300, 0.2516529, 3.8169277, 2.4292345],
26 [-0.0075191, -0.0087083, -0.0486560, -0.0004718] 5-1089384
[2.5170109, 0.2429446, 3.7682717, 2.4287627],
21 [-0.0076335, -0.0088570, -0.0486110, -0.0004168] 5-1081366

Tabulka 5.2: Prubéh druhé faze algoritmu 5.3.
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Hodnota komplexniho poloméru stability je ptiblizné r¢ = ﬁ = 0.196. Prubéh
komplexniho poloméru stability znézoriuje ordzek 5.4.

oy oy

Obréazek 5.4: Komplexni polomér stability pro ptiklad 5.3.

Poznamka 5.10. Matice stavové i vystupni zpétné vazby muzeme symbolicky vypo-
¢itat v explicitnim tvaru pomoci knihovny JordanFormAssignment! sestavené v soft-
waru Maple 13, vytvorené v rdmci prace [16]. Pokud bychom si zpétnou vazbu takto
vypocetli, provadéla by se naslednd optimalizace vzhledem k volnym parametrum
a v matici F(a), ¢i K(a). Potom by se zpétné vazby nemusely pocitat numericky
v kazdé iteraci, coz by bylo vyhodné zejména u vystupni zpétné vazby. Optimalizo-
vat bychom mohli samoziejmé i parametry g zastupujici vlastni ¢isla a r ziskané pii
neiplném piitazeni. Oproti tomu, pti velkém fadu systému a vétsitho poctu néavrho-
vych parametriu « je vypocet raciondlnich polynomialnich rovnic pii symbolickém
pristupu nesmirné slozity a je lepsi vyuzit numericky vypocet.

!'Knihovna JordanFormAssignment pro software Maple 13 je volné dostupnd na internetové
adrese control.zcu.cz/~schlegel/JFA.zip
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6 Vytvoreny Toolbox v Matlabu

Soucasti prace je vytvoreni knihovny v softwaru Matlab realizujici uvedené navrzené
algoritmy:.

Algoritmy  jsou  implementovany ve  stylu  toolboxu, s  nazvem
Jordan_form_assignment_opt, ktery lze do Matlabu pridat importovanim slozky
JORDAN_FORM_ASSIGNMENT_OPT vcetné vSech podslozek (pomoci menu File — Set
Path).

Implementace je rozdélena do ¢tyt casti:

UTIL
STATE_FEEDBACK
OUTPUT _FEEDBACK
- GUI.

Do slozky UTIL jsou zafazeny funkce spolecné obéma optimaliza¢nim problémum
5.1, 5.2 a ostatni zakladni funkce. Mezi né patii vypocet stavové a vystupni zpétné
vazby pro tplné i netplné prirazeni (podle kapitoly 3), algoritmy vypoctu kritérii
robustnosti (dle kapitoly 4) a ostatni pomocné funkce (napriklad metoda zlatého
fezu). Déle jsou zde uvedeny funkce pro vypocet, resp. vykresleni, komplexniho a
realného pseudospektra matice systému.

Modul STATE_FEEDBACK zahrnuje funkce k nalezeni optimalni stavové zpétné
vazby vzhledem k pozadovanym kritériim (podle algoritmu 5.2).

Slozka OQUTPUT_FEEDBACK obsahuje funkce pro hledani nejlepsi vystupni zpétné
vazby. Pti optimalizaci se vyuziva algoritmus navzeny v podkapitole 5.2.1, jehoz
implementace je uvedena také v tomto modulu.

Ve slozce GUI je umisténo vytvorené uzivatelské rozhrani, které umoziuje poho-
dlnéjsi pouzivani sestavenych funkci. Uzivatelské rozhrani znazorniuje obrazek 6.1.

Vyuzivame-li rozhrani, je nejprve nutné urcit, zda budeme ptitazovat stavovou,
nebo vystupni zpétnou vazbu, a také jestli budeme optimalizovat vlastnosti uzavie-
ného systému vzhledem k jeho robustni stabilité, nebo fragilité zpétné vazby. Dale
je potieba zadat matice systému, pfitazované Jordanovy bloky, kriterialni funkce a
pripadné jejich omezeni. Také muzeme zadat hodnotu poc¢atec¢niho bodu pro optima-
lizaci, pokud ji neurc¢ime, vygeneruje se ndhodny bod. Jednotlivé kritéridlni funkce
je mozné penalizovat.
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T_. Robust Jordan form assignment by state and output feedback

Select feedback:

(" State feedback  ( Output feedback [ Data from simmechanics

Select optim type:
" Robustness " Fragility

Starting point (x_0):

System 1: I Set matrices |
I Set Jordan blocks |

Functions to optimalize:
[ Complex radius I Set constraints |
[ Real radius I Set constraints |
[~ H-infinity norm I Set constraints |

Compute pseudospectrum:
[~ Locstion | Set constraints |

— Type of pseudospectrum:

i I Set =traint:

[ Frg M " Complex pseudospectrum Real pseudospectrum

— &S FANGE

X_min I H_MEx I
Y _tmin I W _HmE I

Compute fundamental functions: ‘ For system : I 1 Eps= range : I |

For system : I 1 Complex radius | Real radius |

Penalization of functions : I

Compute | Clear ranges |

Obrazek 6.1: Grafické uzivatelské rozhrani s vyplnénymi vstupnimi daty.

Grafické rozhrani dale umoznuje stabilizovat a optimalizovat vlastnosti soucasné
vice systému, naptiklad, kdybychom méli systém s parametry, které by mohly na-
byvat za urcitych podminek riznych hodnot, a jejich stavovy popis by se tak lisil.
Potom mohou byt tedy rizné jednak matice systému, rovnéz tak kriterialni funkce,
ale Jordanovy bloky pfifazujeme vSem systémum stejné.

Déle v uzivatelském rozhrani poskytujeme moznost vypoctu zakladnich funkci
(komplexniho a redlného poloméru) a vykresleni komplexniho a redlného pseudo-
spektra pro vysledny uzavieny systém.

Vsechny vstupy v rozhrani lze zadavat ¢iselné i pomoci proménnych z pracovni
plochy Matlabu. Vystupy (optimélni bod, funkéni hodnoty a matice zpétné vazby) se
jednak zobrazi v panelu pro vysledky a rovnéz se ulozi do pracovni plochy Matlabu
(do proménnych x_opt_m, fval_m, feedback_matrix_m).

Uzivatelské rozhrani se spousti piikazem jordan_form_assignment z pracovni
plochy Matlabu. Obrazek 6.2 znazorniuje vyplnéné vstupni hodnoty v uzivatelském
rozhrani. Na obrazku 6.3 je ukazano zadavani matic systému a Jordanovych bloki.
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=EE)

- —
. Robust Jordan form amgnmtz!ti}y:tfte and ouiputLedeadc - l & - e '- 27

Select feedback:

(* State feedback Output feedback

Select optim type:

{* Robustness " Fragilty

Starting point (x_0):

53,12

[ Data from simmechanics

System 1:

F, =] Set matrices |
pnrdan hlocks: 1 Set Jordan blocks |

Functions to optimalize:

I ¥ Complesx radius I

I [ Resl radius I
l—

l—

l—

[~ H-infinity norm
| ¥ Location

[ Zeroing

Set constraints |
et constraints |
et constraints |
Set constraints |
et constraints |

Penalization of functions : I

Compute fundamental functions:

For system : I 1

Complex radius |

Real radius |

Results:

== % optimal vector:

04012 -3.8235 47934 -4.0401 3.493
== function value:

1.6016 0

== feedback matrix:
-2.49298 161419
1 -16.4932

-3.4726
-37.6021

0.255183
-10.4789

== complex radius (pro system 1)

0.62439

Compute pseudospectrum:

— Type of pseudospectrum:

* Complex pseudospectrum  ( Real pseudospectrum

— &S range;

X_min I -5 X _ma I 1
_min I -3 W _maE I 3

‘ For system : I 1 Ep= range I[D_S,D.S,D.?,1 g1.21.8] ‘

Compute |

Clear ranges |

Obrazek 6.2: Piiklad vyplnéného grafického uzivatelského rozhrani.

B —

Enter matrix A:
101001001100
001.1]

Enter matrix B:
[1,0,0,0;0,1;0,0]

Enter matrix C:

=]
co |
T

Obrazek 6.3: Ukazka zadavani vstupnich matic (Set matrices) a Jordanovych

blokt (Set Jordan blocks).
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Uved’'me si nyni priklady volani zakladnich funkci toolboxu bez uzivatelského
rozhrani.

Jednou z moznosti, jak zadat matice systému, je definovat matice v samostatné
strukture — struct(’A’,A,’B’,B,’C’,C,’B2’,B2,°C2’,C2), kde A, B, C predsta-
vuji matice z (3.1) a By, Cy odpovidaji maticim podle (4.27).

Dalsi moznosti je vyuziti formatu ss, definovaném v Toolboxu Control System,
potom napiiklad bude — ss(A,Bi,Co,0,’InputGroup’, struct(’U1’, [1,2],
U2°, [31), ’OutputGroup’, struct(’Z1’,[1],°Z2’, [2,3])), ¢imz specifiku-
jeme, ze matice B bude tvorena prvnim a druhym sloupcem a Bj tietim sloupcem
vstupni matice Bi a matice C' potom prvnim a Cy druhym a tietim fadkem matice

Co.
Jordanovy bloky se zadavaji ve formé cell, naptiklad

- jordan_blocks = cell(1l,n)
- jordan_blocks{1,1}=[-3,1;0,-3],...,jordan_blocks{1l,n}=[-2].

Zadavané matice mohou obsahovat nadefinované symbolické proménné urcené k op-
timalizaci.

Kriterialni funkce jsou déany vektorem znaku, naptiklad
- crit_functions = [’c’,’r’,’h’,’1°,’2°],

kde ¢ odpovida komplexnimu poloméru stability, r redlnému, h normé H., (pro
kterou musime zadat matice B2, C2), 1 funkci umist'ujici vlastni ¢isla uzavieného
systému do dané oblasti, z nulovani vybranych prvku.

Pii zadani funkce 1 je nutné urcit meze a pripadné definovat penalizaci. Tyto
hodnoty muzeme umistit do piidavné struktury nastaveni, kterou lze pridat k hlav-
nim optimalizacnim funkcim. Jako priklad uved'me

- options_fun = struct(’kappa_vec’,[-1, -15, 2],...
’kappa_penalize’, [1000, 1000, 10]),

kde v kappa_vec jsou hodnoty (jak uvadi podkapitola 4.5.1) po fadé — pravé mez
(pfimka Re(\) = —1), levd mez (piimka Re(\) = —15) a smérnice piimky, tj.
Im(A) = 2Re()), a v kappa_penalize jsou prislusné penalizace.

V ptipadé zadani znaku z se voli, které prvky se maji nulovat. Do pomocné nepo-
vinné struktury nastaveni (options_fun) potom piiddme pole s nédzvem
zero_elements a pozice prvku a piipadné pole weight s vektorem pozadovanych
vah. Napiiklad pfi nulovani prvku na pozici [2,1] a véhu 10000 budeme mit
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- options_fun = struct(’zero_elements’,{[2,1]}, weight’, [10000]).

Komplexni polomér stability je implicitné poc¢itan podle algoritmu 4.3. Pokud
by si uzivatel chtél zvolit jinou metodu, lze si jej v uzivatelském rozhrani vybrat
v nabidce algoritmu ulozené pod tlacitkem Set constraints. Z pracovni plochy
Matlabu by misto ¢’ (¢éi ’c1’), ¢emuz piislusi algoritmus 4.3, zadal ’c2’ pro
algoritmus 4.2, ’c3’ pro 4.1 a ptipadné ’c4’ pro naivni verzi algoritmu k vypoctu
komplexniho poloméru stability. Obdobné pro vypocet realného poloméru stability
implicitné uzivame algoritmus 4.5 a pro 4.4 bychom museli specifikovat ’r2’.

Nyni uved'me jesté obréazky 6.4a a 6.4b, kde vybirame funkce pro vypocet a
nastavujeme pripadna omezeni.

u Set Complex radius propeﬂ...@ﬂlﬂ_hj u Set Real radius properties a...ElﬂléJ
— Choose solving function ——————————— — Choose solving function
sreedhar |Sreedhar j
boyde-halakrizhnan = :1 simple [:
b.yers ¥ h_norm == E
simple
B2 oo B2 foo
€2 o1 i €2 Jorg i
[ realr. == ‘ | ‘ [~ compl.. == ‘ L
OK Cancel Ok Cancel
= =
(a) (b)

Obrazek 6.4: Ukazka zadavani vedlejsich omezeni u komplexniho (a) a redlného (b)
poloméru stability.

V pripadé, Ze hleddme stavovou zpétnou vazbu, ktera systému (A, B) priradi
Jordanovy bloky, aby hodnoty kriteridlnich funkci pro matici dynamiky uzavieného
systému byly optimalni, muze mit piikaz k zavolani odpovidajici funkce nasledujici
obecnou podobu

- state_feedback_R_opt(vstupni_systém(y),...
nazvy_kriteridlnich_funkci, Jordanovy_bloky,...
poZateZni_bod, nastaveni).

Pokud bychom pozadovali malo fragilni regulator, potom

- state_feedback_F_opt(vstupni_systém(y),...
nazvy_kriteridlnich_funkci, Jordanovy_bloky,...
poZateZni_bod, nastaveni).
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Uvazujme pro lepsi nazornost konkrétni piiklad, u néhoz bude pocatecni bod
-2 1
xo = [1,2,3,4], systém (A, B), Jordanovy bloky { 0 _9 } , [ -1 } a pozadu-
jeme maximalni redlny polomér stability matice uzavieného systému. Optimalizaci
bychom spustili prikazem

- [x_opt, func, feedback] = ...
state_feedback_R_opt(struct(’A’,A,’B’,B),[’r’],...
{[-2,1;0,-21,[-11},[1,2,3,4]).

Obdobné, pokud hleddme vhodnou vystupni zpétnou vazbu, ptitazujici systému
(A, B,C) Jordanovy bloky, takovou, aby hodnoty kriteridlnich funkci pro matici
dynamiky uzavieného systému byly optimalni, budeme pouzivat prikaz

- output_feedback_R_opt (vstupni_systém(y),...
nazvy_kriteridlnich_funkci, Jordanovy_bloky,...
poZateZni_bod, nastaveni).

Pro vybér co nejméné fragilniho systému bychom volali

- output_feedback_F_opt(vstupni_systém(y),...
nazvy_kriteridlnich_funkci, Jordanovy_bloky,...
poZatetni_bod, nastaveni).

Dulezitymi funkcemi jsou potom také vykresleni komplexniho, ¢i redlného pseu-
dospektra, které muzeme volat nasledujicim stylem

- psesp_c(struct(’A’ ,A+BF)) (pro komplexni pseudospektrum matice dyna-
miky uzavieného systému ve smyslu definice 4.5)

- psesp_c(struct(’A’,A+BKC,’B’,B,’C’,C), [-4,1,-6,6]) (pro strukturo-
vané komplexni pseudospektrum podle definice 4.6 se zadanymi mezemi pro
vykreslovani)

- psesp_r(struct(’A’ ,A+BF)) (pro realné pseudospektrum podle definice 4.7)

- psesp_r(struct(’A’,A+BKC,’B’,B,’C’,C), [-4,1,-6,6]) (redlné pseudo-
spektrum ve smyslu definice 4.8 se zadanymi mezemi).
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Priklad 6.1. Ukazme si strukturu volani optimalizacni funkce z pracovni plochy
Matlabu na ptikladé. Hleddme lokalné optimalni stavovou zpétnou vazbu, aby vy-
sledny uzavieny systém meél maximalni redlny polomér stability.

> A=1[0, 0, 0,1, 0,0 0; O, O, O, O, 1, O; O, O, O, O, O, 1;...
-1, 1, 0, 0, 0, O; 1, -2, 1, 0, O, O; O, 1, -1, 0, O, 0O];
> B = 1[0, 0; 0, O; O, O; 1, O; O, O; O, -11;
>> jordan_blocks = cell(1,3);
>> jordan_blocks{1,1}=[-2, 1; 0, -2];
>> jordan_blocks{1,2}=[-3, 1; 0, -3];
>> jordan_blocks{1,3}=[-2, 1; 0, -2];
>> system_matrix = struct(’A’, A, ’B’, B);
>> crit_functions = [’r’];
>> x0 = [-5, -3];
>> [x_opt, fval_opt, F_opt] =
state_feedback_R_opt(system_matrix, crit_functions,...
jordan_blocks, x0)

I

>> psesp_r(struct(’A’, A + BxF_opt))

Priiklad 6.2. Dalsi priklad uvadi kod pro optimalizaci vystupni zpétné vazby K ta-
kové, aby matice zpétné vazby byla co nejméné kiehkd, maximalizujeme komplexni
polomér stability. Ukdzeme si dale voldni vypoctu parametrické matice Q(a) a vy-
kresleni komplexniho strukturovaného pseudospektra matice uzavieného systému v
danych mezich.

> A=1[1,1, 0, 0; 0, O, O, 1; O, 1, 1, O; 1, O, 1, 1];
>> B = [0, O; O, 0; 1, 0; 0, 11;

>> C = [1, , 0, 0, 1,0, 0; O, O, 1, 0];

>> jordan_ blocks = cell(1,3);

>> jordan_blocks{1,1} = [-2, 1; 0, -2];

>> jordan_blocks{1,2} = [-4];

>> jordan_blocks{1,3} = [-1];

>> system_matrix = struct(’A’, A, ’B’, B, ’C’, C);
>> x0 = [1, -2, -3, 1]

>> [x_opt, fval_opt, K_opt] =
output_feedback_F_opt(system_matrix, [’c’], jordan_blocks, xO0)

>> Q = matrixQ(B, jordan_blocks);
>> psesp_c(struct(’A’, A + B*K_opt*C, ’B’, B, ’C’, C), [-6, 0, -3, 3])
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Priklad 6.3. Nyni naznac¢ime optimalizaci stavové zpétné vazby pro pripad neupl-
ného pritazeni s lokaci vlastnich ¢isel do vymezené oblasti. Budeme maximalizovat
hodnotu komplexniho poloméru pocitaného algoritmem 4.2.

> A=1[1, 0,1, 3, 0; 0, 1,1, 2, 1; 1, 0, 1, 3, 3;...
2, 2,0, 2,1;0,1, 2, 2, 3];
> B =1[1, 0; 0, O0; 0, O; O, 1; 0, 0O];
>> jordan_blocks = cell(1,3);
>> jordan_blocks{1,1} = [-1, 1; 0, -1];
>> jordan_blocks{1,2} = [-2];
>> jordan_blocks{1,3} = [-1];
>> system_matrix = struct(’A’, A, ’B’, B);
>> x0 = [1, 3, 5, -3, -8, 3];
>> options_fun = struct(’kappa_vec’, [-1/2, -10, 0],...
’kappa_penalize’, [10000, 10000, 0]);
>> [x_opt, fval_opt, F_opt] = ...
state_feedback_R_opt(system_matrix, [’c2’, ’1’],...
jordan_blocks, x0, options_fun)
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Navrzené metody a algoritmy aplikujeme nyni na nékolik redlnych piikladu. Pfi
odvozovani stavového popisu systému budeme vyuzivat Lagrangeovu metodu [24],
ve které sestavujeme Lagrangeovy rovnice

1(5o)-(Gr) =@ 1=iza (71)

% 5_% 0

kde L = T — V je tzv. Lagrangian, T kinetickd energie soustavy, V' potencidlni
energie, ¢; predstavuji zobecnéné souradnice a (); zobecnéné sily.

7.1 Trihmotovy systém

Priklad 7.1. Uvazujme tithmotovy systém se dvéma pruzinami a se dvéma vstupy,
jak ukazuje obrazek 7.1

my ky my ko ms
w=PR N e\ M\ =
W W)

—

S2

53

Obréazek 7.1: Tiithmotovy systém.

Pro hodnoty m; = ms = mg3 =1 a k; = ky = 1, ziskame nasledujici stavovy popis
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Priklady Model robotu jednonozky - systém 10. radu

Pro nas systém dostaneme explicitni parametrizaci mnoziny F,(A, B, L) danou
dvéma parametry. Jeji predpis je dan nasledovné
6202 —92501 —18902+863 232 +800c1 +5400r2 —823

F— —25(1—2a1+a3) —25(1—2a1+0a3)
T | 7880a2—775a1—13+1890c2  823a?—800a1+540c2 —23
25(—1+a1)? —25(1—2a140a3)
13a24775a1+1890a2—788  197a?—7000; —540a2+503
25(—1+aq)2 —50(1—2a1+0a2)
86302 —925a1+1890a2+62  3(101a?—100a;+180az—1)
25(1—201+a?) 50(1—2a1+0a?)
31a?2+1000a1 437802 —1031  3(—1014+0a2+180a2+100a1)
25(1—2a1+a3) 50(1—2a1+a?)
103102 —1000c; —31+3780c2 50307 —700a1 +540c2+197 )
25(1—2a1403) 50(1—2c1+af)

kde ay # 1.

Volné parametry aq, as chceme zvolit tak, aby uzavieny systém mél maximalni
komplexni polomér stability. Pomoci uvedenych algoritmt zjistime, ze se optima
nabyva pro parametry a; = —1 a ay = 0 a jeho hodnota je r¢ = 0.38028. Obrazek 7.2
ukazuje prubéh komplexniho poloméru stability r. v zavislosti na a; a as.

Obréazek 7.2: Komplexni polomér stability pro ptiklad 7.1.

7.2 Model robotu jednonozky - systém 10. fadu

Robot jednonozky se sklada ze zakladni svislé ¢asti (nozky) a tif ramen, kterd mezi
sebou sviraji thel 120°. Kolmo na kazdé rameno je pripevnén akéni ¢len v podobé
voice coil aktuatoru. Model robotu znazornuje obrazek 7.3. Vzhledem k symetrii

ustabilizovali v pozadované poloze.
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Obrézek 7.3: Model robotu jednonozky.

Za stavové veliciny si vezmeme tihel ¢ rotace kolem osy z a jeho derivaci ¢, thel
1) rotace kolem osy = a jeho derivaci 1/}, dale polohy da, dg a dc hmot magnetu m,
a jejich derivace 4, 0 a dc. Vstupy systému budou odpovidat sildam Fa, Fp a Fe.
Protoze budeme moci mérit jen ¢, ¥, ¢ a 1&, budeme navrhovat vystupni zpétnou
vazbu.

Zvolime si nasledujici hodnoty velicin modelu: | = 0.209 m, Il = 0.076 m,
r, = 0.2176 m, dy = 0.035 m, m; = 0.166 kg, m, = 0.0475 kg, m. = 0.0165 ke,
g =9.81 ms™2, k = 20 kgs~2. Vzhledem k velkému fddu systému i velkému poctu
navrhovych parametriu nebudeme uvadét symbolicky stavovy popis nebo néasledné
vSechny vystupy ziskané pii optimalizaci.

Ukolem je najit vhodnou vystupni zpétnou vazbu, ktera robot po vychyleni z rov-
novazné polohy ustabilizuje v horni vzpiimené poloze.
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Pro uvedené hodnoty veli¢in dostaneme nésledujici stavovy popis:

i 0 0 0 0 0 1 0 00 0
0 0 0 0 0 0 1 00 0
0 0 0 0 0 0 0 100
0 0 0 0 0 0 0 01 0
0 0 0 0 0 0 0 00 1
A= 1745 38 38 1434 108 _463 96 96
4 5 5 253 11 21 193 193
38 _ 1745 38 1434 _108 96 _463 96 g
5 4 5 253 1 193 21 193
38 38 1745 1417 96 96 463
5 5 T1 i 0 193 08 —=21 00
871 871 871 4852 57 57 57
% ~§ 1 0 -5 -5 T 00
1320 1320 4852 543 543
L~ 0 0 =% - 00 0]
i 0 0 07
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0O 00O0O1O0O0O0OTVO0OTFVQO0
B_ 0 0 0 c— 0000000001
- _% _% % ’ 10 001000O0O00
96 163 96 00 0O0O0O0OO0OOT1TSFOQ
193 21 193
463 _ 96 _ 96
21 193 193
A -
4 8 8
543 543
L 0 _E E a

Vlastni ¢isla matice dynamiky otevieného systému jsou

A(A) ={—10.5263 £+ 17.61395, —11.1854 4+ 17.54645, —11.1854 + 17.54647,
— 7.5738,—-7.5738,7.3996, 7.3996 }.

Jednd se tedy o nestabilni systém (dva jeho pdly jsou kladné). Budeme chtit dany sys-
tém stabilizovat vystupni zpétnou vazbou — vSechna vlastni ¢isla presunout do levé
oteviené poloroviny komplexni roviny.

89



Priklady Model robotu jednonozky - systém 10. radu

Uvazujme, ze budeme pritazovat Jordanovy bloky

-3 1 -3 1
L1_|: 0_3:|7L2_|: 0_3:|7
jednd se tedy o neuplné pritazeni. Vysledny systém je 10. radu, se tfemi vstupy a
¢tyfmi vystupy. Pro dané Jordanovy bloky ziskdme piislusnou parametrickou matici

1 0 0 0
Q)=|0 0 1 0

Q1 Qg (3 Oy

Protoze je jedné o netplné pfitazeni, obdrzime dalsich m(n — s) = 3(10 — 4) = 18
navrhovych parametri. Celkem tak budeme mit ndvrhovy vektor [a, q] € R?.

Za kritéridlni funkci si zvolme redlny polomér stability, ktery budeme maximali-
zovat za tucelem nalezeni vhodné vystupni zpétné vazby. Vysledky pro ruzné volené
pocatecni vektory uvadi tabulka 7.1. Na obrazcich 7.4 a 7.5 jsou pro vysledky prvniho

| [ rr(A.) | pocet iteract |

1. | 0.3947 48
2.1 0.3901 21
3. 1 0.3935 25
4.1 0.3905 34
5. | 0.3940 24

Tabulka 7.1: Hodnoty redlného poloméru stability pro ruzné pocatecni vektory.

a druhého fadku tabulky 7.1 znazornény prubéh poklesu funkéni hodnoty (pfevra-
cené hodnoty realného polomeéru stability) a prubéh velikosti kroku v zédvislosti na
iteracich.

Pribih funkenf hodnoty v jednotlivych iteracich Priibih velikosti kroku v jednotlivych iteracich
33 14

12

10

velikost kroku

Obrazek 7.4: Prubéh funkéni hodnoty (a) a velikosti kroku (b) v zavislosti na aktu-
alni iteraci, fadek 1 tabulky 7.1.
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Prubih funkeni hodnoty v jednotlivych iteracich Pritbih velikosti kroku v jednotlivych iteracich

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 5 10 15 20
eeeeeeeeeeeeee

Obrazek 7.5: Prubéh funkéni hodnoty (a) a velikosti kroku (b) v zavislosti na aktu-
alni iteraci, fadek 2 tabulky 7.1.

Hodnota redlného poloméru stability pro uvedeny model nam tak vychazi pti-
blizné 0.3947. P1i vypoctu prvniho radku tabulky 7.1, u néhoz je hodnota redlného
poloméru nejvétsi, vychazime z pocateéniho vektoru

2o = [—7.8798, 16.3969, —2.9954, 0.3695, —12.8467, 6.9088, —2.4908,
18.3542, 19.7248, 8.7715, 13.9481, 12.5950, —6.0301, 4.6822, —1.9249,
— 12.6968, 3.5055, —1.0625, —15.1864, 11.8541, —10.2447, —18.0192].

Vysledny vektor a matice vystupni zpétné vazby jsou

Topt = [—7.0422,13.4466, —5.2929, 9.5530, 2.4957, 2.1219, —5.0479,
1.3106, 2.2039, 7.7473, 2.1890, —5.6561, 4.0578, —3.3312, 4.5424,
— 3.3030, —5.2395, 3.3640, 1.2940, 3.4037, —6.6476, —5.0170],

—0.3497  0.5989 12.4505  2.3336
Kopt = 10.7487  2.0759 —6.7724 —0.2246 | . (7.2)
—11.4480 —0.8781 —6.7724 —0.2246

Vlastni ¢isla matice dynamiky uzavieného systému A + BK,,C' jsou piiblizné hod-
noty

A(A+ BKypC) = {—10.5263 £ 17.61397, —45.8489, —45.8489, —7.1490, —7.1490,
— 3.0000, —3.0000, —3.0000, —3.0000}.

Nasledujici obrazky 7.6, 7.7 znazornuji prubéh stabilizace nejprve pii vychyleni
5° okolo osy x a —4° okolo osy z pro uvedené vypoctené vystupni hodnoty, dalsi
potom vychyleni 5° okolo osy x a 5° okolo osy z pro porovnani. Na obrazku 7.8 jsou
vykreslena pseudospektra matice A + BK,,C, kde K, je matice (7.2)

91



Priklady Model robotu jednonozky - zjednodusent

prubeh néaklonu robotu v zavislosti na simulacnim case prubeh vychylky akcnich clenu v zavislosti na simulacnim case
6 T T T T T T T 0.08 T T T T T T T
— —3,
vl 006} — 1
—_1
0.04 1
E 0.02 1
w
g 0 |
>
2
S
>
> -0.02 1
-0.04 1
-0.06 1
-6 . . . . . . . ~0.08 . . . . . . .
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

t t

Obrazek 7.6: Prubéh stabilizace modelu robotu jednonozky pro vychyleni 5° okolo
osy x a —4° okolo osy z.

prubeh naklonu robotu v zavislosti na simulacnim case prubeh vychylky akcnich clenu v zavislosti na simulacnim case
6 T T T T T T T 0.06 T T T T T T T
6A
vl 004} — 31
—_
0.02 1
- i E ° 1
DE‘ w
S g -0.02 -
v >
g 13
B —0.04 1
-0.06 1
-0.08 1
-1 I I I I I . . 01 . . . . . . .
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
t t

Obrazek 7.7: Prubéh stabilizace modelu robotu jednonozky pro vychyleni 5° okolo
osy = a 5° okolo osy z.

Realne pseudospektrum Komplexni pseudospektrum
2 . 2
N / L_\a
1.8 . . 1.8
0.8 =
201 N
16 s 5 16
1.4 10 1.4
¥ o®
k)
12 ot y Vo\g 12
0 g :’ ~ &0

|
a
o
1
IS
o
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Obrazek 7.8: Realné a komplexni pseudospektrum matice dynamiky uzavieného sys-
tému.
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7.3 Model robotu jednonozky - zjednoduseni

Uvazujme zjednoduseny model robotu jednonozky podle obrazku 7.9. Nebudeme-li
uvazovat hmoty m, ziskdme model 4. fddu. Protoze opét budeme moci mérit veliciny
v, P, ¥, ¥, mame k dispozici cely stav a budeme navrhovat stavovou zpétnou vazbu.

|
M o
/) 5 Fa
A n
N /\ /l
2 r 4 h
/
| 7 |
/
Z ‘ L7
| 7 ‘
‘/ |
| |
m z [
B |
| |
| |
\ [
I I
I |
|
D M
L >
| y A X
| |
|
|
|
C
T m

Obrazek 7.9: Model robotu jednonozky — zjednoduseni.

Pro uvazované obecné veliciny ziskame matice stavového popisu systému robotu
ve tvaru

0 0 10 0O 0 O
A 0 8 8 (1) . B- 0 0 O 7
“ 0 b by
0 az 0 0 bs by bs
kde
72 gh3m?2 + 24M ghl®*m + 12 M glmr® + 36 ghm?2r? + 24 M gh®lm + 8M2gl®
a1 =
! 2(12M2mr? + 36m2h2r2 + 24M12mh? + 36m2h* + AM214 + 9m?2rd)
36 ghm?r? + 8 M2gl3 + 24 M ghl*m + 12 M glmr? + 72 gh3m? 4 24 M gh?lm
Ao =
? 2(12 M2mr? + 36 m2h2r2 + 24 MI2mh? + 36 m2h* + 4 M214 + 9 m2rd)
b —67/6Rh3m + 3v/6mr® — 2M+/6hi12 + 2M /6121 + 6/6h2mr — 3v/6hmr?
1 p—

2(12 MPmr? + 36 m2h?r? + 24 M1?mh? + 36 m2h* + 4 M2[* + 9m?r)
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B 6v6h3m — 3/6mr3 + 2 M+/6hi2 — 2 MA/612r — 6 /6h2mr + 3 /6hmr?

b, —
27 2012 MPmr? 4 36 m2h2r2 + 24 MI>mh? + 36 m2h* + 4 M21* + 9m?2r?)
b — AMPh?2 — 4 MPry2 — 12mh?rv/2 + 6 mr?hy/2 — 6 mrd V2 + 12mh*v/2
5T 2(12 MPmr? + 36 m2h?r? + 24 MI>mh? + 36 m2h* 4 4 M2I4 + 9 m2r4)
; 3mr3v2 — 6mh3v2 — 2 MI2hv/2 + 2 M12rv/2 + 6 mh2rv/2 — 3mr2hy/2
4 p—

2(12 MPmr? + 36 m2h?r? + 24 M1?mh? + 36 m2h* 4+ 4 M2[* + 9m?2rt) ’

B 3mr3v/2 — 6mh3v/2 — 2 MI2hv/2 + 2 M12rv/2 + 6 mh2rv/2 — 3mr2hy/2
5T 2(12 M2mr? + 36 m2h2r? + 24 M12mh? + 36 m2h* 4+ 4 M2[* + 9m?2rt)

Vlastni ¢isla matice dynamiky otevieného systému jsou ptiblizné hodnoty

A(A) = {7.62334,7.62334, —7.62334, —7.62334}.

Parametry modelu si zvolme (obdobné jako u piikladu robotu jednonozky 10.
fddu) podle obrdzku 7.9, tj. ¢ = 9.81 ms™2, m = 0.064 kg, M = 0.166 kg, | =
0.076 m, h = 0.04 m, » = 0.15 m. Pro uvedeny systém budeme navrhovat stavovou
zpétnou vazbu, abychom optimalizovali vybrané vlastnosti systému. Postupné si
uvedeme nékolik ruznych ptitazeni Jordanovych bloku. Nyni si zvolme Jordanovy
bloky

le{_é’ _H,LQZ{_é’ _H, (7.3)

nejprve s konkrétni hodnotou p = 10 a maximalizujme komplexni polomér stability.

Pti feseni uvedeného problému vychéazi stéle konstantni hodnota (pro libovolné
parametry navrhového vektoru «) komplexniho poloméru stability, rc(A + BF) =
0.7157, (tj. funkéni hodnota pii minimalizaci 1.3973).

Analogicky bychom pro zkoumany systém (A, B) a pevné zvolené libovolné ¢islo
p dospéli rovnéz ke stejné hodnoté. Potom bude komplexni polomér stability pro
vSechny zpétné vazby totozny, (pro vSechny parametry « dostaneme stejné ohod-
noceni). K tomuto zavéru bychom dospéli i pro piipad kritéria v podobé redlného
poloméru stability. Navic hodnota komplexniho a redlného poloméru zde pro kazdé
pevné p vyjdou stejné. Abychom mohli vybrat zpétnou vazbu s lepsimi vlastnostmi
nez nékteré ostatni, pridame dalsi parametr — vlastni ¢islo p.

V takovém pripadé budeme fesit tilohu

1?111]1 ma’X{frca fl}7
a7p

kde funkce f; je priddna za ucelem lokace ¢isla p do pozadované oblasti a zajisténi
stability uzavieného systému.
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Ziskame ocekavané vysledky, podle kterych se prevracend hodnota komplexniho
poloméru zmensuje s vétsi vzdalenosti vlastniho ¢isla od imaginarni osy. Potom
pro oblast vymezenou piimkami Re(\) = —20 a Re(\) = —1, pocatecni vektor
xo = [—2,—5,1,1,6] dostaneme r¢(A + BFyp) = 0.9950 a

Zopt = [—2.00, —5.00, 1.00, 1.00, 19.99],

—272.03117 150.33702 —14.04278 7.52061
Fope = | —283.67099 130.17625 —15.05948 5.75963
—260.39134 130.17625 —13.02608 5.75963

Jak vidime, parametry « z parametrické matice Q(«) se neméni (skutecné nemaji
na hodnotu poloméru vliv). Méni se tak jen hodnota vlastniho ¢isla. Protoze pre-
vracena hodnota komplexniho poloméru klesa se vzdalenosti od imaginarni osy, pa-
rametr pro vlastni ¢islo se tak bude pohybovat kolem hranice oblasti, kterou jsme
si zvolili. Opét zde tak klesd vyznam optimalizace. Zavislost prevracené hodnoty
komplexniho poloméru stability na volbé ¢isla p znézornuje obrazek 7.10.

prubeh prevrécené hodnoty komplexniho polomeru
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Obréazek 7.10: Prevracena hodnota komplexniho polomeéru stability.

Jako dalsi moznost uvazujme nyni jeden prifazovany Jordanuv blok se ¢tyina-
sobnym vlastnim cislem

0 — 0
L=| | h (7.4)
0

0
1
-p

0

coR —

P

Vybereme si hodnotu p = 6 (pro tu je v predchozi ¢asti ptikladu jiz dostatecné
mald hodnota [rc(A + BF)|™). Z nékolika (piiblizné tficeti) ndhodné vygenero-
vanych pocateénich podminek jsme ziskali nejlepsi hodnotu komplexniho poloméru
stability rc(A + BF,p) = 0.9486, kde

0.7590 —1.6346 0.1337 —-0.3712
Fope = | —1.5823 —5.8761 —0.1540 —0.9318 | . (7.5)
3.1507 —=5.7770  0.4384 —0.8987
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Priklady Model robotu jednonozky - zjednodusent

Vysledny optimalni vektor je

Topt = [—2.9272, —3.0844,1.9252,1.0065, 1.1244,0.0977, —1.9152, —2.1059].

Budeme-li optimalizovat redlny polomér stability, ziskame opét stejnou hod-
notu jako u komplexniho polomeéru stability, tj. rr(A + BFop) = 1c(A + BFopt).
Obrazky 7.11 znézornuji pseudospektra matice dynamiky uzavieného systému A +
BF,.

Komplexni pseudospektrum Realne pseudospektrum
3

w
w
13
w

0

Obrazek 7.11: Komplexni a redlné pseudospektrum matice A + BF, kde Fyp je
matice (7.5).
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8 Zaver

Prace pojednava o problému robustniho prifazeni Jordanovy formy stavovou a vy-
stupni zpétnou vazbou. Pti vybéru nejlepsi matice zpétné vazby, ktera systému pri-
fazuje Jordanovu formu, vyuzivame optimalizace zejména komplexniho a redlného
polomeéru stability:.

Jednou z vyhod naseho pristupu a zdroven z piinosu prace je vyuziti minimalni
parametrizace vSech zpétnych vazeb pritazujicich pozadovanou Jordanovu formu.
Optimalizace se tak nemusi provadét vzhledem ke vSem prvkium matice zpétné vazby,
ale vystacime s mnohem méné parametry, coz je pti nasledné numerické optimalizaci
velice vyhodné. Déle kromé komplexniho poloméru stability, ktery je uvazovan také
v praci HIFOO, pridavame dalsi kriterialni funkce. Z praktickych duvodu pouzivame
téz realny polomeér stability a také umoznujeme navrhovat regulatory s omezenou
stukturou. V piipadé neuplného pritazeni, kdy pfitazujeme jen nékterd vlastni cisla
v Jordanové blocich, bude poloha ostatnich vlastnich ¢isel zaviset na dalsich volnych
parametrech. Ponévadz nemame zaruceno, ze se budou nachazet v oteviené poloro-
viné levé komplexni roviny, zafazujeme dodateéné pozadavek na stabilitu uzavieného
systému. Hlavni nové vysledky této prace jsou:

« Novy algoritmus pro vypocet parametrické matice (), ve kterém si pii kon-
strukci jeji struktury vystacime se znalosti geometrické nasobnosti vlastnich
¢isel a velikosti jednotlivych bloku, a nemusime piimo vytvaret pomocnou za-
meénitelnou matici.

o Sestaveni algoritmu pro nalezeni stavové zpétné vazby, kterd prirazuje sys-
tému pozadovanou Jordanovu formu a predstavuje lokalné optimalni stavovou
zpétnou vazbu na zakladé vybranych kritérii robustnosti.

o Novy numericky algoritmus pro vypocet lokalné optimalni vystupni zpétné
vazby podle vyse uvedenych kritérii. Navrzeny algoritmus nalezne lokaln{ mi-
nimum a lze jej pro nase tucely povazovat za dostateény. Doba potiebna k vy-
poctu je vsak v nékterych ptripadech velka. V dalsi praci se pokusime navrzeny
algoritmus upravit za ucelem snizeni jeho ¢asové naroc¢nosti. Rovnéz bychom
mohli vylepsit volbu velikosti kroku.

o Néstroj v programovém systému Matlab pro robustni pfitazeni Jordanovy
formy stavovou a vystupni zpétnou vazbou, ve kterém jsou implementovany
vysSe uvadéné algoritmy. Soucasti implementace je také uzivatelské rozhrani
pro piijemnéjsi ovladani vytvorenych programu.

Navrzené algoritmy byly testovany na fadé prikladu, véetné realnych tloh. Pomoci
téchto algoritmu se nam podarilo napiiklad stabilizovat prakticky piiklad modelu
robotu jednonozky.
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